llkka Mellin
Todennakodisyyslaskenta

Osa 1: Todennakdisyys ja sen laskusaannot

Klassinen todennakoisyys ja
kombinatoriikka

TKK (c) likka Mellin (2006)



Klassinen todennakoisyys ja kombinatoriikka

>> Klassinen todennakoisyys
Kombinatoriikan perusperiaatteet ja perusongelmat
Permutaatiot ja variaatiot
Kombinaatiot ja binomikertoimet
Multinomikertoimet

TKK (c) likka Mellin (2006)



Klassinen todennakoisyys
Klassinen todennakoisyys:

Maaritelma

 Olkoon S={s,,s,, ..., S} aarelinen otosavaruus.
e Oletetaan, etta

Pr(s):% ,kaikillel =1,2, K ,n

« Talloin sasnomme, etta alkeistapahtumat s ovat
symmetrisia.

o Tarkastellaan tapahtumaa Al S, johon kuuluu k alkeis-
tapahtumaa, joita kutsutaan tapahtumalle A suotuisiks.

o Taloin tapahtuman A klassinen todennakdisyys on

Pr(A) = E

TKK (c) likka Mellin (2006)



Klassinen todennakoisyys
Klassinen todennakdisyys: Kommentteja

o Uhkapelit muodostavat klassisen todenndkoisyyden
maaritelman tarkeimman sovel luskohteen.

o Usaimmissa uhkapeleissapeliin liittyvét alkeis-
tapahtumien on oltava symmetrisia pelin sdantgjen
mukaan.

o Pita8ko oletus alkei stapahtumien symmetrisyydesta
paikkaansa my0s reaalimaailmassa, on empiirinen
Kysymys.

TKK (c) likka Mellin (2006)



Klassinen todennakoisyys
Esimerkki

* Heitetdan noppaa.

e Tdldin otosavaruus on
S={1,234,5,6}.

o Oletetaan, ettd noppa on virheeton dli

Pr(i):% kaikillei =1,2,3,4,5,6

» Olkoon tapahtuma

A={506}1 S
o Tapahtumalle A suotuisien alkeistapahtumien lukumaara k = 2.
e Siten tapahtuman A todennakdisyys on

Pr(A) :é = % » 0.333

TKK (c) likka Mellin (2006)



Klassinen todennakoisyys
Joukon alkioiden lukumaéaran laskeminen ja

kombinatoriikka

» Jos perugoukko (otosavaruus) on kooltaan vahankin
Isompi, perusjoukon ja sen osajoukkojen (tapahtumien)
alkioiden (alkeistapahtumien) lukumaéarien laskemisessa
tarvitaan apuna jotakin jarjestelmallista menetel maa.

o Jarjestelmallisen menetelman joukon alkioiden luku-
madran laskemiseen tarjoaa kombinatoriikaks kutsuttu
matematiikan osa-alue.

TKK (c) likka Mellin (2006)



Klassinen todennakoisyys ja kombinatoriikka

Klassinen todennakoisyys

>> Kombinatoriikan perusperiaatteet ja perusongelmat
Permutaatiot ja variaatiot
Kombinaatiot ja binomikertoimet
Multinomikertoimet
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Kombinatoriikan perusperiaatteet ja perusongelmat
Kombinatoriikan perusperiaatteet 1/2

Kombinatoriikan kaavojen johtamiseen ja perustelemiseen
tarvitaan usein vain kahta yksinkertaista periaatetta, joita
sanotaan kombinatoriikan perusperiaattelks:

(1) Yhteenlaskuperiaate
(2) Kertolaskuperiaate

TKK
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Kombinatoriikan perusperiaatteet ja perusongelmat

Kombinatoriikan perusperiaatteet 2/2

« Tarkastellaan operaatioita M jaN.
e Tehd&in seuraavat ol etukset:
(1) Operaatio M voidaan suorittaa m eri tavalla.
(2) Operaatio N voidaan suorittaan eri tavalla
e Operaatiot M ja N voidaan yhdistaa uudeks, yhdistetyks
oper aatioksl seuraavillatavoilla:
(1) ”Suoritetaan M tai N”
(i1) " Suoritetaan M ja N”
« Kombinatoriikan perusperiaatteet liittyvat ndiden kahden

yhdistetyn operaation suoritustapojen lukumaarien
|askemi seen.
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Kombinatoriikan perusperiaatteet ja perusongelmat
Toisensa poissulkevat operaatiot ja

yhteenlaskuperiaate

e Sanomme, ettd operaatiot M ja N ovat toisensa
poissulkevia, jos operaatioitaM jaN & voi suorittaa
yhtdaikaa eli samanaikaisesti.

» Olkoot operaatiot M ja N toisensa poissulkevia.

o Oletetaan lisdksl, etta operaatio M voidaan suorittaa m eri
tavallaja operaatio N voidaan suorittaan eri tavalla.

o Tdloin yhdistetty operaatio
(1) ”Suoritetaan M tai N”
voidaan suorittaam + n eri tavalla.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 10



Kombinatoriikan perusperiaatteet ja perusongelmat
Rilppumattomat operaatiot ja

kertolaskuperiaate

e Sanomme, etta operaatiot M jaN ovat riippumattomia,
J0s se, mika val htoehtoi sista tavoista suorittaa operaatio M
valitaan, e vaikuta siihen, mika vaihtoehtoisista tavoista
suorittaa operaatio N valitaan ja kadantéen.

e Olkoot operaatiot M jaN riippumattomia.

o Oletetaan lisdksl, etta operaatio M voidaan suorittaa m eri
tavallaja operaatio N voidaan suorittaan eri tavalla.

o Tdloin yhdistetty operaatio
(i1) " Suoritetaan M ja N”
voidaan suorittaam’ n eri tavala

TKK (c) llkka Mellin (2006) 11



Kombinatoriikan perusperiaatteet ja perusongelmat
Kombinatoriikan perusperiaatteet:

Esimerkki 1/3

o Kaupunkien XjaY vaillaon
2 suoraa lentoa.
o X:stdY:hyn paasee myo6s
kaupungin Z kautta:
() Kaupunkien X jaZ vdlilla
on 3 lentoa.
(i) Kaupunkien ZjaY vdlilla
on 2 lentoa.

* Oletetaan lisdkg, ettalennot saa X
valita toisistaan riippumatta.

o Kuinka monella eri tavalla
volmme lentéa X:sta Y:hyn?

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kombinatoriikan perusperiaatteet ja perusongelmat
Kombinatoriikan perusperiaatteet:

Esimerkki 2/3

o Koskalennot saavalita
toisistaan riippumatta, Z:n
kautta tapahtuvien erilaisten
lentoyhdistelmien lukumaaran
|askemiseen voidaan soveltaa
kombinatoriikan kertolasku-
periaatetta.

« Sen mukaan X:sta Y:hyn paasee
lentamaan Z:n kautta

32=6
eri tavalla.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kombinatoriikan perusperiaatteet ja perusongelmat
Kombinatoriikan perusperiaatteet:
Esimerkki 3/3

» Koska?2 suoraalentoa X:sta
Y:hyn ja 6 eri tapaa lentdd X:sta
Y:hyn Z:n kautta ovat toisensa
poissulkevia, lentovai htoehtojen
kokonai slukuméa&ra saadaan
soveltamalla kombinatoriikan
yhteenlaskuperiaatetta.

» Sen mukaan X:sta Y:hyn paasee
lentamaan

2+6=8
eri tavalla.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kombinatoriikan perusperiaatteet ja perusongelmat
Kombinatoriikan perusongelmat 1/2

e QOlkoon

S={s;, S ..., )
aarellinen joukko, jonka (erilaisten) alkioiden lukuma&ara
on

n=ng=n(S
jossa ng = n(S) on lukumaarafunktio, joka kertoo joukon S
(erilaisten) alkioiden lukumaaran.

o Kombinatoriikan perusongelmat liittyvét joukon S
alkioiden muodostamien 0sajonojen ja 0sajoukkojen
lukumaarien | askemiseen.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 15



Kombinatoriikan perusperiaatteet ja perusongelmat
Kombinatoriikan perusongelmat 2/2

 Kombinatoriikan perusongelmat:

(1a) Kuinka monella erilaisellatavallajoukon S
alkiot voidaan jarjestaa jonoon?

(1b) Kuinka monella erilaisellatavallajoukon S
alkioista voidaan muodostaa k:n alkion osajono?

(2) Kuinkamonellaerilaisellatavallajoukon S
alkioista voidaan muodostaa k:n alkion osajoukko?

TKK (c) llkka Mellin (2006) 16



Kombinatoriikan perusperiaatteet ja perusongelmat

Joukko

o Palautetaan mieleen, ettd joukko on taysin maarétty, jos
sen alkiot tunnetaan, jolloin jokaisesta oliosta voidaan
sanoa onko se joukon alkio vai ei.

o Olkoot &arellisen joukon A (erilaiset) alkiot

a,8,...,a,
e Talodin merkitaan

A={a;,a,,...,a}

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kombinatoriikan perusperiaatteet ja perusongelmat
Joukkojen samuus

« Joukot A jaB ovat samat, jos niissa on tasmalleen samat
alkiot i

A=B
josjavain jos
xI AU x1 B

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kombinatoriikan perusperiaatteet ja perusongelmat
Jono

Palautetaan mieleen, ettd jono on tdysin maarétty, jos sen
alkiot ja niiden jarjestys tunnetaan.
Olkoon a jono, jonkai. alkio on

a,i=1,2,..,n
Taloin merkitaan
a=(a;,a,...,a)

1-numeroisten ei-negatiivisisten kokonaislukujen
muodostamia jonoja merkitdan usein kirjoittamalla
numerot perakkain ilman sulkumerkkegaja pilkkuja
kuten moninumeroisissa luvuissa.

Esimerkki: 6491 = (6, 4, 9, 1)

TKK
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Kombinatoriikan perusperiaatteet ja perusongelmat
Jonojen samuus

e Jonota=(a,,a,,...,a)jab=(b,,b,, ..., b)) ova
samat, jos niissa on samat alkiot samassa jarjestyksessa dli

a=b
josjavain jos
a=b,1=12 ..,n

TKK (c) llkka Mellin (2006) 20



Kombinatoriikan perusperiaatteet ja perusongelmat
Joukko vs jono:

EsimerkKi

e Joukot
{1, 2, 3
{1, 3, 2}
{3,1,3,2}

ovat joukkoina samat:
{1,2,3 ={1,3,2} ={3,1, 3,2}
e Jonot
123
132
ovat eri jonoja:
(1,2,3)1 (4, 3, 2)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kombinatoriikan perusperiaatteet ja perusongelmat
Joukon osajoukot:

EsimerkKi

Olkoon
S={1,2 3}
Kaikki joukon Salkioiden muodostamat osajoukot:
Kolmen alkion osgjoukot:
{1, 2,3}
Kahden alkion osgjoukot:
{1, 2},{1,3},{2, 3}
Yhden akion osajoukot:
{1}.{2}. {3}
Kaikki joukon Sin osgjoukot:
{1,2,3},{1,2},{1,3},{2, 3}, {1}.{2}, {3}, &

1 kpl

3 kpl

3 kpl

8 kpl

TKK
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Kombinatoriikan perusperiaatteet ja perusongelmat
Joukon osajonot:

EsimerkKi

Olkoon

S={1, 2, 3
Kaikki joukon Salkioiden muodostamat osajonot:
Kolmen alkion osgjonot:

123, 132, 213, 231, 312, 321 6 kpl
Kahden alkion osgjonot:

12, 21, 13, 31, 23, 32 6 kpl
Yhden akion osajonot:

1,2,3 3 kpl

TKK
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Klassinen todennakoisyys ja kombinatoriikka

Klassinen todennakoisyys

Kombinatoriikan perusperiaatteet ja perusongelmat
>> Permutaatiot ja variaatiot

Kombinaatiot ja binomikertoimet

Multinomikertoimet

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Permutaatiot ja variaatiot
Permutaatio

Olkoon aérellisen joukon S (erilaisten) alkioiden
lukumaara

n=n(y
Mika tahansajoukon Skaikkien alkiolden muodostama
jono on joukon Salkioiden per mutaatio.

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Permutaatiot ja variaatiot
Permutaatioiden lukumaara

o Olkoon &arellisen joukon S (erilaisten) alkioiden
lukumaara n = n(S).
o Talloinjoukon Salkioiden kaikkien mahdollisten
permutaatioiden lukumaara on
nNN=n(n-1) » 2°1
jossa n! on ns. n-kertoma.
» Tulos ratkaisee kombinatoriikan perusongelman (1a):

Kuinka monella erilaisella tavalla joukon S alkiot
voldaan jarjestaajonoon?

TKK (c) llkka Mellin (2006) 26



Permutaatiot ja variaatiot
Permutaatioiden lukumaara:

Perustelu 1/4

o Kaytetdan permutaatioiden lukumaéran kaavan johdossa apuna ns.
lokeromallia.

o Olkoon joukon Salkioiden lukumaaran.
» Oletetaan, etta kaytettavissa on lokerikko, jossa on n lokeroa.

o Asetetaan joukon Salkiot lokerikkoon yks kerrallaan niin, etta
jokaiseen |okeroon tulee tdsmdlleen yksi akio.

Lokerot® | 1| 2| 3 74 n-1] n

TKK (c) likka Mellin (2006)



Permutaatiot ja variaatiot
Permutaatioiden lukumaara:

Perustelu 2/4

» Lokeroiden tayttdminen voidaan tehda vaiheittain.
e Vaheessak=1,2, ..., n:
(i) Lokeroistaon taytetty (k- 1) kpl.
(i) JoukossaSon jaljella(n- k+ 1) alkiota.
(ili) Suoritetaan operaatio
“Valitaan joukon Sjaljella olevista alkioista
yksi |okeroon K’

Lokerot® | 1| 2| 3 74 n-1] n

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Permutaatiot ja variaatiot
Permutaatioiden lukumaara:

Perustelu 3/4

(iv) Kohdan (iii) operaatio voidaan suorittaa (n - k + 1) eri tavalla
k=1: Joukosta S voidaan valita alkio n tavalla.
k=2 Joukosta Svoidaan valitaakio (n - 1) tavalla.

k=n- 1. JoukostaSvoidaan valitaakio 2 tavalla.
k=n: Joukosta Svoidaan valita alkio 1 tavalla.

Lokerot® | 1| 2| 3 74 n-1] n

Operaatioidenlkm® n n-1 n-2 2 1

TKK (c) llkka Mellin (2006) 29



Permutaatiot ja variaatiot
Permutaatioiden lukumaara:
Perustelu 4/4

Tarkastellaan yhdistettya operaatiota, jossa kaikki vaiheet
k=1, 2, ..., nkaydaan |gpi perakkain.

Kysymys:

Kuinka monella eri tavalla tama yhdistetty operaatio voidaan
suorittaa?

Koska jokainen valintaoperaatio voidaan suorittaa edellisista vaiheista
riippumatta, kombinatoriikan kertolaskuperiaatteesta seuraa, etta
|okeroiden tayttdminen voidaan tehda

nN(n-1) » 2°1=n!
erl tavalla

Lokero® | 1| 2| 3 74 n-1] n

Operaatioidenlkm® n n-1 n-2 2 1

TKK
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Permutaatiot ja variaatiot
n-kertoma

n-kertoma voidaan laskea seuraavalla palautuskaavalla:
nn=n(n-1!',n=12...
Maaritell&an:
or=1
Palautuskaavasta:
1'=10=11=1
20=211=21=2
3=321=321=6
N=43=4321=24
S =541=54321=120

TKK
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Permutaatiot ja variaatiot
Variaatio eli k-permutaatio

o Olkoon aarellisen joukon S (erilaisten) alkioiden
lukumaara n = n(S).

o Mikatahansajoukon Salkioiden osajono, jossa on k
alkiota, on joukon Salkioiden variaatio €i k-
per mutaatio.

e Merkinta

P(n, k) = n:n alkion joukon k-permutaatioiden
lukumaéra

* Josk = n, saadaan joukon Salkioiden permutaatio.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 32



Permutaatiot ja variaatiot
Variaatioiden eli k-permutaatioiden lukumaara

Olkoon aérellisen joukon S (erilaisten) alkioiden
lukumaara n = n(S).

Talloin joukon Salkioiden kaikkien mahdollisten
K-permutaatioiden lukumaara on

n!
(n- k)!
Tulos ratkai see kombinatoriikan perusongelman (1b):

Kuinka monella erilaisella tavalla joukon S alkioista
voidaan muodostaa k:n alkion osajono?

P(n,k) =

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Permutaatiot ja variaatiot
Variaatioiden eli k-permutaatioiden lukumaara:

Huomautus

e Jos
K=n
kutistuu kombinatoriikan perusongelma (1b) perus-
ongelmaksi (1a), jolloin
P(n, n) = n!

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Permutaatiot ja variaatiot
Variaatioiden eli k-permutaatioiden lukumaara:

Perustelu

o Olkoon joukon Salkioiden lukumaaran.

» Joukon Skaikkien akioiden permutaatioiden lukumaaraa koskevasta
todistuksesta nahdaan, etta n:sta alkiosta voidaan valita k alkiota k:hon
ensimmai seen lokeroon

nN(n-1) » (n- k+1)
eri tavalla.
 Laventamalla saadaan
n"(n-1)" L (n- k+1)
n(n-1)"L" (n-k+1" (n- k)!
- (n- K)!

n!
(n- k)!

TKK (c) llkka Mellin (2006) 35



Permutaatiot ja variaatiot
Permutaatioiden lukumaara:

Esimerkki 1/4

Kuinka monta erilaista 3-numeroista kokonaislukua voidaan
muodostaa numeroista

0,123,4,5,6,7,8,9?

kun lukuja muodostettaessa merkitaan ” etunollat” nakyviin.
Esmerkkg& 5 =005ja19 =019

Kakki néin saatavat 3-numeroiset kokonaisluvut ovat muotoa
XyZ

oleviajonoja, joissa numerot X, y ja z valitaan joukosta
{0,1,2,3,4,5/6,7,8, 9}.

Numeroiden x, y ja z valinta jonoon xyz voidaan tenda kahdella eri
tavalla:

(1) Aikaisemmin valitun numeron saa valita uudel leen.
(i) Aikaisemmin valittua numeroa el saa valita uudelleen.

TKK
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Permutaatiot ja variaatiot
Permutaatioiden lukumaara:

Esimerkki 2/4

Tarkastellaan ensin tapausta
(1) Aikaisemmin valitun numeron saa valita uudel leen.
Kaytetdan apuna lokeromallia.

Kokonaid uku xyz muodostuu kolmesta |okerosta, joista jokainen
voidaan tayttaéa toisistaan riippumatta 10:11a erilaisella objektilla.

Kertolaskuperiaatteen mukaan |okerot xyz voidaan tayttaa
10" 10" 10 = 1000
eri tavalla

Siten erilaisia 3-numeroisialukuja, joissa saa olla samoja numeroita,
on 1000 kpl.

Tulos on tietysti sopusoinnussa sen kanssa, etta kokonaislukujen
000, 001, 002, ..., 010,011, 012, ..., 100, 101, 102, ... , 999
lukumaara on 1000.

TKK
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Permutaatiot ja variaatiot
Permutaatioiden lukumaara:
Esimerkki 3/4

Tarkastellaan seuraavaks tapausta
(i) Aikaisemmin valittua numeroa el saa valita uudelleen.
Kaytetdan apuna lokeromallia.

Kokonaisluku xyz muodostuu kolmesta |okerosta, jotka voidaan
tayttda vaiheittain seuraavallatavalla:

(1) 1.lokero x voidaan tayttda 10 erilaisella objektilla.

(2) 2.lokeroy voidaan tayttéa vaiheesta (1) riippumatta
O erilaisella objektilla, koska 1 objekteista on kéaytetty.

(3) 3. lokero zvoidaan tayttaa vaiheesta (2) riippumatta
8 erilaisella objektilla, koska 2 objekteista on kaytetty.

Kertolaskuperiaatteen mukaan |okerot xyz voidaan tayttaa
10°9° 8=720
erl tavalla

TKK
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Permutaatiot ja variaatiot
Permutaatioiden lukumaara:
Esimerkki 4/4

Siten erilaisia 3-numeroisialukuja, joissa sama numero e saa esintya
kuin kerran, on 720 kpl.

Huomaa, ettd sama tulos saadaan huomaamalla, etta tapauksessa (ii)
on maarattava joukon {0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9} 3-permutaatioiden
|lukuméaara.
3-permutaatioiden lukumaaréks saadaan
10! ;s
P(10,3) :7 =10" 9" 8=720

mikéa tietysti yhtyy edella saatuun tul okseen.

TKK
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Klassinen todennakoisyys ja kombinatoriikka

Klassinen todennakoisyys
Kombinatoriikan perusperiaatteet ja perusongelmat
Permutaatiot ja variaatiot

>> Kombinaatiot ja binomikertoimet
Multinomikertoimet

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kombinaatiot ja binomikertoimet
Kombinaatio

o Olkoon aarellisen joukon Salkioiden lukumaara
n=n(y
o Mikatahansajoukon Sosajoukko, jossa on k alkiota,
muodostaa joukon Salkioiden k alkiota sisaltavan
kombinaation.
 Merkint&
C(n, k) = n:n akion joukon k alkiota sisdltavien
kombinaatioiden lukumaara

TKK (c) llkka Mellin (2006) 41



Kombinaatiot ja binomikertoimet
Kombinaatioiden lukuméaara

Olkoon joukon Salkioiden lukumaaran = n(S).

Taloin joukon Sakioiden kaikkien mahdollisten

k alkiota sisaltavien kombinaatioiden lukumaara on
n!

k) = im- o

jossa
nNN=n"(n-1) » 2°1
on ns. n-kertoma.
Tulos ratkai see kombinatoriikan perusongel man (2):

Kuinka monella erilaisella tavalla joukon S alkioista
voidaan muodostaa k:n alkion osajoukko?

TKK
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Kombinaatiot ja binomikertoimet
Kombinaatioiden lukumaara ja binomikertoimet

o Kombinaatioiden lukumaaréa C(n, k) merkitdan usein ns.
binomikertoimella

a1 O
&K
jokaluetaan “nyli kin”.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kombinaatiot ja binomikertoimet
Kombinaatioiden lukumaara:

Perustelu 1/3

o Oletetaan, ettd joukossa Son n(S) = n akiota

« Kombinaatioiden lukumaéréa koskeva kaava voidaan perustella
maaraamalla joukon Salkioiden k alkiota sisdltdvien permutaatioiden
lukumééara kahdella eri tavalla ja merkitsemalla saadut tulokset yhta
suuriksi.

 Joukon S, jossaon n alkiota, k-permutaatioiden lukuméa&ara on
aikalsemman tuloksen perusteella

n!
(n- k)!

P(n,Kk) =

TKK (c) llkka Mellin (2006) 44



Kombinaatiot ja binomikertoimet
Kombinaatioiden lukumaara:

Perustelu 2/3

 Toisaaltajoukon Salkioiden permutointi voidaan tehda kahdessa
vaiheessa:

(1) Valitaan joukon Salkioistak alkiota sisdltéva osg oukko.

Tama voidaan tehda tehda C(n, k) eri tavalla, jossa C(n, k) on
toistaiseks tuntematon luku.

(2) Jarjestetdan valitun osajoukon k alkiotajonoon.
Tama voidaan voidaan tehda k! eri tavalla.
 Valheet (1) ja(2) voidaan suorittaa toisistaan riippumatta.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 45



Kombinaatiot ja binomikertoimet
Kombinaatioiden lukumaara:

Perustelu 3/3

Kombinatoriikan kertolaskuperiaatteen mukaan joukon Salkioiden k
alkiota sisdltavien permutaatioiden lukumaara on siis

P(n,k) = C(n,k)k!
Sijoittamalla tahan permutaatioiden lukumaaran lauseke

. n
P(n,k) = (n- K)
saadaan yhtal6
. n
C(n,k)k! = (n- K)

josta C(n, k) ratkaisemalla saadaan haluttu tul os.

TKK
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Kombinaatiot ja binomikertoimet
Kombinaatioiden lukumaara:

Esimerkki 1/3

Edella on kasitelty esimerkkid, jossa tarkasteltiin 3-numeroisten
|ukujen muodostamista, kun kaytdssa on numerot

0,12 3,45,6,7,8,9
Taloin todettiin seuraavaa:

(1) Jos samanumero saa eslintyaluvussa useamman kerran,
erilaisialukuja on 1000 kpl.

(i) Jos samanumero el saa esiintya luvussa useammin kuin kerran,
erilaisialukuja on 720 kpl.

Kummassakin tapauksessa 3-numeroisia lukuja kasiteltiin numeroiden
0,123,456, 7,8, 9 muodostaminajonoina.

Maaratéan nyt kuinka monella eri tavallanumeroiden 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8, 9 muodostamasta joukosta

{0,1,2,3,4,56,7,8, 9}
voidaan valita osajoukko, jossa on 3 alkiota.

TKK
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Kombinaatiot ja binomikertoimet
Kombinaatioiden lukumaara:
Esimerkki 2/3

» Ratkaisun antaa binomikerroin C(10, 3):
2406 10! 10" 9° 8

C(10,3) =g -=—=
10.3) €35 371 32

=120

o Sitenjoukosta
{0,1,2,3,4,56,7,8, 9}
voidaan valita 3:n alkion osajoukko 120:11a eri tavalla.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kombinaatiot ja binomikertoimet
Kombinaatioiden lukumaara:

Esimerkki 3/3

Huomaa asetettujen ehtojen vaikutus:
(i) NumeroistaO, 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9 voidaan muodostaa
1000 kpl 3-numeroisia lukuja, joissa sama numero saa esiintya
useamman kerran.
(i) Joukosta{O, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9} voidaan muodostaa
720 kpl 3:n numeron osajonoja.
(iti) Joukosta{O, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9} voidaan muodostaa
120 kpl 3:n numeron osajoukkoja.

TKK
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Kombinaatiot ja binomikertoimet
Permutaatiot vs kombinaatiot

» Joukon akioiden permutaatioissa alkioiden jarjestyksella
on merkitysta.

» Joukon akioiden kombinaatioissa alkioiden jarjestyksella
el ole merkitysta.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 50



Kombinaatiot ja binomikertoimet
Permutaatiot vs kombinaatiot:

Esimerkkeja

» Opiskelijaravintolan ruoka ono muodostaa siina seisovien
opiskelijoiden permutaation, jossa opiskelijoiden jarjestyksella on
merkitysta jonottaville opiskéijoille.

» Lotossaoikean rivin antavat 7 voittonumeroa muodostavat 39:n
numeron joukon eraan 7:n alkion kombinaation, jossa numeroiden
arvontaj arjestyksella el ole merkitysta.
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Kombinaatiot ja binomikertoimet
Binomikerroin

« Kerrointa
a0 n!
— =C(n,k
&k Kk!(n- k)! (n.k)

kutsutaan binomikertoimeksd.

e Binomikerroin luetaan “n yli k:n”.

e KoskaO! =1, niin
ao_ nt _,_ nl _aho
&0y O'n! nl0!  &ng

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kombinaatiot ja binomikertoimet
Pascalin kolmio

* Binomikertoimet voidaan muodostaa kayttaen apunans.
Pascalin kolmiota (5 enssmmaistarivia):

1/1\1
NN
N N
NN TN TN

e Lukuun ottamatta kolmion reunoilla olevia ykkosi 4,

Pascalin kolmion luvut saadaan |askemalla yhteen kaks
edeltavan rivin lukua nuolten suuntaan.
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Kombinaatiot ja binomikertoimet
Pascalin kolmion muodostamissaanto

Binomikertoimet
C(n, 0),C(n, 1), C(n, 2), ... ,C(n,n- 1), C(n, n)
muodostavat Pascalin kolmion (n + 1). rivin luvut.

Siten Pascalin kolmion muodostami ssaant® voidaan
Ilmal sta binomikertoimien avulla seuraavasti:

a0 ad- 10 a8 - 10
5kg &k - 15 8 kK g
Sanoin:

Pascalin kolmion n. rivin k. luku saadaan laskemalla
yhteen (n—1). rivin (k—1). luku ja k. luku.

TKK
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Kombinaatiot ja binomikertoimet
Pascalin kolmion muodostamissaanto:
Perustelu

» Pascalin kolmion muodostamissaanto voidaan perustella seuraavalla
tavalla

a8-16 a8 16_ (n- 1)! . (n-1)!
gk-15 & k 5 (k-D((n-1)- (k-D) k!((n-1)- k)!
(n-1)! .\ (n-1)!
(k- )!(n- k)! k!(n- k- 1)
_ k(n-1)! +(n- k)(n- 1)!
ki(n- k)!  k!(n- k)!

(k+(n- k))(n- 2)!

ki(n- k)!
_ n! _ a0
k!(n- k)! &kg
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Kombinaatiot ja binomikertoimet
Pascalin kolmion symmetrisyys

 Pascalin kolmio on symmetrinen kolmion rivien
keskikohdan suhteen:

@t‘): n! :aen C
&kz k!(n- k) &n- kg

TKK (c) likka Mellin (2006)

56



Kombinaatiot ja binomikertoimet
Pascalin kolmion symmetrisyys:
Perustelu

» Pascalin kolmion symmetrisyys kolmion rivien keskikohdan suhteen
voidaan perustella seuraavalla tavalla:

a0 n!

gky k!(n- k)!

(- K)i(n- (n- K))!
G- 15

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kombinaatiot ja binomikertoimet
Binomikaava

* Binomikaavan mukaan n:s potenss binomillex +vy
voidaan esittéa muodossa

nkk

(x+y)" = gk y

_&qun +&'§‘2Xn-1y+&qun-2y2+l_
Oy &l 2g

en o

+ .xy”'1+%lc..)yn
&n- 1 &N
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Kombinaatiot ja binomikertoimet
Binomikaava:

Perustelu 1/3

Kun binomi x + y korotetaan potenssiin n, saadaan summal auseke,
jonka kaikki termit ovat muotoa

X"*y* ' k=0,1,2,K,n
Yhdistetaan sellaiset termit, joissa esiintyy sama x:n potenss ja
jarjestetdadn nain saadut termit x:n alenevien potenssien mukaiseen
jarjestykseen.
Y hdistdmisen tuloksena saadaan (n +1) termia sisdltava summa-
lauseke, jonka (k + 1). termi on muotoa

D(n,k)x“y"*, k=0,1,2,K,n

jossa D(n, K) on muotoa x“y™ * olevien termien lukumaéra.

Tehtavana on maarata D(n, k) eli se kuinka monella eri tavalla muotoa

x*y" ¥ oleva termi syntyy korotettaessa binomi x + y potenssiin n.

TKK
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Kombinaatiot ja binomikertoimet
Binomikaava:
Perustelu 2/3

Kaytetdan tehtavan ratkai semisessa lokeromallia.

Taytetdan lokerikko, jossa on n lokeroa, tyyppia x jatyyppiay olevilla
obj ekteilla, kun tyyppia x olevia objektggaon (n- k) kpl jatyyppiay
olevia objekteja on k kpl.

Kuinka monella eri tavalla tama tayttdoperaatio voidaan suorittaa?
Huomaa, etta tyyppiay olevien objektien paikat on maaratty sen
jalkeen, kun tyyppia x olevat objektit on saatu sijoitetuks

lokeroihinsa.

Siks riittéatarkastella sit, kuinka monella eri tavalla (n - k) kpl
tyyppi& x olevaa objektia voidaan sjoittaa lokerikkoon, jossaon n
lokeroa.

TKK
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Kombinaatiot ja binomikertoimet
Binomikaava:

Perustelu 3/3

o Tamatehtava voidaan formuloida my0ds seuraavassa, va htoehtoisessa
muodossa:

Kuinka monella eri tavalla joukosta, jossa on n alkiota, voidaan valita
0sajoukko, jossaon (n - k) akiota?

e Tamaon selvasti kombinatoriikan perusongelma (2).

o Siten kysytyn lukumaaran D(n, k) antaa binomikerroin

_@n o_am
S g k578G

TKK (c) llkka Mellin (2006) 61



Kombinaatiot ja binomikertoimet
Binomikaava:

Esimerkki 1/2

« Binomikaavan mukaan 4. potenssi binomille x + y voidaan esittéa
muodossa

4

(x+y)* = aﬂox “y*
A Sk

&0 4 aélo 3y+aa40 ) o aéloxy3 o Y.
80z 8 1g &2 8321 84121
= x* +4x° y+6x y +4xy +y

» Tulos on sopusoinnussa sen kanssa, etta Pascalin kolmion 5. rivin
luvut ovat

1,4,6,4,1

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kombinaatiot ja binomikertoimet
Binomikaava:

Esimerkki 2/2

o Tarkastellaan esmerkking, miten tyyppia x2y? olevat termit syntyvét.
o Kaikki mahdolliset muotoa x2y? olevat tulot ovat

XYy — Xyxy  XyyX

yXxy - yXyx  yyxx
 Tulojaon siis 6 kappaletta.

 Koskatassan =4 jak= 2, binomikertoimen kaavasta saadaan taman
tuloksen kanssa yhtapitéavasti

40 4l _ 4321

C42) =g -=—— = =
(4.2 25 2121 271 2°1

TKK (c) likka Mellin (2006)

63



Kombinaatiot ja binomikertoimet
Osajoukkojen lukumaara

Olkoon joukon Salkioiden lukumaaran = n(S).
Joukon S osajoukkojen lukumaara on
2n
L ukum&arassa ovat mukana:
(1) Tyhjajoukko A
(2) Kaikki yhden alkion osajoukot

(3) Kaikki kahden alkion osajoukot
(4) Kaikki kolmen alkion osajoukot

(n) Kaikki (n- 1):n akion osajoukot
(n+1) Joukko S

TKK
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Kombinaatiot ja binomikertoimet
Osajoukkojen lukumaara:

Perustelu 1/2

Olkoon joukon Salkioiden lukumdaran = n(S).

Joukolla Son k alkiota sisaltavien kombinaatioiden lukumaaraa
koskevan tuloksen mukaan

C(nK) = gig

osgoukkoa, jossaon k alkiota, k=0, 1, 2, ..., n
Joukon S osajoukkojen kokonaislukumaara N saadaan laskemalla
kaikki binomikertoimet C(n, k), k=0, 1, 2, ... , n yhteen:
wo wo wo L& n C‘)+aEEld
80;21 &1y 82;21 8”' 1 &ng
Toisaalta binomikaavasta saadaan sjoittamallax =y = 1.
wo wo wo L& n C‘)+aEE16

1+D)" =2" = - -
) 80;21 &1y 82;21 8”'1;'3‘ &ng

TKK
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Kombinaatiot ja binomikertoimet
Osajoukkojen lukumaara:

Perustelu 2/2

* Yhdistamalla nama tulokset saadaan joukon S, jossaon n = n(S
alkiota, kaikkien osajoukkojen lukumaéraks

., _am0d a0 ano eh 6 ao
N=2"=. "+, -+, +L+ to -
80y &ly &2p &n- 1y &ng

jossa binomikerroin

Q0

&k g
kertoo joukon S sellaisten osajoukkojen lukumaaran, joissa on k
akiota, k=0, 1, 2, ..., n.
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Kombinaatiot ja binomikertoimet
Kombinatorisia laskutoimituksia:

Esimerkki 1

e Lotossal ruudukko lototaan valitsemalla 7 numeroa 39:sta.
 Montako erilaistalottoruudukkoa on olemassa?

e Tolnen muotoilu:;

Kuinka monta erilaista 7:n alkion osajoukkoa voidaan valita 39
erilaisen akion joukosta?

 Vastauksen antaa kombinaatioiden lukumaar aa koskeva tul os:

a396_ 39!

o= =15380937
&7 5 7132

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kombinaatiot ja binomikertoimet
Kombinatorisia laskutoimituksia:

Esimerkki 2

Montako sellaista |ottoruudukkoa on olemassa, joissa on tdsméalleen 5
oikein?

5 oikein saadaan, jos on valittu 5 oikeata numeroa 7 oikean numeron
joukosta ja 2 vaarda numeroa 32 vadran numeron joukosta.

Valinnat voidaan tehda toisistaan riippumatta.

Kertolaskuperiaatteen mukaan 5 oikein siséltavien rivien lukumaara
on

F6a826 7, 32

o o= =21 496=10416
K552 5 5120 2130!

TKK
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Kombinaatiot ja binomikertoimet
Kombinatorisia laskutoimituksia:

Esimerkki 3

Korttipelit: pokeri
« Montako erilaista 5 kortin kétté on olemassa?

 Kombinaatioiden lukumaaraa koskevan tul oksen mukaan:

= 2598960

8@

Korttipelit: bridge
« Montako erilaista 13 kortin katté on olemassa?

. Kombi naatioi den lukumaaraa koskevan tul oksen mukaan:

= 635013559 600

8@

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Klassinen todennakoisyys ja kombinatoriikka

Klassinen todennakoisyys
Kombinatoriikan perusperiaatteet ja perusongelmat
Permutaatiot ja variaatiot
Kombinaatiot ja binomikertoimet
>> Multinomikertoimet

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Multinomikertoimet

Multinomikerroin 1/2

Olkoon &arellisen joukon Salkioiden lukumaaran = n(S).
Oletetaan, etta positiiviset kokonaisluvut
n,i=12 ...,k
toteuttavat endon
n=n;+n,+%+n
Ositetaan joukko Spistevieraisiin osajoukkoihin
A,i=12 ..,k
siten, ettd joukossa A on n(A) = n, akiota
Kuinka monella tavalla joukko Svoidaan osittaa piste-
vieraisiin osgjoukkoihin niin, etta osajoukkojen alkioiden
lukuméarét toteuttavat ym. ehdot?

TKK
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Multinomikertoimet

Multinomikerroin 2/2

* Joukko S jossaon n=n(S akiota, voidaan osittaa

e n O _ n!
&, n, L ng nin!Ln!
tavalla pistevieraisiin osajoukkoihin A, ;i =1, 2, ... , Kk,

joiden alkioiden lukuméaarét toteuttavat ehdot:
i) n(A)=n,i=12 ..,k
(i) Nn=n,+n,+»+n,

e Lukumaéaéran antavaa lauseketta kutsutaan multinomi-
kertoimeksd.
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Multinomikertoimet
Multinomikerroin:

Kommentteja

« Epétyhjatjoukot Al Si=1,2, ..., kmuodostavat
joukon Sosituksen, jos

k
s=UA ja AGA =/ kunit |
=1

o Multinomikerroin kertoo kuinka monella eri tavalla
joukko S, jossa on n alkiota, voidaan osittaa pistevieraisiin
osgoukkoihin A, ;1 =1, 2, ..., Kniin, ettd 0sajoukossa A
onn akiotaja

n=n,+n,+%+n,
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Multinomikertoimet
Multinomikerroin:

Kommentteja

Multinomikertoimet ovat kertolmina multinomin
(¢ +% +L+Xx)"

kehityskaavassa tuloissa
X2 L XX

joissasiis
n+n,+L+n =n

Binomikerroin saadaan multinomikertoimen erikois-
tapauksena, kun k = 2.

TKK
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Multinomikertoimet
Multinomikerroin:

1. esimerkki 1/2

e Sanassakasa on 4 kirjainta, joiden joukossa on 3 erilaista kirjainta:

K 1 kpl
a 2 kpl
S 1 kpl

« Kuinka monta erilaista neljan kirjaimen mittaista” sanaa’ voidaan
muodostaa permutoimallakirjaimiak, a, ajas?

* Erilaisten sanojen lukuméaaran antaa multinomikerroin

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Multinomikertoimet
Multinomikerroin:

1. esimerkki 2/2

o Tassa tapauksessa erilaiset sanat on helppo luetella:
a-alkuiset sanat:
aaks aask akas aksa asak aska
k-alkuiset sanat:
kaas kasa ksaa
s-alkuiset sanat
saak saka skaa
o Sanojaontodellakin 12 kpl kuten edella todettiin.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Multinomikertoimet
Multinomikerroin:

2. esimerkkKi

Korttipeli: pokeri

o Oletetaan, etta peliin osallistuu 4 pelagjaa.
« Jaetaan 5 korttiajokaiselle pelagjalle.

» Kuinkamonta erilaistajakoa on olemassa?

o Korttipakka (52 kortin pakka) jaetaan slis5 osaan, joissaon 5, 5, 5, 5
ja32 korttia.

Erilaisten jakojen lukumaaran antaa multinomikerroin
e 52 6 52
&5 5 5 5 325 5551532

=1.47" 10*
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