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Kertymafunktio

>> Kertymafunktio: Maaritelma
Diskreettien jakaumien kertymafunktiot
Jatkuvien jakaumien kertyméafunktiot
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Kertymafunktio: M&aritelma
Kertymafunktion maaritelma

» Olkoon x satunnaismuuttuja.

o Satunnaismuuttujan x kertyméafunktio F on reaali-
arvoinen funktio

F(X) =Pr(x £ X)

TKK (c) likka Mellin (2006)



Kertymafunktio: M&aritelma
Kertymafunktion maaritelma:

Kommentteja 1/2

o Satunnaismuuttujan x kertymafunktion F ma&aritelmassa
F(X)=Pr(x £ x)

on
X = satunnaismuuttuja
X = reaaliluku, kertyméfunktion F argumentti

o Kertymé&funktion F arvo pisteessa x on todennakaoisyys
sille, ettd satunnaismuuttuja x saa arvoja, jotka ovat £ x.

» Piste x erottaa vasemmall e puol elleen todennakdisyys-
massan, jonka koko on

Pr(x £ X) = F(X)

TKK (c) likka Mellin (2006)



Kertymafunktio: M&aritelma
Kertymafunktion maaritelma:

Kommentteja 2/2

Satunnaismuuttujan x kertymafunktio
F(X) =Pr(x £ X)
kuvaa satunnal smuuttujan x todennakai syysmassan

kertymistd, kun kertymafunktion argumentti x kasvaa.

Satunnaismuuttujan x kertymafunktio maaraa kaikkien ko.
satunnaisilmioon liittyvien tapahtumien todennakaoi syydet.

Kertymafunktion méaaritelma sopii kaikille satunnais-
muuttujille olivatpa ne diskreettgjg, jatkuviatai jotakin
muuta tyyppia

Kertymafunktio on keskeinen tyovaline matemaatti sessa
tilastoti eteessa.

TKK
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Kertymafunktio: M&aritelma
Kertymafunktio ja tapahtumien todennakdisyydet

 Jos satunnaismuuttujan x kertymafunktio F tunnetaan,
kaikkien ko. satunnaisiimioon liittyvien tapahtumien
todennakoisyydet hallitaan.

e Tamajohtuu seuraavista seikoista:

(1) Jokaista tapahtumaa vastaajokin reaalilukujen
joukon R osgjoukko, joka voidaan muodostaa muotoa
(- ¥, X] olevistareaaliakselin véd eista tavanomai sten
joukko-opin operaatioiden avulla.

(1) Jokaisen tapahtuman todennékoi syys saadaan
tyyppia (- ¥, X] olevien reaaliakselin vélien toden-

laskusaantdjen avulla.

TKK (c) likka Mellin (2006) 6



Kertymafunktio: M&aritelma
Kertymafunktion ominaisuudet 1/2

» Funktio F:R® [0,1] on kertymé&funktio, josjavain jos
se toteuttaa seuraavat ehdot:

(1) lmg.y F(X)=0
(2) lim,g . F(x) =1
(3) F onaei-vaheneva

F(x) £ F(X,),]0sX% £ X,
(4) F onjatkuva oikealta:
Iimh®0+ F(x+h)=F(x)

TKK (c) likka Mellin (2006)



Kertymafunktio: M&aritelma
Kertymafunktion ominaisuudet 2/2

« Josfunktio F : R ® [0,1] on kertymafunktio, niin:

(5 Pr(x>x)=1- F(Xx)
(6) Pr(a<x£b)=F(b)- F(a)

TKK (c) likka Mellin (2006)



Kertymafunktio: M&aritelma
Kertymafunktion ominaisuuksien perustelu

o Kaytamme kertyméfunktioiden ominaisuuksien perustel ussa mm.
seuraavia todennakdi syyslaskennan lauseita (ks. tarkemmin lukua
Todenn&koisyyden aksioomat):

L ause 1: Olkoon (S, F, Pr) todennakoisyyskentta ja A, A, A, KI F.
i) JosAl Al Al L ,niin
Pr(U:A): lim Pr(A,)

(i) JosA E A E A EL,niin
Pr( I :A): lim Pr(A,)

n® +¥
L ause 2: Olkoon (S, F, Pr) todennékoisyyskenttaja A, A, A, K1 F.
JosA E A E A EL® A&, niin
lim Pr(A,)=0

n® +¥
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Kertymafunktio: M&aritelma
Kertymafunktion ominaisuus (1):

Perustelu

Olkoon F (X) = Pr(x £ X) satunnaismuuttujan x kertymafunktio.
Taloin
(1) limg y F(X)=0
Todistus:
Olkoon
Xy > Xy > Xg > o
aleneva lukujono jalisaksi
Iimn® w X =¥
Taloin
(XEXJE{XEX}E{XEX}EL® £
L auseen 2 mukaan
lim F(x,)=lim Pr(x£x,)=0

n® +¥ n® +¥

TKK
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Kertymafunktio: M&aritelma
Kertymafunktion ominaisuus (2):

Perustelu 1/2

e Olkoon F(x) = Pr(x £ x) satunnai smuuttujan x kertymafunktio.
e Taldin
(2) lim,g.y F()=1
 Todistus:
Olkoon
Xy < Xp < Xg < oo
kasvava lukujono ja lisaksi
Mg .y X, = +¥
Taloin
(XEx}T {XEx}] {XEx}] L®
ja
(X>x}E{x>Xx}E{x>x}EL® £

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kertymafunktio: M&aritelma
Kertymafunktion ominaisuus (2):

Perustelu 2/2

L auseen 2 mukaan
lim Pr(x>x,)=0

] n® +¥
joten

lim F(x,) = lim Pr(x £Xx,)

n® +¥ n® +¥

=1- lim Pr(x>x,)

n® +¥

=1

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kertymafunktio: M&aritelma
Kertymafunktion ominaisuus (3):

Perustelu

Olkoon F (X) = Pr(x £ X) satunnaismuuttujan x kertymafunktio.
Taloin
(3) F(x)EF(X), josx £X,
Todistus:
Olkoon
X; £ X,
Taloin
{XEX}T {XEx}
joten
F(x)=Pr(x£Xx)EPr(x£Xx,)=F(X,)

TKK
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Kertymafunktio: M&aritelma
Kertymafunktion ominaisuus (4):

Perustelu

e Olkoon F(x) = Pr(x £ x) satunnai smuuttujan x kertymafunktio.
o Taldin
(4)  1imyg o, F(x+h) =F(x)
e Todistus:
Olkoon
h,>h,>h;> -
aleneva lukujono jalisaks
liMe N, =0
Taloin
(XEX+h}E{XEX+h}E{XEX+h}EL® {x£Xx
Lauseen 1 kohdan (ii) mukaan
lim F(x+h,)= lim Pr(x £ x+h,) =Pr(x £ x) = F(X)

n® +¥ n® +¥

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kertymafunktio: M&aritelma
Kertymafunktion ominaisuus (5):

Perustelu

e Olkoon F(x) = Pr(x £ x) satunnai smuuttujan x kertymafunktio.
o Taldin
(5 Pr(x>x)=1- F(X)
e Todistus:
Kompl ementtitapahtuman todennakdisyyden kaavan nojalla
Pr(x >x)=1- Pr(x £ X)
=1- F(X)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kertymafunktio: M&aritelma
Kertymafunktion ominaisuus (6):

Perustelu

e Olkoon F(x) = Pr(x £ x) satunnaismuuttujan x kertymafunktio.
o Taldin
(6) Pr(a<x£b)=F(b)- F(a)
e Todistus:
Koska
{(XEb} ={xE£a}E{a<x£Db}
ja
{xEa} C{a<xEb} =/A
niin toisensa poissulkevien tapahtumien yhteenlaskusdannon nojalla
F(b) =Pr(x £ b}
=Pr(x£a)+Pr(a<x£Db)
=F(a)+Pr(a<x£Db)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kertymafunktio: M&aritelma

Kertymafunktion tulkinta

Kertymafunktion méaritelman
F(X) =Pr(x £ X)

ja kertymé&funktion ominai suuden

(3) F(x)£F(x) josx £X

perusteel |a kertyméafunktiolle voidaan antaa seuraava
tulkinta:

Kertymafunktio F kuvaa miten satunnai smuuttujan x
todenndkoi syysmassaa kumuloituu eli kertyy lisaa, kun
kertyméafunktion argumentti x kasvaa.

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Kertymafunktio: M&aritelma
Tilastolliset taulukot ja kertymafunktio

Tavanomaisten tilastollisessa paattel yssa kaytettyjen
jakaumien tilastolliset taulukot liittyvat jakaumien
kertymafunktion arvoihin.

Nor maalijakauman taulukoissa on tavallisesti taulukoitu
todenndkoisyyks a (kertymafunktion arvoja)

Pr(x £ X) = F(X)
useille argumentin x arvoille (ks. lukua Jatkuvia jakaumia).

c?-, F- jat-jakaumien taulukoissa on tavallisesti taulukoitu
argumentin x arvoja muutamille todenndkoisyyksille

Pr(x3 X) =1- F(X)

(kS. lukua Normaalijakaumastajohdettujajakaumia).

TKK
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Kertymafunktio
Diskrettien ja jatkuvien jakaumien kertymafunktiot

o Tarkastelemme seuraavassa kertyméfunktioita kahdessa
erikoistapauksessa:

(1) Diskreettien jakaumien kertymafunktiot
(i1) Jatkuvien jakaumien kertymafunktiot

TKK (c) llkka Mellin (2006) 19



Kertymafunktio

Kertymafunktio: M&aritelma
>> Diskreettien jakaumien kertymafunktiot
Jatkuvien jakaumien kertyméafunktiot

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Diskreettien jakaumien kertymafunktiot
Diskreetin jakauman kertyméafunktion maaritelma

e Olkoon xdiskreetti satunnaismuuttujaja{x,, X,, Xg, ... }
sen tulosvai htoehtojen eli arvojen joukko.

» Olkoon satunnaismuuttujan x pistetodennakaisyysfunktio
F(x)=Prix=x)=p,1=123K

»  Mé&dritell&an funktio F : R ® [0,1] kaavalla
F(X)=Prix£x)= g f(x)

i|x £X
o Tdloin F on diskreetin satunnaismuuttujan x kertyma-
funktio.

 Diskreetin satunnaismuuttujan kertymafunktio F on
epdjatkuva el-vaheneva funktio.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 21



Diskreettien jakaumien kertymafunktiot

Diskreetin jakauman kertyméafunktion maaritelma:
Kommentteja

« Diskreetin jakauman kertymafunktion F maaritelman
FO)=Prix£x)= q f(x)

i £x
mukaan kertyméafunktion F arvo pisteessax €li toden-

kaikki pistetodennakdisyydet
f0) = Pr(x=x) =p,
joita vastaavat satunnaismuuttujan x arvot x. £ x.

« Kaikkien satunnaismuuttujaan x liittyvien tapahtumien

todennakoi syydet voidaan maaréata sen kertymafunktion
avulla

TKK (c) llkka Mellin (2006) 22



Diskreettien jakaumien kertyméafunktiot
Diskreetin jakauman kertymafunktion ja

pistetodenndkoisyysfunktion yhteys

e Olkoon xdiskreetti satunnaismuuttuja ja{X;, X,, X3, -.. }
sen tulosvai htoehtojen eli arvojen joukko.

» Olkoon satunnaismuuttujan x pistetodennakaisyysfunktio
F(x)=Prix=x)=p,1=123K

e Olkoon satunnaismuuttujan x kertymafunktio
F(X)=Prx£X)= 8 p

e Tdldin .
FO)=Prix=x)=p =F(X)- F(X.,)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 23



Diskreettien jakaumien kertymafunktiot
Esimerkki:

Onnenpyora 1/7

e Luvun

Satunnaismuuttujat ja
todennakoisyysjakaumat

kappal een

Diskreetit satunnaismuuttujat ja
niiden todennakoisyysjakaumat

johdattel evassa esimerkissa
kasitellaan viereen kuvatun
onnenpyoran kayttaytymista
satunnaisiimiona.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Diskreettien jakaumien kertymafunktiot

Esimerkki:
Onnenpyaora 2/7

e OnnenpyoGran pinta on jaettu

viiteen sektoriin

A, B,CD,E

» Sektoreiden pinta-alojen osuudet
onnenpyoran kokonai spinta-al asta

on esitetty ala

Sektori %
A 30
B 25
C 20
D 15
E 10

Summa 100

TKK
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Diskreettien jakaumien kertymafunktiot

Esimerkki:
Onnenpyo6ra 3/7

o Esimerkissa maariteltiin
diskreetti satunnaismuuttuja x,
joka liitt&a tul osvaihtoehtoi hin
AB,CD,E
reaaliluvut seuraavallatavalla:

A

B
C
D
E

®

@ @ @ @
a b~ W0 DN

1

TKK
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Diskreettien jakaumien kertymafunktiot
Esimerkki:

Onnenpyora 4/7

» Diskreetin satunnaismuuttujan
X pistetodennakaisyysfunktio f
voidaan yleisesti maaritella
kaavalla
f(x)=Prx=x)=p,i=123K
jossa
{Xy, X5, X3, ... }
on satunnai smuuttujan x
saamien arvojen joukko.

0.4

0.3 1

02 |

01 |

Pistetotodennakodisyysfunktio

(1, py)
1 @p)
1 G P3)
1 4.py)
| (5, ps)
1 2 3 4 5
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Diskreettien jakaumien kertymafunktiot
Esimerkki:

Onnenpy06ra 5/7

o Esimerkin tapauksessa
satunnal smuuttujan x piste-
todenndkdisyysfunktio f voidaan
maaritell& seuraavasti:

f(1) = Pr(x = 1) = 0.30 = Pr(A)
f(2) = Pr(x = 2) = 0.25 = Pr(B)
f(3) = Pr(x = 3)= 0.20 = Pr(C)
f(4) = Pr(x = 4)= 0.15 = Pr(D)
f(5) = Pr(x = 5)= 0.10 = Pr(E)

0.4

0.3 1

02 |

01 |

Pistetotodennakodisyysfunktio

(1, py)
1 @p)
1 G P3)
1 4.py)
| (5, ps)
1 2 3 4 5
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Diskreettien jakaumien kertymafunktiot
Esimerkki:

Onnenpyaora 6/7

e Satunnaismuuttujan x
kertymafunktio on 12
F(X) = Pr(x£ X) 1

» Diskreetin satunnai smuuttujan 0.8 |
pistetodennakdisyys- ja kertyma- 06 |

funktioiden valilla on seuraava
yhteys:.

Prix=x)=p =F(x)- F(x_,) 0.2 -

0

Kertyméafunktio

0.4 1

o—;p5

}p,

G—

Ips

Ipz

(" S

-

0

1 2 3 4 5
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Diskreettien jakaumien kertymafunktiot

EsimerkkKi:

Onnenpyo6ra 7/7

Esimerkin tapauksessa
satunnaismuuttujan x kertyma-
funktio F voidaan méaaritella alla
olevan taulukon avulla

Kuva oikealla esittéa essmerkin
kertyméfunktion kuvaaj aa.

F(X) = Pr(x £ X)

x<1l |0
1£x<2|p.=0.3
2 £ x<3|p1+p,=0.55

1.2

0.8 -

0.6 -

0.4 1

0.2

Kertyméafunktio

o—;p5

P4

G—

!
Ips

Ge—

‘d—b
©
N

P1

1 «—»

3EXx<4

P1+ P2+ pP3=0.75

4f£x<5

PLt P2t pPs+ps =09

5£X

PrtpPatpPstpsatps=1
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Diskreettien jakaumien kertyméafunktiot
Diskreetin jakauman kertyméafunktio on

porrasfunktio

Diskreetin satunnai smuuttujan kertymafunktio F on
epdjatkuva ei-vaheneva funktio, jolla on epgjatkuvuus-
kohta eli hyppays jokal sessa pisteessa x; , johon liittyy
positiivinen todenndkoisyys

Pr(x=Xx) =p
Hyppayksen suuruus pisteessa x; on p; .
Kertymafunktio saa vakioarvon perakkaisten pisteiden
X, Jax valissa.
Diskreetin satunnaismuuttujan kertymafunktio on siten
porrasfunktio, jossa todennakoisyydet p; maaraavét

askelmien korkeudet ja erotukset x - x_, madraavét
askelmien syvyydet.

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Diskreettien jakaumien kertymafunktiot

Valien todennéakoisyydet 1/2

» Diskreetin jakauman tapauksessavéin (a,b] I R
todennakadisyys on
Prla<x£b) =F(b)- F(a)

= a Pr(x=x)
i[xT (a,p]

=a p
1(a

i[%1 (a,b]

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Diskreettien jakaumien kertymafunktiot

Valien todennéakoisyydet 2/2

Kaavan

o

Prlla<xE£b)=F(b)- F(a)= a p
ixT (a,b]
mukaan valin (a,b] I Ritodenndkdisyys voidaan maarata
kahdellatavalla

(1) Josjakauman pistetodennakai syysfunktio tunnetaan,
saadaan vdlin (a, b] todennakdisyys laskemalla yhteen
pistetodennakdisyydet p, , joitavastaavat x. | (a, b].

(i1) Jos jakauman kertyméafunktio F tunnetaan,

saadaan vdlin (a, b] todennakoisyys laskemalla
kertymafunktion F arvojen F(b) jaF(a) erotus.

TKK
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Kertymafunktio

Kertymafunktio: M&aritelma
Diskreettien jakaumien kertymafunktiot
>> Jatkuvien jakaumien kertymafunktiot

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Jatkuvien jakaumien kertyméafunktiot
Jatkuvan jakauman kertymafunktion maaritelma

e Olkoon xjatkuva satunnaismuuttuja.
e Olkoon satunnaismuuttujan x tiheysfunktio f(x).
» Médritell&n funktio F : R ® [0,1] kaavalla

X

F(X) =Pr(x £ x) = of (t)dt

* [ onjatkuvan satunnaismuuttujan x kertymafunktio.

o Jatkuvan satunnaismuuttujan kertymafunktio F on jatkuva
ei-vaheneva funktio.
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Jatkuvien jakaumien kertyméafunktiot
Jatkuvan jakauman kertyméafunktion méaaritelma:

Kommentteja

« Jatkuvan jakauman kertymafunktion F maaritelman
F(X)=Pr(x £ x) = Of (t)dt

mukaan kertymafunktlon F arvo p| steessax eli toden—

tiheysfunktio f vailla (- ¥, x].

« Kaikkien satunnaismuuttujaan x liittyvien tapahtumien
todennakaoi syydet voidaan maaréta sen kertymafunktion
avulla

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Jatkuvien jakaumien kertyméafunktiot
Jatkuvan jakauman kertymafunktion ja

tiheysfunktion yhteys

Olkoon x jatkuva satunnai smuuttuja.

Olkoon satunnai smuuttujan x kertyméafunktio

F(X)=Pr(x £ x) = Z‘)f (t)dt

Tdloin

F()=F&) = F(

Olkoon satunnai smuuttujan x tiheysfunktio f(x).

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Jatkuvien jakaumien kertyméafunktiot

Valien todennéakoisyydet 1/2

« Jatkuvan jakauman tapauksessavéain (a,b] | R
todennakadisyys on

Prl@aEx£b)=F(b)- F(a)

b
= Of (x)dx

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Jatkuvien jakaumien kertyméafunktiot

Valien todennéakoisyydet 2/2

Kaavan
b

Pr(a £ x £b) = F(b) - F(a) = &f (x)dx

mukaan valin (a,b] | R todennékt')?syys voidaan maarata
kahdellatavalla:

(1) Josjakauman tiheysfunktio f tunnetaan, saadaan
valin [a, b] todenndkdisyys integroimalla tiheys-
funktio vdlilla[a, b] .

(i1) Jos jakauman kertyméafunktio F tunnetaan, saadaan
valin [a, b] todenndksisyys laskemalla kertyma-
funktion arvojen F(b) jaF(a) erotus.

TKK
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Jatkuvien jakaumien kertyméafunktiot
Jatkuvan jakauman tiheysfunktio ja

valien todennakaoisyydet: Havainnollistus

e Olkoon f(x) jatkuvan Tiheysfunktio f(x)

satunnaismuuttujan x
tiheysfunktio.

o Tdloin:
Pr(a£ x £Db)

b

= of (x)dx

= Alueen A pinta-da

 Kuvaoikeallaesittda nor maali- a b

jakauman tiheysfunktiota (ks.
lukua Jatkuvia jakaumia).
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Jatkuvien jakaumien kertyméafunktiot
Jatkuvan jakauman kertymafunktio ja

valien todennakaoisyydet: Havainnollistus

» Olkoon F(x) jatkuvan

_ _ Kertyméafunktio F(x)
satunnai SmUUttUj an x 1.2

kertymafunktio jaf(x) sen

1
tiheysfunktio. . /—
o Talabin: F(b) >

Pr(a£ x £b) i

=F(b)- F(a)
b 0.2

= Of (x)dx Fa) T2 .
a a

o Kuvaoikeallaesittda nor maali-
jakauman kertyméafunktiota (ks.
lukua Jatkuvia jakaumia).

TKK (c) likka Mellin (2006)



