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Jatkuvia jakaumia

>> Jatkuva tasainen jakauma
Eksponenttijakauma
Normaalijakauma
Keskeinen raja-arvolause

Log-normaali-, Cauchy-, Gamma-, Beta- ja Weibull-jakaumat

TKK (c) likka Mellin (2006)



Jatkuva tasainen jakauma
Jatkuva tasainen jakauma ja sen

tiheysfunktio 1/3

e Olkoon satunnaismuuttujan X arvoalueenareaaliakselin
aarellinen vali [a, b].
e Olkoot [c,, d,] ja[c,, d,] vdlin[a, b] kaks milivaltaista,
samanpituista osavalia
[c,,di] 1 [a b
[c,,d)] 1 [a,b]
d;—C¢; =0,—C,
» Oletetaan, ettavdehin[c, , d;] ja[c,, d)] liittyvét
todennakoisyydet ovat yhta suuria:
Pr(XT [¢,d,]) =Pr(XT [c,,d,])

TKK (c) likka Mellin (2006)



Jatkuva tasainen jakauma
Jatkuva tasainen jakauma ja sen
tiheysfunktio 2/3

o Satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on
i0,x<a

f(x):!'b1 ,aEXED

|
10, Xx>a

» Funktio f(x) kelpaatiheysfunktioksi, koska
b
of (x)dx =1

TKK (c) likka Mellin (2006)



Jatkuva tasainen jakauma
Jatkuva tasainen jakauma ja sen

tiheysfunktio 3/3

e Sanomme, etta satunnaismuuttuja X noudattaa jatkuvaa
tasaista jakaumaa parametreinaan ajab.

 Mekinta
X ~Uniform(a, b)

TKK (c) likka Mellin (2006)



Jatkuva tasainen jakauma
Jatkuva tasainen jakauma ja sen

kertymafunktio

e Olkoon X ~Uniform(a, b).
o Satunnaismuuttujan X kertymafunktio on
i0,xEa
F(x)=Pr(X £x) =] X" @

|
f1,x3D

aEXED

TKK (c) likka Mellin (2006)



Jatkuva tasainen jakauma
Jatkuva tasainen jakauma ja sen

kertymafunktio: Johto

Olkoon X ~ Uniform(a, b).

Satunnaismuuttujan X tiheysfunktion lauseke, kun x1 [a, b] :

1

f(x) = —

(X) -

Siten satunnaismuuttujan X kertymafunktion lausekkeeks saadaan,
kunx1 [a, b] :

F(X)=Pr(X £x) = of (t)dt = (‘)D_l—adt

1

M-~

>

U
at,

*%"

[
Q

@y
Q

TKK

(c) likka Mellin (2006)



Jatkuva tasainen jakauma

Odotusarvo, varianssi ja standardipoikkeama

e Olkoon X ~Uniform(a, b).
e Odotusarvo:

a+b
E(X)=—"—
(X) 2

 Varianss jastandardipoikkeama:

Var(X) = D3(X) = (b'lza)
b-

zﬁ%

D(X) =

TKK (c) likka Mellin (2006)



Jatkuva tasainen jakauma
Odotusarvon johto

 Olkoon
X~ Uniform(a, b)
o« Talobin

E(X) = oy ()= c‘y(_idx

_ 1 él 2U
“h- af2” o,
_b*-a’

~ 2(b- a)
_a+tb

2

TKK (c) likka Mellin (2006)



Jatkuva tasainen jakauma
Tiheysfunktion kuvaaja

o Kuvaoikeallaesittdajatkuvan Uniform(a, b)

tasaisen jakauman
Uniform(a, b)
tiheysfunktiota

f(X)=—— aExEb
b- a

o Jakauman odotusarvo: 1

a+b b-a

E(X) ="

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Jatkuva tasainen jakauma
Tiheysfunktion ja sen kuvaajan ominaisuudet

« Jatkuvan tasaisen jakauman tiheysfunktio
1
b- a
saa positiivisen vakioarvon 1/(b - a) vdlilla[a, b] ja
saaarvon O valin [a, b] ulkopuolélla.

f(X)= ,aEXED

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Jatkuva tasainen jakauma

Kertymafunktion kuvaaja

o Kuvaoikeallaesittdajatkuvan
tasaisen jakauman
Uniform(a, b)
kertymafunktiota
i0,x£a

F(X )—!— atx£Eb
Ib a
f1,x3 D

Uniform(a, b)

TKK (c) likka Mellin (2006)




Jatkuva tasainen jakauma
Todennakdisyyksien maaraaminen

jatkuvasta tasaisesta jakaumasta 1/2

e Olkoon X ~Uniform(a, b).
e Olkoon
[c,d] | [a, b]
jokin valin[a, b] osavali.
o Valin [c, d] todennakdisyys saadaan integroimalla jatkuvan
tasaisen jakauman Uniform(a, b) tiheysfunktio

f(Xx)= 1 ,aEXED
b- a
valilla[c, d]:
‘ d-c

Pr(c£ X £d) = §f ()ax = —
c - a

TKK (c) llkka Mellin (2006) 13



Jatkuva tasainen jakauma
Todennakdisyyksien maaraaminen

jatkuvasta tasaisesta jakaumasta 2/2

« Kaikkien muiden jatkuvaan tasalseen jakaumaan
Uniform(a, b) liittyvien tapahtumien todennakoisyydet
saadaan vdlin [a, b] osavdlien todenndkoisyyksista
todennakai syysl askennan laskusaantdjen avulla.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 14



Jatkuvia jakaumia

Jatkuva tasainen jakauma
>> Eksponenttijakauma

Normaalijakauma

Keskeinen raja-arvolause

Log-normaali-, Cauchy-, Gamma-, Beta- ja Weibull-jakaumat

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Eksponenttijakauma
Eksponenttijakauma ja sen

tiheysfunktio

Olkoon satunnaismuuttujan X tiheysfunktio
f(x)=/e'*,/ >0,x30
* Funktio f(x) kelpaatiheysfunktioksi, koska

+¥

of (x)dx=1
0

e Sanomme, ettd satunnai smuuttuja X noudattaa
eksponenttijakaumaa parametrinaan / .

e Mekinta
X ~Exp(/)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Eksponenttijakauma
Eksponenttijakauma ja sen

kertymafunktio

Olkoon X ~ Exp(/).
Satunnaismuuttujan X kertymafunktio on
F(X)=Pr(X£x)=1-e¢'*,/ >0,x30

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Eksponenttijakauma
Eksponenttijakauma ja sen

kertymafunktio: Johto

o Olkoon X ~ Exp(/).
o Satunnaismuuttujan X tiheysfunktio:
f(x)=/e'*,/ >0,x30

e Siten satunnaismuuttujan X kertymafunktioksi saadaan, kunx3 O:

F(X)=Pr(X£x)= f (t)dt = ¢y e ""ct
-¥ 0

— A alty
_g.e tHo

=1-e’*

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Eksponenttijakauma
Odotusarvo, varianssi ja standardipoikkeama

e Olkoon X ~Exp(/).
e Odotusarvo:

/
 Varianss jastandardipoikkeama:
Var(X) = D(X) :/i
D(X) =,

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Eksponenttijakauma
Odotusarvon johto

Olkoon
X ~Exp(/)
Talloin osittaisintegroinnilla saadaan:

E(X) = @”‘ xf (x)dx = @;‘ x/ & '*dx

_8_)(e/xHO +Q e/xdx
e 1 /xu¥

IR

\lH (D'D>

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Eksponenttijakauma

Tiheysfunktion kuvaaja

o Kuvaoikeallaesittéa
eksponenttijakauman

Exp(/)
tiheysfunktiota

f(x)=/e'*
vdilla[o, 6], kun
i) [ =12
i) /=14

e Jakauman odotusarvo:

E(X)=1//

0.6

Exp(/)

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Eksponenttijakauma
Tiheysfunktion ja sen kuvaajan ominaisuudet

» Eksponenttijakauman tiheysfunktio
f(x)=/e'*,/ >0,x30
on positiivinen kaikille ei-negatiivisilie argumentin
arvoille:
f(x)>0,x>0
» Tiheysfunktiolla on maksimi pisteessa
Xx=0

» Tiheysfunktio on monotonisesti laskeva kaikille / > 0.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Eksponenttijakauma
Kertymafunktion kuvaaja

o Kuvaoikeallaesittéa
eksponenttijakauman

Exp(/)
kertymafunktiota
F(x)=1- €'~
vailla[o, 6], kun
[ =1/2

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

Exp(/)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Eksponenttijakauma
Poisson-prosessi

Tarkastellaan jonkin tapahtuman A sattumista jatkuvalla
aikavalillg, jonka pituus on t aitkayks kkoa.
Maaritell&an diskreetti satunnaismuuttuja

Z = Niiden tapahtumien lukuméaarg, jotka sattuvat

aikavdillafo, t]

Sopivin oletuksin satunnal smuuttuja Z noudattaa
Poisson-jakaumaa parametrinaan mt:

Z ~ Poisson(rt)
Parametri it kuvaa tapahtumaintensiteettia el

tapahtumien keskimaaraista lukumaaraa aikavalillg, jonka
pituus on t aikayksikkoa.

TKK

(c) likka Mellin (2006) 24



Eksponenttijakauma
Poisson-prosessi ja

eksponenttijakauma

e Olkoon
Z ~ Poisson(rt)
o Madritelldan jatkuva satunnaismuuttuja
X = Ensimmaisen tapahtuman sattumisaika
= Tapahtumien valiaika
e Satunnaismuuttuja X noudattaa ek sponenttijakaumaa
parametrinaan:

X ~ Exp(n)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Eksponenttijakauma
Eksponenttijakauman tiheysfunktion johto 1/2

Olkoon
X~ Exp(/)
Johdetaan ensin satunnaismuuttujan X kertymafunktio F.

K ertymaf unktion maaritelman ja komplementtitodenndkoisyyden
kaavan mukaan

*) F(X)=Pr(X£E£Xx)=1- Pr(X >Xx)

Ensi mmaéi nen tapahtuma sattuu g anhetken x jalkeen, josjavain jos

aikavalilla[o, x] e ole sattunut yhtaan tapahtumaa.

Siten
Pr(X >x)=Pr(Z =0)

jossa Z ~ Poisson(/ X).

Poi sson-jakauman pistetodennakdi syysfunktion kaavasta saadaan:
Pr(X > x) =Pr(Z =0) =exp(- / X)

TKK

(c) likka Mellin (2006) 26



Eksponenttijakauma
Eksponenttijakauman tiheysfunktion johto 2/2

e Sijoittamallatama satunnai smuuttujan X lausekkeeseen (*) kalvolla
1/2 saadaan

F, (X) =Pr(X £x)=1- Pr(X >x) =1- exp(- / X)
josta satunnaismuuttujan X tiheysfunktioks saadaan derivoimalla
d
f.(X)=—F, (X)=/ exp(- | x
x (X) y x (X) p(- / x)
e Siten
X~ Exp(/)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 27



Eksponenttijakauma
Eksponenttijakauman unohtamisominaisuus

e Olkoon X ~Exp(/).
o Taldin
Pr(X 3 a+b/ X3 b)=Pr(X?3 a)
« Siten eksponenttijakaumalla on seuraava unohtamis-
ominaisuus:

Se, etta tapahtuman sattumista on jouduttu odottamaan
gan b, e vaikuta todenndkoisyyteen joutua odottamaan
gan aliséa

 PoIsson-prosessin unohtamisominaisuutta on esimerkKki
stokastisen prosessin Mar kov-ominaisuudesta.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 28



Eksponenttijakauma
Todennakdisyyksien maaraaminen

eksponenttijakaumasta 1/2

e Olkoon X ~Exp(/).
e Olkoon
[c,d] I [0, +¥)
jokinvalin [0, +¥) osavali.
e Valin|[c, d] todennakdisyys saadaan integroimalla
eksponenttijakauman Exp(/ ) tiheysfunktio
f(x)=/e'*,/ >0,x30
vdilla[c, d]: d

PricE£ X £d) = )f (x)dx=¢e'- e'*

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Eksponenttijakauma
Todennakdisyyksien maaraaminen

eksponenttijakaumasta 2/2

« Kaikkien muiden eksponenttijakaumaan Exp(/)
liittyvien tapahtumien todenndkdisyydet saadaan valin
[a, b] osavdlien todenndkoisyyksi st todennakai syys-
laskennan |askusaantojen avulla.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Jatkuvia jakaumia

Jatkuva tasainen jakauma
Eksponenttijakauma

>> Normaalijakauma
Keskeinen raja-arvolause

Log-normaali-, Cauchy-, Gamma-, Beta- ja Weibull-jakaumat

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauma
Normaalijakauma ja sen

tineysfunktio 1/2

e Olkoon satunnaismuuttujan X tiheysfunktio

‘| - md

sV2p g
-¥ <X<+¥
» Funktio f(x) kelpaatiheysfunktioksi, koska

+¥

of (x)dx=1

e Sanomme, ettd satunnai smuuttuja X noudattaa
nor maalijakaumaa parametreinaan mja s “.

e Merkint&:
X~N(ms ?)

eXpi-ég < Bg,-¥<m<+¥,5 >0

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauma
Normaalijakauma ja sen

tineysfunktio 2/2

« Normaalijakaumaa kutsutaan kehittg ansa mukaan
usein Gaussin jakaumaksi ja sen tiheysfunktion kuvaajaa
Gaussin kayraks tal kellokayraks (engl. bell curve).

TKK (c) likka Mellin (2006)

33



Normaalijakauma
Normaalijakauma ja sen

kertymafunktio

Olkoon X ~N(m s ?).

Satunnaismuuttujan X kertymafunktio on
X lag- my

_ N 285 g
F(X)=Pr(X £ X) _95 2 e dt
Koska normaalijakauman tiheysfunktion integraali-
funktiota el osata esittaa suljetussa muodossa alkels-
funktioiden avulla, niin nor maalijakauman kertyma-

funktiolle @ voida antaa eksplisiittista lauseketta.

Siten normaalijakauman kertyméafunktion arvojen
maaraamiseen on kaytettava numeerista integrointia.

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauma

Odotusarvo, varianssi ja standardipoikkeama

e Olkoon X ~N(m s 2).

e Odotusarvo:
E(X)=m

 Varianss jastandardipoikkeama:
Var(X)=D?*(X)=s"
D(X)=s

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauma

Odotusarvon johto 1/2

e Olkoon
X~N(ms ?)
e Taloin

lax- mo

E(X) = Qﬁ(x)dx Q xezgsﬂdx

o Sjoituksella
X- M
=
S
Saadaan
+¥ E 2
E(X):Q%p( z)e2 dz
¥ % 57

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauma

Odotusarvon johto 2/2

Nyt
E _ ¥ '%ZZ N '%ZZ —
(X)_QTan dz+Qsze dz=nm
Perustel u:
¥ '%Zz — T '%Zz — —
Q, 75 ™ dz—nQTpe dz=md=nm

koska integroitava on standardoidun normaalijakauman N(O,1)
tiheysfunktio ja
1

¥ S _EZZ
Q; sze dZ—O

koska integroitava on muuttujan z pariton funktio.

TKK

(c) likka Mellin (2006) 37



Normaalijakauma
Tiheysfunktion kuvaaja

 Kuvaoikeallaesittaa
normaalijakauman

N(m s ?)

tiheysfunktiota
f(0) =55 exp{— S (x- njz}

valilla[- 6, +6], kun

i) m=-2 s2=4

i) m=0 s°=1

(i) m=+3 s2=0.09

» Jakauman odotusarvo:

E(X)=m

14

1.2 -

0.8 -

0.6 -

0.4

0.2

N(m s 2)

N(3, 0.09) ﬂ

N(0,1)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauma

Tiheysfunktion ja sen kuvaajan ominaisuuksia 1/3

Normaalijakauman tiheysfunktio
f(x) —ﬁexp{- 1, (x- n)z}
on kaikkialla positiivinen:
f(x) > O kaikille x
« Tiheysfunktio on yks huippuinen.
* Tiheysfunktio saa maksimiarvonsa pisteessa im
e Tiheysfunktio on symmetrinen suoran x = msuhteen:
f(m- X) = f(m+ X) kaikille x

TKK (c) llkka Mellin (2006) 39



Normaalijakauma

Tiheysfunktion ja sen kuvaajan ominaisuuksia 2/3

» Tiheysfunktiolla on kdannepisteet pisteissa
m- sjamts
jatiheysfunktio on kupera ylospain valin [m s, m+ S]
sisapuolellajakupera alaspainvain[m s, m+ sj
ulkopuolélla.

« Kalkki normaalijakaumat ovat samanmuotoisia, jos ne
piirretdan standardoiduissa yksikoissa

_X-m
S

Z

TKK (c) llkka Mellin (2006) 40



Normaalijakauma

Tiheysfunktion ja sen kuvaajan ominaisuuksia 3/3

o Kuvaoikeallaesttéa ,
.. N(m s ?)
normaalijakauman T

N(m s ?) v
tiheysfunktiota

_ 2 Kéannepiste Ké&annepiste
f(x)—slzpexp{—zlz(x- m } N AN

o Tiheysfunktiollaon
maksimi pisteessa

X=m — |~

o Tiheysfunktiollaon B Y

kdannepisteet pisteissa
X=m- s
X=nmt S

TKK (c) llkka Mellin (2006) 41



Normaalijakauma

68-95-99.7-saanto

« Kaikille normaalijakaumille pétee (likimé&arin):
(1) 68% jakauman todennakdisyysmassasta on vdlilla
[m- s, m+ S]
(i1) 95% jakauman todenndkdisyysmassasta on valilla
[m- 2s, m+ 2S]
(111) 99.7% jakauman todenndkoisyysmassasta on valilla
[m- 3s, mH 35]

TKK (c) llkka Mellin (2006) 42



Normaalijakauma
68-95-99.7-saanto:
Havainnollistus

N(m s 2)
m- 3s m-'23 nm- s m m+s m+'25
€— 068% —>
<€ 95 % >
<€ 99.7 %

TKK (c) likka Mellin (2006)



Normaalijakauma
Standardoitu normaalijakauma

Olkoon
X ~N(0,1)
jolloin siis
E(X)=0
D*(X) =1
Tall6in sanomme, etta satunnai smuuttuja X noudattaa
standar doitua normaalijakaumaa.

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauma
Standardoitu normaalijakauma:

Tiheysfunktion kuvaaja

« Kuvaoikedlaesttéa
standardoidun normaali- 05
jakauman

N(O,1)
tiheysfunktiota
f(X) = %pexp{ - %xz}

N(0,1)-jakauman tiheysfunktio

TKK (c) llkka Mellin (2006) 45



No

Standardoitu normaalijakauma:

rmaalijakauma

Kertymafunktion kuvaaja

Kuvaoikealla esittéa
standardoi dun normaali- 1
jakauman 8: |
N(O,1) 0.7 1
kertyméfunktiota. ol
Standardoidun normaali- 0.4 -
jakauman kertyméfunktion F(X) 03
méérittel ee kaava o
F(x) = Pr(X £x):(‘i f (t)dt 0
jossa f(x) on standardoidun

normaalijakauman
tiheysfunktio.

N(0,1)-jakauman kertyméafunktio

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauma
Lineaarimuunnoksen jakauma

Olkoon X ~N(m s ?).
Maaritelladn satunnai smuuttuja
Y=a+bX
jossaa jab ovat (ei-satunnaisia) vakioita.
Taloin Y on normaalinen:
Y ~N(a+bmb’s ?)
Perustelu:

Ks. lukua Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauma

Standardointi

Olkoon X ~N(m s ?), jollain
E(X)=m
D(X)=s
Sandardoidaan satunnaismuuttuja X:
X-m
S

Standardoitu satunnaismuuttuja Z noudattaa standardoitua
normaalijakaumaa N(0,1):

Z ~N(0,1)

/ =

TKK

(c) likka Mellin (2006) 48



Normaalijakauma

Normaalijakauma ja
standardoitu normaalijakauma 1/2

o Kaikki normaalijakaumat N(m s 2) ovat samanmuotoisia
standar doiduissa yksi koissa
X-m
S

« Siten todenndkdisyydet mielivaltaisesta normaali-
jakaumasta N(m s 2) voidaan aina méaaréta standardoidun
normaalijakauman N(0,1) avulla.

/ =

TKK (c) llkka Mellin (2006) 49



Normaalijakauma
Normaalijakauma ja

standardoitu normaalijakauma 2/2

e Olkoon giis
X~N(ms ?)
Z ~N(0,1)

e Taldin
Pr(a£ X £Db)

_ pr & m£X— m£b- mg
& s S S g

—p & M, D- Mo
& s s @

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauma
Normaalijakauma ja

standardoitu normaalijakauma: EsimerkKki

X N(2,1/4) Z=(X-m)ls, N(O1I

08 |k =2 08 1M
07{s2 =1/4 07{s2=1
0.6 1 0.6 -
05 -
0.4 1
0.3 1
0.2 1
0.1 1

A

4 -3 2 -1 0 1 2 4 -4 -3 -2

A
|
i3}

3
A
|
b=3 = =

a=1

e Standardoidun normaalijakauman N(0,1) taul ukoista saadaan:
Alueen A pintarala=Pr(L5£ X £3)=Pr(- 1£Z £2) =0.8185

TKK (c) llkka Mellin (2006) 51



Normaalijakauma

Todennakdisyyksien maaraaminen
standardoidusta normaalijakaumasta 1/2

o Todenndkoisyydet standardoidusta normaalijakaumasta
N(0,1) voidaan maarata jakauman kertyméafunktion avulla.

e OlkoonZ~ N(0O,1).

e Olkoon satunnaismuuttujan Z kertymafunktio
F(2=Pr(ZE£ 2

 Huomautus:

Koska normaalijakauman tiheysfunktion integraalifunktiota

el osata edttda suljetussa muodossa alkei sfunktioiden avulla,
normaal ijakauman kertyméafunktion maaraamiseen on kaytettava
jotakin numeerista menetel maa.

Siks uselmmissa alan oppikirjoissa on valmis taulukko, jossa on
taul ukoituna normaalijakauman kertymafunktion arvojajaniihin
liittyvia todennakdisyyksia

TKK (c) llkka Mellin (2006) 52



Normaalijakauma
Todennakdisyyksien maaraaminen

standardoidusta normaalijakaumasta 2/2

» Kaikkien standardoituun normaalijakaumaan liittyvien
tapahtumien todennakdisyydet saadaan
todenndkoisyyksista

Pr(ZE2)=F (2
todennakai syysl askennan laskusaantojen avulla.
e Esimerkiksi
Pr@aEZ£b)=F(b)- F(a)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauma
Todennakdisyyksien maaraaminen

standardoidusta normaalijakaumasta: Taulukot 1/2

« Standardoidun normaalijakauman taulukot siséltavat
standardoidun normaalijakauman N(0,1) kertymafunktion
F (2) arvoja taulukoituna usealle eri argumentin z arvolle.

e Siten taulukot mahdollistavat seuraavien tehtavien
ratkal semisen:
(1) Maaréatodennakadisyys
Pr(ZE2)=F (2
kun z on annettu.
(i) Maaraa z, kun todennakoisyys
Pr(ZE2)=F (2
on annettu.
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Normaalijakauma

Todennakdisyyksien maaraaminen
standardoidusta normaalijakaumasta: Taulukot 2/2

e Monissa normaalijakauman taulukoissa on taulukoitu
todenndkoisyyksia

Pr(ZE£ z)=F (2
vain, kun z3 0.
o Tallointodenndkoisyydet Pr(Z £ - z) = F (- 2) saadaan
soveltamalla standardoi dun normaalijakauman tiheys-
funktion symmetrisyytta suoran z = O suhteen:

F(-2=Pr(Z£-2
=1- Pr(Z3 -2
=1- Pr(Z£ 2
=1- F(2
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Normaalijakauma
Todennakdisyyksien maaraaminen

standardoidusta normaalijakaumasta: Esimerkki 1/2

o Olkoon
Z~N(0,1) 05
jaolkoon
fA2)
satunnalsmuuttujan Z
tiheysfunktio.

« Standardoidun normaalijakauman
N(0,1) taulukoista saadaan:

Alueen A pinta-ala 4 3 2 1 o

N(0,1)-jakauman tiheysfunktio

=, £, (2)dz
=Pr(Z £1)
=0.8413
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Normaalijakauma
Todennakdisyyksien maaraaminen

standardoidusta normaalijakaumasta: Esimerkki 2/2

* Olkoon
Z ~N(0,1) o.; ]
jaolkoon 0.8 -
F@) e
satunnaismuuttujan Z 05 -
kertymafunktio. 0.4 -
+ Standardoidun normaalijakauman | o, |
N(0,1) taulukoista saadaan: 0.1 -
FQ@
=Pr(Z £1)
=0.8413

N(0,1)-jakauman kertyméafunktio

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauma
Todennakdisyyksien maaraaminen

normaalijakaumasta: Ohjelmat

e Olkoon X ~N(m s 2).

* Monet tietokoneohjelmat mahdollistavat seuraavien
tehtavien ratkaisemisen mielivaltaisille parametrien m s 2
arvoille:

(1) Maaréatodennakadisyys
Pr(X £ X)
kun X on annettu.
(i) Maaraax, kun todennakoisyys
Pr(X £ X)
kun on X annettu.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauma
Kahden normaalijakautuneen satunnaismuuttujan

summan jakauma

e Olkoon
X ~N(m, Sx°)
Y ~N(m, sv)

jaolkoot XjaY lisdks riippumattomia.

o Madritelldan satunnaismuuttuja
W=X+Y

e Taloin summa W= X+ Y on normaalinen:
W ~N(m +m,s; +5y)

e Perustdu:

Ks. lukua Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat.

TKK (c) likka Mellin (2006)



Normaalijakauma
Normaalijakautuneiden satunnaismuuttujien

summan jakauma 1/2

e OlkoonX ,i1=1,2,...,njono riippumattomia
normaalijakautuneita satunnai smuuttujia.

e Siten

X X, K, XA
X, N(m,s?),i=12,K,n
» Olkoon
Yn = é. xi
=1
satunnaismuuttujien X , 1 =1, 2, ... , n summa.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauma
Normaalijakautuneiden satunnaismuuttujien

summan jakauma 2/2

e Taloin summa, on normaalinen:
Y, ~N(m+m+L+m,s’+s,+L+s.)
e Sanoin:
Riippumattomien, normaalijakautuneiden satunnais-
muuttujien summa on normaalinen ja parametrit saadaan

yhteenlaskettavien satunnai smuuttujien vastaavien
parametrien summina.

e Perustelu:

Ks. lukua Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 61



Normaalijakauma
Normaalijakautuneiden satunnaismuuttujien

summan jakauma 1/2

« OlkoonX ,i=1,2,...,njono riippumattomia, samaa
normaalijakaumaa noudattavia satunnaismuuttujia.

e Siten

X X, K, X A
X, N(ms?®,i=12,K,n
» Olkoon
Yn = é. xi
=1
satunnaismuuttujien X , 1 =1, 2, ... , n summa.
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Normaalijakauma
Normaalijakautuneiden satunnaismuuttujien

summan jakauma 2/2

e Taloin summa, on normaalinen:

Yn = é. Xi - N(nmnsz)
=1
e Siten riippumattomien, samaa normaalijakaumaa
noudattavien satunnai smuuttujien summa on normaalinen
ja parametrit saadaan yhteenlaskettavien satunnais-
muuttujien vastaavien parametrien summina.

e Huomautus:

Tulos on erikoistapaus riippumattomien, normaalijakautuneiden
satunnai smuuttujien summaa koskevasta yle sesta jakauma-
tul oksesta.
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Normaalijakauma
Normaalijakautuneiden satunnaismuuttujien

aritmeettisen keskiarvon jakauma 1/2

« OlkoonX ,i=1,2,...,njono riippumattomia, samaa
normaalijakaumaa noudattavia satunnaismuuttujia.

e Siten
X, X5, K, XA

X, N(ms?®,i=12,K,n
e Olkoon

14
X==a X
n%‘l |

satunnaismuuttujien X , 1 =1, 2, ... , n aritmeettinen
keskiarvo.
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Normaalijakauma
Normaalijakautuneiden satunnaismuuttujien

aritmeettisen keskiarvon jakauma 2/2

e Talloin aritmeettinen keskiarvo Xon normaalinen:
_ g?
X~ N(mF)

o Siten riippumattomien, samaa normaalijakaumaa
noudattavien satunnaismuuttujien aritmeettinen keskiarvo
on normaalinen.

e Huomautus:
|Iman normaalisuusol etustakin pétee:
E(X)=m

52

D?(X) =
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Normaalijakauma
Miksi normaalijakauma on "normaali” ?

« Normaalijakauma on seka teoreettisen etta soveltavan
tilastotieteen tarkein jakauma.

« Normaalijakauman keskeinen asema tilastotieteessa
perustuu siihen teoreettiseen ja empiiriseen tosiselkkaan,
etta moniin satunnaisiimiéinin liittyvat satunnaismuuttuj at
noudattavat ainakin approksimatiivisesti normaali-
jakaumaa.

o Miké&ontadman tosiseikan selitys?
o Sdlityksendon keskeinen raja-arvolause; ks. seuraavaa
kappal etta.
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Jatkuvia jakaumia

Jatkuva tasainen jakauma
Eksponenttijakauma
Normaalijakauma

>> Keskeinen raja-arvolause

Log-normaali-, Cauchy-, Gamma-, Beta- ja Weibull-jakaumat

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Keskeinen raja-arvolause

Johdanto 1/2

Olkoon X; ,i =1, 2, ... , njono riippumattomia, Samaa
nor maalijakaumaa N(/m s 2) noudattavia satunnais-
muuttujia.

Talloin satunnai smuuttujien X summa Y,, on normaalinen:

Yn = é. Xi - N(nmnsz)
=1
Kysymys:
Mita voidaan sanoa riippumattomien, samaa jakaumaa
noudattavien satunnai smuuttujien summan jakaumasta,
jos ko. satunnaismuuttujat elvat noudata normaali-
jakaumaa?

TKK

(c) likka Mellin (2006) 68



Keskeinen raja-arvolause

Johdanto 2/2

* Ei-normaalisten satunnaismuuttujien summae yleensa ole
normaalinen.

« Kuitenkin, jos yhteenlaskettavia on " tarpeeksi paljon”,
satunnai smuuttujien summa on (hyvin yleisin ehdoin)
approksimatiivisesti normaalinen.

 Tamaon keskeisen raja-arvolauseen olennainen sisato.

« Koska monia satunnaismuuttujia voidaan pitéa usean
riippumattoman tekijan summana, antaa keskeinen raja-
arvolause selityksen empiiriselle havainnolle niiden
normaalisuudesta.
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Keskeinen raja-arvolause

Keskeisen raja-arvolauseen formulointi 1/3

 Olkoon X ,i=1,2, ... jonoriippumattomia, samoin
jakautuneita satunnaismuuttujia, joiden odotusarvo ja
varianssi ovat

E(X)=m,i=12K
D?(X,)=s?,i=12K
» Olkoon
Yn :é. xi
=1
satunnaismuuttujien X , 1 =1, 2, ... , n summa.
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Keskeinen raja-arvolause

Keskeisen raja-arvolauseen formulointi 2/3

Summan Y,, odotusarvo javarianss ovat
E(Y,))=nm
D?(Y.)=ns*
e Sandardoidaan summay, :
Y - nm
s+/n
e Annetaann® +¥

 Tadlloin satunnaismuuttujan Z,, jakauma |ahestyy
standardoitua normaalijakaumaa N(0,1).

Z =

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Keskeinen raja-arvolause

Keskeisen raja-arvolauseen formulointi 3/3

o Siten keskeinen raja-arvolause sanoo, etta

geé X.-nm -
lim Prc'= £z7-=F(z
N® +¥ g 5\/5 g (2)

jossaF on standardoidun normaalijakauman N(O,1)
kertymafunktio.

e Merkinta

é_xi—nm

'=1S\/ﬁ . N(O,1

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Keskeinen raja-arvolause

Kommentteja 1/3

o Keskeisellergaarvolauseelle esitetdan todistus luvussa

Stokastiikan konvergenssikasitteet ja raja-arvolauseet.

« Keskeisen rga-arvolauseen mukaan usean satunnais-
muuttujan summa on (tietyin ehdoin) approksimatiivisesti
normaalinen (lahes) riippumatta yhteenlaskettavien
jakaumasta.

e Huomautus:

Y hteenlaskettavien el tarvitse olla edes jatkuvia, vaan ne voivat
ollajopa diskreettea.
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Keskeinen raja-arvolause

Kommentteja 2/3

Approksimaation hyvyys riippuu yhteenlaskettavien
satunnalsmuuttujien lukumaarasta, niiden jakaumasta ja
erityisesti niiden jakauman vinoudesta.

Approksimaation hyvyys paranee, kun yhteenlaskettavien
satunnal smuuttujien lukumaar a kasvaa.

Jos yhteenlaskettavien satunnai smuuttujien jakauma on
symmetrinen, approksimaatio on hyva jo suhteellisen
pienill& yhteenlaskettavien lukumé&arilla.

Jos yhteenlaskettavien satunnai smuuttujien jakauma on
epasymmetrinen, hyva approksimaatio vaatii enemman
yhteenlaskettavia.

TKK
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Keskeinen raja-arvolause

Kommentteja 3/3

« Keskeinen rgja-arvolause koskee satunnaismuuttujien
asymptoottista kayttaytymista samaan tapaan kuin
luvussa Jakaumien tunnusluvut €sitetty suurten lukujen
laki.

o Keskelsessa rgja-arvolauseessa esiintyva
rajakayttaytymisen muoto on esimerkki ns. jakauma-
konvergenssista eli heikosta konver genssista.

o Keskelsestarga-arvolauseesta on olemassa yleisempia
muotoja, joissa lievennetddn samoinjakautunei suus- ja
riippumattomuusol etuksia.
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Keskeinen raja-arvolause

Aritmeettisen keskiarvon
approksimatiivinen jakauma

K eskelsesta rg a-arvol auseesta seuraa:

Riippumattomien samoin jakautuneiden
satunnaismuuttujien X , 1 =1, 2, ... , naritmeettinen
keskiarvo

X :lé_ X.

n |

N
on suurille (mutta &rellisilie) n approksimatiivisesti
normaalinen parametreinaan mja s 4/n:
2 .
X, Nem™ .
& Ng

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Keskeinen raja-arvolause
Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia 1/3

« Keskesdlargaarvolauseesta seuraa erikoistapauksina
monet yksittdisia jakaumia koskevat asymptoottiset
tul okset.

o Kasittelemme seuraavia erikoistapauksia:

(1) Binomijakauma lahestyy nor maalijakaumaa, kun
toistokokei den lukumé&&aran n annetaan kasvaa.

(i) Poisson-jakauma lahestyy normaalijakaumaa, kun
jakauman intensiteettiparametrin / arvon annetaan
kasvaa.
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Keskeinen raja-arvolause
Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia 2/3

o Sit§, ettda binomijakauma |ahestyy toistokokeiden
lukumaéran n kasvaessa normaalijakaumaa, kutsutaan
tavallisesti De Moivren ja L aplacen raja-ar volauseeks.

 DeMoivren jaLaplacen rga-arvolauseen mukaan binomi-
todenné&koi syyks & voidaan approksimoida normaali-
jakaumasta maaratyilla todennakaisyyksill, jos
toistokokeiden lukuméara on kyllin suuri.

o Koska hypergeometrinen jakauma muistuttaa tietyin
ehdoin binomijakaumaa, myo6s hypergeometrisen
jakauman todennakai syyksia voidaan approksimoida
normaalijakaumasta maaratyilla todennakaisyyksilla.
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Keskeinen raja-arvolause
Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia 3/3

 Poisson-jakaumaa koskevan keskeisen raja-arvolauseen
muodon mukaan Poisson-jakauman todennakdisyyksia
voidaan approksimoida normaalijakaumasta maaratyilla

todennakaisyyksilla.
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Keskeinen raja-arvolause

De Moivren ja Laplacen raja-arvolause

e Olkoon X~Bin(n,p)jag=1- p.

e Siten
E(X)=np
Var(X) =npg
e Tdlbin

. - np
lim Pr £ z_— F(z
n® +¥ /np ( )
jossaF on standardmdun normaalijakauman N(0,1)
kertymafunktio.

TKK (c) likka Mellin (2006)

80



Keskeinen raja-arvolause

De Moivren ja Laplacen raja-arvolause:
Perustelu 1/2

Olkoon X ~ Bin(n, p).

Taloin satunnaismuuttuja X voidaan esittda riippumattomien, samaa
Bernoulli-jakaumaa noudattavien satunnai smuuttujien X; summana:

X=a. X
jossa
X, Bernoulli(p) ,1 =1,2,K,n
Koska
E(X))=p
Var(X;)=npq,q=1- p
nin
E(X)=a,,E(X))=np
Var(X)=g  Var(X,) =npg

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Keskeinen raja-arvolause

De Moivren ja Laplacen raja-arvolause:
Perustelu 2/2

o Tdlloin keskelsesta raja-arvolauseesta seuraa, etta

[im Pr - P

n® +¥ \/H

£ z_— F(2)

jossaF on standard0| dun normaalijakauman N(0,1) kertyméafunktio.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Keskeinen raja-arvolause

De Moivren ja Laplacen raja-arvolause:
Havainnollistus 1/5

o Kalvoilla2/5-5/5 oleva kuvasarja havainnollistaa De Moivren ja
L aplacen rg a-arvol ausetta.

« Kuvasarja ndyttda miten satunnai smuuttujien
X~ Bin(n, p)
Z~N(W, s 9
jakaumat alkavat muistuttaa yha enemman toisiaan, kun
toistokokeiden lukumaaran n annetaan kasvaa.

o Kuvasarjassa

p =0.1
n =1,10, 30, 100
L =np

s2=np(l- p)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Keskeinen raja-arvolause

De Moivren ja Laplacen raja-arvolause:
Havainnollistus 2/5

Olkoon
X ~Bin(n, p) 14
n= 1 1.2 -
| p=0.1 05 |
ja 0.6 -
Z~N(H, s? 0.4 -
p_ = np = Ol 0.2 A
s2=np(1- p)=0.09 0
Kuva oikealla esittéa satunnais-

Jakaumat Bin(1, 0.1) ja N(0.1, 0.09)

H

muuttujan X pistetodennakoi syys-
funktiota ja satunnaismuuttujan Z
tiheysfunktiota valilla[- 3, 12].

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Keskeinen raja-arvolause

De Moivren ja Laplacen raja-arvolause:
Havainnollistus 3/5

Olkoon
X~ Bin(n, p) 14
n= 10 1.2
_ p=01 08 A
ja 0.6 -
Z~N(H, s? 0.4 -
LH=np=1 0.2 -
s2=np(1- p)=0.9 0
Kuva oikealla esittdd satunnais- _

Jakaumat Bin(10, 0.1) ja N(1, 0.9)

12

muuttujan X pistetodennakoi syys-
funktiota ja satunnaismuuttujan Z
tiheysfunktiota valilla[- 3, 12].

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Keskeinen raja-arvolause

De Moivren ja Laplacen raja-arvolause:
Havainnollistus 4/5

Olkoon
X~ Bin(n, p) 14
n=30 a
| p=0.1 os |
ja 0.6 1
Z~N(H, s? 0.4 -
L=np=3 0.2 1
s2=np(l- p)=27 0-
Kuva oikealla esittdd satunnais-

Jakaumat Bin(30, 0.1) ja N(3, 2.7)

12

muuttujan X pistetodennakoi syys-
funktiota ja satunnaismuuttujan Z
tiheysfunktiota valilla[- 3, 12].

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Keskeinen raja-arvolause
De Moivren ja Laplacen raja-arvolause:

Havainnollistus 5/5

Olkoon
X~ Bin(n, p) 0.15
n =100
p=0.1 0.1 -
ja
Z ~ N(u’ S 2) 0.05 ~
L=np=10
s?=np(l- p)=9 0
Kuva oikealla esittéda satunnais-

Jakaumat Bin(100, 0.1) ja N(10, 9)

\

muuttujan X pistetodennakoi syys-
funktiota ja satunnaismuuttujan Z
tiheysfunktiota valilla[o, 20].

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Keskeinen raja-arvolause

Binomitodennakoisyydet ja
normaalijakauma 1/4

De Moivren ja Laplacen rgja-arvolauseen mukaan
binomijakaumaa

Bin(n, p)

voidaan suurille n approksimoida normaalijakaumalla
N(m s?)

jossa
m=np

s?=npg,q=1- p

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Keskeinen raja-arvolause

Binomitodennakoisyydet ja
normaalijakauma 2/4

Jos SIS
X~ Bin(n, p)

niin De Moivren ja Laplacen rg a-arvolauseen mukaan
suurillen

o - npt_') aa- npd
&/npa anpqz

jossaF on standardoidun normaalijakauman N(0,1)
kertyméafunktio.

Prla< X E£b)»F

TKK

(c) likka Mellin (2006) 89



Keskeinen raja-arvolause

Binomitodennakoisyydet ja
normaalijakauma 3/4

 Josajab ovat kokonaislukuja, approksimaatio on hieman
parempi, jos kaytetdan kaavaa

a+1/2- npo - - 1/2- np@
& Jog g & Vg g
o Korjaustekija 1/2 perustuu siihen, etta diskreettia

binomijakaumaa approksimoidaan jatkuvalla
normaalijakaumalla.

Prla< X Eb)»F
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Keskeinen raja-arvolause

Binomitodennakoisyydet ja
normaalijakauma 4/4

 Josannetaan a® —¥, saadaan approksimaatiotul os
ab+1/2- npd
SN
jossa F,, on binomijakauman kertymafunktio.
» Josa = b, saadaan approks maatiotul os
&a+1/2- npo = & 1/2- npé

E o 5 & Jhog g

jossa fy, on binomijakauman pistetodennakoi syysfunktio.

Pr(X £b)=F, (b) » F

Pri(X=a)=f,(a)»F

TKK (c) llkka Mellin (2006) 91



Keskeinen raja-arvolause

Binomitodennakoisyydet ja
normaalijakauma: Esimerkki 1/3

» Kuvaoikealla esittdd jakauman
Bin(100, 0.1) 0.15

pi stetodennékoi syysfunktiota ja ]
jakauman 0.1 - // —\

N(10, 9) /
tiheysfunktiota valilla[6, 12]. 0.05 -

« DeMoivrenjalaplacenrga

arvol auseen mukaan binomi-

todenndkoisyytta pisteessa 6 74849 10 11 12

Jakaumat Bin(100, 0.1) ja N(10, 9)

X=3 75 85
voidaan approksimoida
varjostetun alueen pinta-alalla;
ks. kalvoja 2/3-3/3.
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Keskeinen raja-arvolause

Binomitodennakoisyydet ja

normaalijakauma: Esimerkki 2/3

e Olkoon X ~ Bin(n, p), jossa

n =100
p=0.1
Taldin
f, (8)=0.1148
jossa
fx(X)
on binomijakauman
Bin(100, 0.1)

pistetodennakai syysfunktio.

Jakaumat Bin(100, 0.1) ja N(10, 9)

0.15

0.1 1

0.05

7

A

6

71\81\9 10 11 12

75 85

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Keskeinen raja-arvolause

Binomitodennakoisyydet ja

normaalijakauma: Esimerkki 3/3

e QOlkoot
m=np =10
s2=np(l- p)=9
jossa
n=100
p=0.1
e Taloin
a8+1/2- mp
F ket
& s g
g U2-m6_ g 1050
& s g

jossa F on standardoidun
normaalijakauman N(0,1)
kertymafunktio.

0.15

0.1 1

0.05

Jakaumat Bin(100, 0.1) ja N(10, 9)

AT TN
y |
Ve

10 11 12

6 7 1\ 8 Tu 9

75 85

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Keskeinen raja-arvolause

Hypergeometrisen jakauman todennakdisyydet ja
normaalijakauma 1/2

* Hypergeometrinen jakauma
HyperGeom(N, r, n)

|dhestyy perusoukon koon N kasvaessa rajatta binomi-
jakaumaa

Bin(n, p)
jossa
p=r/N

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Keskeinen raja-arvolause

Hypergeometrisen jakauman todennakdisyydet ja
normaalijakauma 2/2

« Siten hypergeometrista jakaumaa
HyperGeom(N, r, n)
voidaan suurille N approksimoida normaalijakaumalla
N(m s ?)
jossa

TKK (c) likka Mellin (2006)



Keskeinen raja-arvolause

Poisson-jakauma ja
normaalijakauma

e Olkoon X ~ Poisson(/).

e Siten
E(X)=/
Var(X) =1/

o Taldin
lim Pr

[ ® +¥ % \/_

jossaF on Standard0|dun normaalijakauman N(0,1)
kertymafunktio.

£z_—F(m

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Keskeinen raja-arvolause

Poisson-jakauman todennakadisyydet ja
normaalijakauma 1/4

» Poisson-jakaumaa koskevan raja-arvol auseen mukaan
Poisson-jakaumaa

Poisson(/)

voidaan suurille / approksimoida normaalijakaumalla
N(m s ?)

jossa
m=/
s® =/

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Keskeinen raja-arvolause

Poisson-jakauman todennakadisyydet ja
normaalijakauma 2/4

Jos siis

X ~ Poisson(/)
niin Poisson-jakaumaa koskevan ragja-arvol auseen mukaan
suurille /

Pr(a<><£b)»|:§é’"9- paa- /¢

J 5 &I ¢

jossaF on standardoidun normaalijakauman N(O,1)
kertymafunktio.

TKK

(c) likka Mellin (2006) 99



Keskeinen raja-arvolause

Poisson-jakauman todennakadisyydet ja
normaalijakauma 3/4

 Josajab ovat kokonaislukuja, approksimaatio on hieman
parempi, jos kaytetdan kaavaa

ab+1/2- /o -1/2- 18
SN % N
o Korjaustekija 1/2 perustuu siihen, etta diskreettia

Poi sson-jakaumaa approksimoidaan jatkuvalla
normaalijakaumalla.

Prlla< X £b)»F

TKK (c) llkka Mellin (2006) 100



Keskeinen raja-arvolause

Poisson-jakauman todennakadisyydet ja
normaalijakauma 4/4

 Josannetaan a® —¥, saadaan approksimaatiotul os
ab+1/2- 1§
& JI ¢

jossa F,, on Poisson-jakauman kertymafunktio.
» Jos a = b, saadaan approks maatiotul os

aa+1/2- /o -1/2-1¢6

& VI %J_E

jossafy, on Poisson-jakauman pi stetodennakm syysfunktio.

Pr(X £b) = F,(b) » F

Pr(X=a)=f,(a)»F

TKK (c) llkka Mellin (2006) 101



Jatkuvia jakaumia

>> Log-normaali-, Cauchy-, Gamma-, Beta- ja Weibull-jakaumat

Jatkuva tasainen jakauma
Eksponenttijakauma
Normaalijakauma
Keskeinen raja-arvolause

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Jakaumia
Log-normaalijakauma

Satunnai smuuttuja X noudattaa log-nor maalijakaumaa
parametrein mja s 2, jos sen tiheysfunktio on

1 11 1adogx- mop

f(x)_\/zszx;@)(p_lf'acé‘ < B%,
Merkitaan:

X LogN(ms?)
Odotusarvo:

E(X) =exp(m+s?/2)
Varianssi:

Var(X) =exp[2(m+s °)] - exp[2(m+s 21 2)]

x>0

TKK

(c) likka Mellin (2006) 103



Jakaumia
Log-normaalijakauman tiheysfunktion kuvaajia

e Oikeallaonlog-normaali-
jakauman tiheysfunktion L2
kuvagjia, kun L
(i) m=-0.25,s°=15° 8
(i) m=0,s2 =12
(iii) m=1,s° =0.5°

LogN(ms?)

- 2
KLogN( 0.25,1.5%)

2
KLogN(O,l )

LogN(1,0.5%)
04 -

0.2 1

TKK (c) llkka Mellin (2006) 104



Jakaumia

Log-normaalijakauman yhteydet muihin jakaumiin

e Jos

X LogN(ms?)

niin satunnalsmuuttuja
Y =log(X)

noudattaa normaalijakaumaa parametrein mja s 2.
Y N(ms?)

jakaantaen, jos
Y N(ms?)

niin
X =Exp(Y) LogN(ms?)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 105



Jakaumia

Cauchyn jakauma

Satunnai smuuttuja X noudattaa Cauchy-jakaumaa
parametrilla g, jos sen tiheysfunktio on
f(x):lx L ~, - ¥ <X<+¥
p 1+(x-q)
o Merkitaan:
X Cauchy(q)
e Odotusarvo: Cauchy-jakaumalla el ole odotusarvoa.
 Varianss: Cauchy-jakaumallae ole varianssa.

o Parametri g on Cachy-jakauman mediaani ja moodi.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 106



Jakaumia
Cauchy-jakauman tiheysfunktion kuvaaja

» QOikeallaon Cauchy- Cauchy(0)

jakauman tiheysfunktion o

kuvaga, kun 04

g=0 03 -

0.2

0.1

0 ;
-4 3 2 1 0 1 2 3 4

TKK (c) llkka Mellin (2006) 107



Jakaumia

Cauchyn jakauman yhteydet muihin jakaumiin

« Jos satunnaismuuttuja Y noudattaa jatkuvaa tasaista
jakaumaa valilla (- p/2,+p/2) di
Y Uniform(-p/2,+p/2)
jossa niin talain
X =tan(Y) Cauchy(0)

e Jos
X Cauchy(0)
niin talldin
X t(1)

jossat(1) on t-jakauma yhdella vapausasteella; ks. lukua

Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia.
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Jakaumia
Gamma-jakauma

Satunnaismuuttuja X noudattaa gamma-jakaumaa
parametrein a ja b, jos sen tiheysfunktio on

f(x)= 1 x* e’ x3 0
Ga)b“

Merkitaan:

X Gamma(a, b)
Odotusarvo:

E(X)=ab
Varianssi:

Var(X) =ab’

TKK (c) llkka Mellin (2006) 109



Jakaumia
Gamma-jakauman tiheysfunktion kuvaajia

e Oikeallaon gamma-

jakauman tiheysfunktion ! -
kuvaajia, kun 08 |\ oammall.l)
(i) a=1,b=1

(i) a=2,b=1

(il)a=2,b=2

TKK (c) llkka Mellin (2006) 110



Jakaumia

Gamma-jakauman yhteydet muihin jakaumiin 1/3

e Jos
X Gamma(a, b)
jossa a on kokonaisluku, niin talléin
Pr(X£Xx)=Pr(Y 3 a)
jossa satunnai smuuttuja Y noudattaa Poisson-jakaumaa
parametrillax/b :
Y Poisson(x/ b)
» Lisétietoja Poisson-jakaumasta: ks. lukua piskreetteja

jakaumia.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 111



Jakaumia

Gamma-jakauman yhteydet muihin jakaumiin 2/3

e Jos
X Gamma(a, b)

jossa a = 1, niin tall6in satunnai smuuttuja X noudattaa
eksponenttijakaumaa parametrilla 1/b :

X Exp(l/ b)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 112



Jakaumia

Gamma-jakauman yhteydet muihin jakaumiin 3/3

e Jos
X Gamma(a, b)
jossa a = p/2jab = 2, niin tdl6in satunnaismuuttuja X
noudattaa c?-jakaumaa vapausastein p :

X ¢c*(p)
o Lisétietoja c?-jakaumasta: ks. lukua Normaalijakaumasta

johdettuja jakaumia.
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Jakaumia

Beta-jakauma

Satunnaismuuttuja X noudattaa beta-jakaumaa
parametrein a ja b, jos sen tiheysfunktio on

f()=22*D) a0t 0ExEd
Ga)d(b)
Merkitaan:
X Beta(a, b)
Odotusarvo:
E(X)=al(a + b)
Varianssi:
Var(X) =abl/[(a + b)*(a + b +1)]

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Jakaumia

Beta-jakauman tiheysfunktion kuvaajia 1/2

Oikealla on beta-jakauman sea@n)
Ll heysfunktion kuvagjia, 4 —

un N
() a=1,b=4 Beta(2,3) Beta(2.5,1)
(ii) a=2 b=13 2 - Beta(2,1.5)
(i) a=2,b=15 .
(ivi a=25,b=1 : \

0 0.2 0.4 0.6 0.8

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Jakaumia

Beta-jakauman tiheysfunktion kuvaajia 2/2

* Oikeallaon beta-jakauman Beta(a.b)
tiheysfunktion kuvagjia, )
kun ; Beta(0.3,0.3)
(i) a=1,b=1 Beta(0.7,0.7) ~
% ’ | Beta(2,2) |
(i) a=07,b=07 e CEA
(i)a=2,b=2 H
(iv) a=0.3,b=0.3

TKK (c) llkka Mellin (2006) 116



Jakaumia

Beta-jakauman yhteydet muihin jakaumiin

e Jos
X Betaa, b)

jossaa =1jab =1, niintaldin satunnaismuuttuja X
noudattaa jatkuvaa tasaista jakaumaa valilla (0,1) :

X Uniform(0,1)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 117



Jakaumia

Weibull-jakauma

Satunnaismuuttuja X noudattaa Welbull-jakaumaa
parametrein gja b , jos sen tiheysfunktio on

f(x)= xgl b y3

Merkitaan:
X Waeibull(g, b)
Odotusarvo:
E(X) = b"9G(1+1/ g)
Varianssi:
Var(X) = b*9G{1+2/ g) - [E(X)]*

TKK (c) llkka Mellin (2006) 118



Jakaumia

Weibull-jakauman tiheysfunktion kuvaajia

e QOikeallaon Welbull- Weibull(gb)
jakauman tiheysfunktion '

_Weibull(0.8,1)

kuvagjia, kun 08 |
(|) g= 08. b =1 . KWeibuII(Z,l)
(i) g=2,b=1 . - Weibull(2,4)

(i) g=2,b=4

0.2 1
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Jakaumia

Weibull-jakauman yhteydet muihin jakaumiin

e Jos

Y Exp(b)

niin satunnalsmuuttuja
X — Yl/g

noudattaa Weibull-jakaumaa parametrein gja b :
X Webull(g, b)

jakaantaen, jos
X Webull(, b)

niin

Y =X Exp(b)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 120



