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Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio
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Karakteristinen funktio
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Momenttiemafunktio
Momenttiemafunktion maaritelma

e Olkoon X satunnaismuuttuja.
o Oletetaan, etta odotusarvo
my(t) = E(e%)
on olemassakaikille
tT (- h, +h)
jossa h > 0 on vakio.

 Tdlldin funktiota my(t) kutsutaan satunnaismuuttujan X ja
sen jakauman momenttiemafunktioks ei momentit
generoivaks funktioks (mgf).
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Momenttiemafunktio
Momenttiemafunktion maaritelma:

Kommentteja 1/2

e Satunnaismuuttujan momenttieméafunktio eli momentit
generoiva funktio e valttamatta ole olemassa.

e  Momenttiemafunktion
my(t) = E(e”)
olemassaol o tarkoittaa sitd, etta odotusarvo
E(e”)
on aarellinen.
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Momenttiemafunktio
Momenttiemafunktion maaritelma:

Kommentteja 2/2

e Satunnaismuuttujan X momenttieméafunktio
my(t) = E(e”)
on argumentin t funktio.

* Jos satunnal smuuttujan X momenttiemafunktio my(t) on
olemassa, niin

my(0) = E(e”) =E(1) = 1
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Momenttiemafunktio
Diskreettien satunnaismuuttujien

momenttiemafunktio

e Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jonka
pi stetodennakai syysfunktio on

f(X) =Pr(X =X%)
 Jos satunnaismuuttujan X momenttiemafunktio on
olemassa, niin se saadaan kaavalla

m, (t) =E(€”) =g €*f (X)
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Momenttiemafunktio
Jatkuvien satunnaismuuttujien

momenttiemafunktio

« Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka
tiheysfunktio on

f(x)
 Jos satunnaismuuttujan X momenttieméafunktio on

olemassa, niin se saadaan kaavalla
+¥

m, (t) = E(€™) = ™ f (x)dx

¥
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Momenttiemafunktio

Momenttiemafunktion yksikasitteisyys

 Jos satunnaismuuttujan X momenttieméafunktio

my(t) = E(e”)
on olemassa jossakin pisteent = 0 ymparistosss, se on
yksikasitteinen jamaar aa taysin satunnaismuuttujan X
todennak 6isyys akauman.

e Tamamerkitsee seuraavaa:

Jos satunnaismuuttujilla U jaV on sama momentti-
emafunktio, satunnaismuuttujat U jaV noudattavat samaa
todennakoi syys akaumaa.
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Momenttiemafunktio
Momenttiemafunktion yksikasitteisyys:

Seuraus 1/2

« Momenttiemafunktion yksikasitteisyytta kaytetaan
usein hyvaks todenndkdi syysaskennan ja matemaatti sen
tilastotieteen lauseiden todistuksi ssa seuraavassa

tilanteessa:
Tehtéavana on selvittédd, mika on satunnaismuuttujan U
jakauma.
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Momenttiemafunktio
Momenttiemafunktion yksikasitteisyys:

Seuraus 2/2

* Oletetaan, etta voimme todistaa, etta satunnaismuuttujan U
momenttiemafunktio

my(t)
yhtyy pisteen t = 0 ympéristossa satunnai smuuttujan V
momenttiemafunktioon

my(t)
jonka todenndk6isyys akauma tunnetaan.

o Taloin momenttiemafunktion yksikasittel syydesta seuraa,
etta satunnaismuuttuja U noudattaa samaa jakaumaa
Kuin satunnaismuuttuja V.
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Momenttiemafunktio

Momenttiemafunktio ja
satunnaismuuttujan momentit

Olkoon

my(t) = E(e”)
satunnal smuuttujan X momenttiemafunktio eli momentit
generoiva funktio.

Momentit generoivallafunktiollam,(t) on kaikkien
kertalukujen derivaatat pisteessat =0 ja

dkmxk(t) =E(X")=a, ,k=12,3K
at® |
jossa
oy = E(XY)
on satunnaismuuttujan X k. (origo-) momentti.
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Momenttiemafunktio

Momenttiemafunktio ja
satunnaismuuttujan momentit: Perustelu

o Olkoon
my(t) = E(€")
satunnalsmuuttujan X momentit generoiva funktio.
o TAlGin
d*m, ()
dt*
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Momenttieméafunktio
Momenttiemafunktio ja

satunnaismuuttujan momenttien maaraaminen

e Satunnaismuuttujan ja sen jakauman momentit voidaan
johtaa katevasti kayttamalla hyvaks jakauman momentit
generoivan funktion derivaattoja; ks. edellisia kalvoja.
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Momenttieméafunktio
Momenttiemafunktio ja

satunnaismuuttujan odotusarvo ja varianssi

e Satunnaismuuttujan X odotusarvo 4, 2. momentti a, ja
varianss s 2 saadaan seuraavilla kaavoilla:

m=a, =E(X) = d”;xt(t)

d*m, (t)
dt* | _,

s?=Var(X)=E[(X - m’]=a, - a;

t=0

a,=E(X?)=
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Momenttiemafunktio

Momenttiemafunktion Taylorin sarjakehitelma

Olkoon
my(t) = E(e”)
satunnal smuuttujan X momenttiemafunktio.

Momenttiemafunktio my(t) voidaan kehittéa T aylorin
sarjaksi

3 t*
E(X* —
m, (t) = E%k' (x)=a
jossa
a, =E(X")

on satunnaismuuttujan X k. momentti.
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Momenttiemafunktio

Momenttiemafunktion Taylorin sarjakehitelma:
Johto

e Olkoon

my(t) = E(e”)
satunnalsmuuttujan X momenttiemafunktio.
o Kehitetddn eksponenttifunktio €* Taylorin sarjaksi:

S (tX)
-8 { kl)
k=0 .
o Ottamallatasta sarjakehitel masta odotusarvo saadaan:
& (tX)“0
m, (t) =E(e”) =Eca :
’ 8ko k' ¢
3 t*
=a —E(X")
=0 K!
3 t*
:a_

| k

=~
11

0
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Momenttiemafunktio
Momenttiemafunktion Taylorin sarjakehitelma ja

satunnaismuuttujan momentit

o Olkoon
¥ tJ
m, (1) = E(e™) = a B 5 aJ—a
satunnaismuuttujan X momenttlemafunktlon Taylorin sarjakehitelma.
* Derivoidaan tama sarj akehitelma termelttain t:n suhteen:
¥ t]
d m (t) _E(XJ+k) at—aj+k,k:1,2,3,K
dt j= O J J
« Vadlitsemallatassat = 0, saadaan tulos.
d“m, (t)
dt*

=E(X")=a,,k=123K

t=0
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Momenttiemafunktio
Satunnaismuuttujan lineaarimuunnoksen

momenttiemafunktio

e Olkoon
my(t) = E(e”)
satunnal smuuttujan X momenttiemafunktio.
e Olkoon
Y=a+bX
jossaajab ovat el-satunnaisia vakioita.
e Satunnaismuuttujan Y momenttiemafunktio on
m\(t) = e*'m,(bt)
e Erityisesti, josa=0, niin
my(t) = my(bt)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Momenttiemafunktio
Satunnaismuuttujan lineaarimuunnoksen

momenttiemafunktio: Perustelu

* Olkoon satunnaismuuttujan X momenttiemafunktio
m, (t) = E[exp(tX)]
jaolkoon
Y=a+bX
jossaajab ovat ei-satunnaisia vakio.
o Tdldin satunnaismuuttujan Y momenttiemafunktio on muotoa
m, (t) = E[exp(tY)]
= E[exp(t(a+bX))]
= E[exp(ta) exp(tbhX)]
= exp(at) E[exp((bt) X)]
= exp(at)m, (bt)
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Momenttiemafunktio
Satunnaismuuttujien summan momenttiemafunktio

Olkoot
Xy Xoy oee y X,

riippumattomia satunnai smuuttujia, joiden momentti-
emafunktiot ovat

my(t), my(0), ... , my(t)
Taloin summan

X=X+ X+ =+ X
momenttiemafunktio on satunnaismuuttujien
X1, Xy ..., X momenttiemafunktioiden tulo:

my(t) = my(t)my(t) - m(t)

TKK

(c) likka Mellin (2006) 20



Momenttiemafunktio
Satunnaismuuttujien summan momenttiemafunktio:

Perustelu 1/2

o Olkoot
X X5 ooy X0
riippumattomia satunnaismuuttujia, joiden momenttiemafunktiot ovat
my(t), my(t), ..., my(t)
o Maéritelldan satunnaismuuttuja
X=X+ X+ o+ X
o Kaytdmme hyvaks sitg, etta riippumattomien satunnaismuuttujien

tulon odotusarvo on tulon tekij6iden odotusarvojen tulo (ks. lukua
Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja jakaumat).
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Momenttiemafunktio
Satunnaismuuttujien summan momenttiemafunktio:

Perustelu 2/2

« Siten
m, (t) = E[exp(tX)]
= E[exp(t(X, + X, + L+ X ))]
= E[exp(tX, +tX, + L +tX )]
= E[exp(tX,) exp(tX,) Lexp(tX )]
= E[exp(tX,)] E[exp(tX,)] L E[exp(tX,)]
=m, (t)m, (t)Lm, (1)
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Momenttiemafunktio
Samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien

summan momenttiemafunktio

e Olkoot
Xy Xoy oee y X,

riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnai smuuttujia,
joiden momenttieméafunktio on

m(t)
e Taldin summan
X:X1+X2+ ...+Xn
momenttiemafunktio on muotoa:
my(t) = [m(t)]"
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Momenttiemafunktio
Samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien

summan momenttiemafunktio: Perustelu

e Olkoot
X X5 ooy X0

riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, joiden
momenttieméafunktio on

m(t)
o Maéritelldan satunnaismuuttuja
X=X+ X+ o+ X
* Riippumattomien satunnaismuuttujien summan momenttieméafunktiota
koskevasta yleisesta tul oksesta seuraa val ittomasti, etta

m (t) = E[exp(tX)]
=m(t)m(t)Lm(t) (nkpl)

=[m(®)]"
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Momenttiemafunktio

Samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien

aritmeettisen keskiarvon mgf

Olkoot
Xy Xy ove , X

n

riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnai smuuttujia,

joiden momenttieméafunktio on
m(t)
Taloin aritmeettisen keskiarvon

momenttiemafunktio on muotoa:

N

_e o ol
=g 4
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Momenttiemafunktio
Samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien

aritmeettisen keskiarvon mgf: Perustelu 1/2

e Olkoot
X X5 ooy X0

riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, joiden
momenttieméafunktio on

m(t)
o Maéritelldan satunnaismuuttuja

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Momenttiemafunktio
Samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien

aritmeettisen keskiarvon mgf: Perustelu 2/2

« Koska
X :E : )(i :ﬁ+&+|_+ Xn
niZ n n n
rilppumattomien ja samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien
summan momenttiemdf unktiota koskevasta yleisesta tuloksesta ja
satunnai smuuttujan lineaarimuunnoksen momenttieméafunktiota

koskevasta tul oksesta seuraa, etta
m, (t) =[m(t/n)]"
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Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio

Momenttiemafunktio

>> Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita
Karakteristinen funktio

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita

Diskreetteja todennakdisyysjakaumia 1/2

Tarkastelemme seuraavien diskreettien todennakoisyys-
jakaumien momenttiemafunktioita eli momentit
generoivia funktioita:

Diskreetti tasainen jakauma
Bernoulli-jakauma
Binomijakauma
Geometrinen jakauma
Negatiivinen binomijakauma
Poisson-jakauma

Lisatietoja diskreetei sta todenndkoisyys akaumista:
ks. lukua Diskreetteja jakaumia.
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita

Diskreetteja todennakdisyysjakaumia 2/2

» Jokaisen tarkasteltavan jakauman momenttiemafunktiolle
esitetaan johto.

 Johdettua momenttiemafunktioita sovelletaan jakauman
odotusarvon, 2. momentin javarianssin maaraamiseen.
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Diskreetti tasainen jakauma

» Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa diskr eettia
tasaista jakaumaa.
o Talloin sen pistetodennakai syysfunktio on
f(x)=Pr(X :x):l,x:xk
n

k=12,K,n
jossa{Xy, X, ..., X} onreaaliaksalin erillisten pisteiden
muodostama joukko.
« Diskreetin tasaisen jakauman momenttieméafunktio on

1¢d
m, (t)=—Q €*
N =
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Diskreetti tasainen jakauma:

Momenttiemafunktion johto

» Jos satunnai smuuttuja X noudattaa diskreettia tasaista jakaumaa, niin
sen momenttiemafunktio on

m, (t) =E(€”) = q €*f(x)

=8 & (%)

k=1
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Diskreetti tasainen jakauma:

Odotusarvo ja varianssi 1/2

« Diskreetin tasaisen jakauman momenttiemafunktio on
1 n
m, () ==3 €*
N =1

o 1. derivaattapisteessat =0:

m () L4 ol 14
d |, N« o Nz
o 2 devaattapisteessat = 0:
dm () _18 14 ,
7 —axey ==ax
dtz t=0 n k=1 t=0 n k=1

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Diskreetti tasainen jakauma:

Odotusarvo ja varianssi 2/2

Siten diskreetin tasalsen jakauman odotusarvo |, 2. momentti o, ja
varianss s 2 saadaan seuraavilla kaavoilla:

m:E(X):alzdmx(t) :ié =X
dt t=0 r-]k=l
2 n
a,=E(x?) =9l =19 ¢
dt® |, N
n n 2
s?=Va(X)=a,-a’ == 3 X - =3 %2
N k= 8nk=1 a
140 2
=—a (% - X)
Ny

TKK
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Bernoulli-jakauma

» Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa Ber noulli-
jakaumaa Ber(p).

o Tdlloin sen pistetodennakoi syysfunktio on

f(x)=Pr(X=x)=p‘q*,0<p<l,q=1- p
x=0,1

* Bernoulli-jakauman momenttiemafunktio on

m, (t) =q+ pe
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Bernoulli-jakauma:

Momenttiemafunktion johto

» Jos satunnai smuuttuja X noudattaa Bernoulli-jakaumaa Ber(p), niin
sen momenttiemafunktio on

m, (t) =E(e”) = € f(x)

=% Pr(X=0)+€"'" Pr(X =1)
=q+pe

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Bernoulli-jakauma:

Odotusarvo ja varianssi 1/2

* Bernoulli-jakauman Ber(p) momenttiemafunktio on
m, (1) =g+ pe
o 1. dervaattapisteessat = 0:
dm, (t)
at |
o 2 dervaattapisteessat = 0:
d*m, (t)
dt?

=P

|
t=0

= pe

=pel, =p

t=0

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Bernoulli-jakauma:

Odotusarvo ja varianssi 2/2

Siten Bernoulli-jakauman Ber(p) odotusarvo L, 2. momentti o, ja
varianssi s 2 saadaan seuraavilla kaavoilla:

m=E(X)=a, = am )} _ P
dt |
2
a,=E(x?)=94M O
dt> |
s®*=Va(X)=a,-a;=p- p°
= pq

TKK
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Binomijakauma

o Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa binomi-
jakaumaa Bin(n, p).

o Tdlloin sen pistetodennakoi syysfunktio on

f(xX)=Pr(X =x) :g(%pxq“ ,0<p<1,q=1-p

x=0,1,2,K,n
« Binomijakauman momenttiemafunktio on

m, (t) = (q+ pe’)"
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Binomijakauma:

Momenttiemafunktion johto 1

» Jos satunnai smuuttuja X noudattaa binomijakaumaa Bin(n, p), niin sen
momenttieméafunktio on

m, (t) = E(e*) = é " (x)
= gt & PO
8Xz

_(pe)X n- X
Xg

=(q+ pe')"
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Binomijakauma:

Momenttiemafunktion johto 2

Jos satunnai smuuttuja X noudattaa binomijakaumaa Bin(n, p), niin se
voidaan esittaa riippumattomien, samaa Bernoulli-jakaumaa Ber(p)
noudattavien satunnai smuuttujien

Xy X5 ooy X
summana:
X=X+ X, + o+ X
Koska riippumattomien satunnaismuuttujien summan momentti-

emafunktio on summan tekij6iden momenttiemafunktioiden tulo (ks.
kappal etta M omenttieméafunktio), niin

my (t) = E(€™) =my(t)" m,(t)" L~ m,(t)
=(q+pe) (q+pe) L (q+pe)
=(q+ pe')"

n
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita

Binomijakauma:
Odotusarvo ja varianssi 1/2

Binomijakauman Bin(n, p) momenttiemafunktio on

m, (t) = (q+ pe’)"
1. derivaattapisteessat = O:

dm, (t) t\n-1
=n(qg+ pe el =n
qt | =N pe) pe| _ =np
2. derivaatta pisteessat = 0:
dzmx(t) _ £\ 2 il tyn-1 ot
at tzo—@“(n'l)(CI"‘pe) pe pe +n(q+ pe) pedtzo

=npe! (q+ pe)"* @n- Hpe +(q+ pe)f
=np+n(n-1)p’

TKK
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Binomijakauma:
Odotusarvo ja varianssi 2/2

e Siten binomijakauman Bin(n, p) odotusarvo L, 2. momentti o, ja
varianssi s 2 saadaan seuraavilla kaavoilla:

m=E(X)=a, = am )} _ np
at |
2
a,=E(x) =0 =npen(n- 1p
at® |,
s?=Va(X)=a,- a;=np+n(n- )p°- n°p’
= npqg

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Geometrinen jakauma

» Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa geometrista
jakaumaa Geom(p).

o Tdlloin sen pistetodennakoi syysfunktio on

f(x)=Pr(X=x)=g"'p,0< p<l,q=1- p

x=12,3 K
o Geometrisen jakauman momenttiemafunktio on
__pe
t) =
0= g
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita

Geometrinen jakauma:
Momenttiemafunktion johto

Jos satunnai smuuttuja X noudattaa geometrista jakaumaa Geom(p),

niin sen momenttiemafunktio on

m, (t) = E(e”) = q € (x)

3
— a etx pqx-l

x=1

— peaetx thl

x=1
¥

=pe'a (o)
x=1

_ pe

t

1- ge

TKK
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Geometrinen jakauma:

Odotusarvo ja varianssi 1/3

o Geometrisen jakauman Geom(p) momenttiemafunktio on
pe

1- g€

o 1. derivaattapisteessat =0:

m, (t) =

dm (t)| _ pe'(d- ge')- pe'(-age)
at | ) (1- ge')’ =0
_ pe
(- ge)’|,
_1
p

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Geometrinen jakauma:

Odotusarvo ja varianssi 2/3

o Geometrisen jakauman Geom(p) momenttiemafunktio on

__pe
m, (t) =
(1) 1- g€
o 2 devaattapisteessat = 0:
d’m, ()| _ pe (- g¢')’- pe R(1- ge')(- ge)
dt* |, (1- ge')* -
_ pe'(1+qe)
1- ge')’ |,
_1+g
==

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Geometrinen jakauma:

Odotusarvo ja varianssi 3/3

e Siten geometrisen jakauman Geom(p) odotusarvo |, 2. momentti o, ja
varianssi s 2 saadaan seuraavilla kaavoilla:

m= E(X):alzdmx (t) :i
at o P
2
a,=g(x?)=9M O 1+
at” |, P
s?=Va(X)=a,- a, :1;2q- ;2
-4
=
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Negatiivinen binomijakauma

» Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa negatiivista
binomijakaumaa NegBin(r, p).

o Talloin sen pistetodennakai syysfunktio on
L 1A
f(X) =Pr(X =x) =& Sq“pr ,0<p<l,g=1-p
& - 1g
r=123K;x=rr+1r+2K
« Negatiivisen binomijakauman momenttiemafunktio on
(pe)'
(1- ge)’

m, (1) =

TKK (c) llkka Mellin (2006) 49



Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Negatiivinen binomijakauma:

Momenttiemafunktion johto

» Jos satunnai smuuttuja X noudattaa negatiivista binomijakaumaa
NegBin(r, p), niin sen momenttiemafunktio on

m, (t) =E(€”) = q €*f (%)

g txﬂ 10 X-r r

= gr ) 1gq P
=(pe')’ g “? Xllc-)qx
- %)
=(pe') (1- ge')’’
_ (pe)'
(d- ge’)’

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Negatiivinen binomijakauma:

Odotusarvo ja varianssi 1/3

Negatiivisen binomijakauman NegBin(r, p) momenttiemafunktio on
et r
m ()= (P
(1- ge)
1. derivaattapisteessat = O:

dm, (t)] _r(pe') " pe - ge')" - (pe) r(1- ge') (- ge)
at |- B (- ge')” t=0
_ r(pe)
(- ge) ™|,
-
p

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Negatiivinen binomijakauma:

Odotusarvo ja varianssi 2/3

Negatiivisen binomijakauman NegBin(r, p) momenttiemafunktio on
(pe’)’
m, (1) =
O ey
2. derivaatta pisteessat = O:
d*m (t)
dt* t=0
_r’(pe) " pe (- &)™ - r(pe) (r +)(1- ge) (- ge)
(1_ qe'[)2r+2

_r(pe) (r +ae)
(1_ qet)r+2

_r?+rq
- 2

P

t=0

t=0

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Negatiivinen binomijakauma:

Odotusarvo ja varianssi 3/3

e Siten negatiivisen binomijakauman NegBin(r, p) odotusarvo [,
2. momentti a, javarianss s 2 saadaan seuraavilla kaavoilla:

m= E(X):alz dmx (t) :L
at |, P
2 2
a, =g(x?) =9 ) mxz(t) =+
dt® |, P
s’=Va(X)=a,-a’= Shal S
2 1 p2 p2
_1qg
P

TKK (c) likka Mellin (2006)



Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Poisson-jakauma

o Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa Poisson-
jakaumaa Poisson(/ ).

o Tdl6in sen pistetodennakoi syysfunktio on

-/ | X
f(x):Pr(X:x):e{ 1 >0

X!

x=0,12,K

» Poisson-jakauman momenttiemafunktio on

/ (e'-1)

m, (t) =e

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Poisson-jakauma:

Momenttiemafunktion johto

e Jos satunnai smuuttuja X noudattaa Poisson-jakaumaa Poisson(/ ), niin
sen momenttiemafunktio on

m, (t) =E(EeX) = § " (x)

-/
5 L€'

= a e
x=0 X!

§ (/€)”

2 ( I)

x=0 X

i

t
:e-/e/e

— (-1

TKK (c) llkka Mellin (2006) 55



Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Poisson-jakauma:

Odotusarvo ja varianssi 1/2

* Poisson-jakauman Poisson(/ ) momenttiemafunktio on
m, (1) =€/
o 1. derivaattapisteessat = 0:

dmx (t) — /(et-l)/ et = et+/(e‘-1) =/
dt | t=0 t=0
o 2 dervaattapisteessat = 0:
2
d m);(t) :/et+/(et-1)(1+/et) :/ +/2
dt -0 t=0

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Poisson-jakauma:
Odotusarvo ja varianssi 2/2

Siten Poisson-jakauman Poisson(/ ) odotusarvo |, 2. momentti o, ja
varianssi s 2 saadaan seuraavilla kaavoilla:

m=E(X)=a, =3O} _
at |-
2
aZ:E(Xz):dm—é(t) =/
dt® |,
s?=Va(X)=a,-a/=1+1?-17?
=/

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio

Momenttiemafunktio

Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
>> Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita

Karakteristinen funktio

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita

Jatkuvia todennakdisyysjakaumia 1/2

Tarkastelemme seuraavien jatkuvien todennakoi syys-
jakaumien momenttiemafunktioita eli momentit
generoivia funktioita:

— Jatkuvatasainen jakauma
— Eksponenttijakauma
— Normaalijakauma

Lisatietoja jatkuvista todenndkoisyys akaumista:
KS. |UkuaJatkuviajakaumia.

TKK

(c) likka Mellin (2006) 59



Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita

Jatkuvia todennakdisyysjakaumia 2/2

» Jokaisen tarkasteltavan jakauman momenttiemafunktiolle
esitetaan johto.

 Johdettua momenttiemafunktioita sovelletaan jakauman
odotusarvon, 2. momentin javarianssin maaraamiseen.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 60



Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita
Jatkuva tasainen jakauma

o Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa jatkuvaa
tasaista jakaumaa Uniform(a, b).

o Talloin sen tiheysfunktio on
1
b- a
o Jatkuvan tasaisen jakauman momenttieméafunktio on
bt at
e -e
t(b- a)

f(Xx)= ,aEXED

m, (1) =

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita
Jatkuva tasainen jakauma:

Momenttiemafunktion johto

Jos satunnal smuuttuja X noudattaa jatkuva tasaista jakaumaa

Uniform(a, b), niin sen momenttiemafunktio on
+¥

m, (t) = E(eX) = ™ (x)dx

¥

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita
Jatkuva tasainen jakauma:

Odotusarvo ja varianssi 1/3

Jatkuvan tasai sen jakauman Uniform(a, b) momenttiemafunktio on
ebt _ eat
m, (t) =
t(b- a)
1. derivaatta pisteessat = O:
dm, (t)] _ (be” - ae”)t(b- a)- (¢” - €")(b- a)

dat |, t?(b- a)° o
_ (bebt _ aeat )t _ (ebt _ eat)
t2(b- a) .
_atb
2

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita
Jatkuva tasainen jakauma:

Odotusarvo ja varianssi 2/3

« Jatkuvan tasaisen jakauman Uniform(a, b) momenttiemafunktio on

ebt _ eat
m, (t) =
t(b- a)
o 2 devaattapisteessat = 0:
d*m, (t)
dt* | _,
:‘:, [(b%€™ - a%e™)t + (be™ - ae™) - (be™ - ae™)|t?(b- a)
i t*(b- @)’
[(be” - ae™)t- (€" - e™)]2t(b- a)l
4 2
t"(b- a) o
_ (b2€bt _ aZeat)tZ _ Z(bebt _ eat)t + 2(ebt _ eat) _ a2 + ab+b2
t°(b- a) o 3

TKK (c) llkka Mellin (2006) 64



Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita
Jatkuva tasainen jakauma:

Odotusarvo ja varianssi 3/3

« Siten jatkuvan tasaisen jakauman Uniform(a, b) odotusarvo [,
2. momentti a, javarianss s 2 saadaan seuraavilla kaavoilla:

m:E(X):alzde(t) _a+tb
dt |, 2
2 2 2
a,=E(x?) =9 MO _a +ab+b
dt® | _, 3
2 2 2
s?=Va(X)=a,- af:a +ab+b” (a+h)
3 4
_(b- &)°
12

TKK (c) llkka Mellin (2006) 65



Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita

Eksponenttijakauma

* Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa
ek sponenttijakaumaa Exp(/).

o Talloin sen tiheysfunktio on
f(x)=/e'*,/ >0,x30
« Eksponenttijakauman momenttiemafunktio on

o
mx(t)—/—_t

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita
Eksponenttijakauma:

Momenttiemafunktion johto

» Jos satunnai smuuttuja X noudattaa eksponenttijakaumaa Exp(/ ), niin
sen momenttiemafunktio on
+¥
m, (t) =E(") = O™ f (x)dx
-¥
4

= g%/ e Mdx

TKK (c) llkka Mellin (2006) 67



Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita

Eksponenttijakauma:
Odotusarvo ja varianssi 1/2

» Eksponenttijakauman Exp(/ ) momenttieméafunktio on

/
m. (t) = ——
L (1) "
o 1. dervaattapisteessat = 0:
dm, (t) _ | _1
dt |, (/-1)° o !
o 2 dervaattapisteessat = 0:
d’m, ()| _ 2/ _2
dt’ ‘t=0 (/ -ty t=0 /?

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita

Eksponenttijakauma:
Odotusarvo ja varianssi 2/2

Siten eksponenttijakauman Exp(/ ) odotusarvo |, 2. momentti o, ja
varianssi s 2 saadaan seuraavilla kaavoilla:

m= E(X):alzdmx (t) :1
dt |, /
d’m, (t) 2
a,=E(X?)=—=X% =
. = E(X5) at> |, /°
s?=Va(X)=a, af:/%—/iz

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita
Normaalijakauma

o Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa nor maali-
jakaumaa N(y, s 2).

o Talloin sen tiheysfunktio on

1 I 1ax- myl
f(x)= expi- — Zyv,-¥<m<+¥.,s>0
) sSN2p p% 28 s ﬂg
- ¥ < X< +¥

« Normaalijakauman momenttiemafunktio on

m, (t) = exp(m +1s t?)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 70



Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita
Normaalijakauma:

Momenttiemafunktion johto

Jos satunnai smuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa N(U, s 2), niin
sen momenttiemafunktio on

m, (t) = E(€X) = getx f (x)dx

¥

+¥
s 1 ] 1 2 (]
= AeXp(tx expi - X - dx
96 o( )s 2 IO% 252( /7?%
=exp(m+3s°t%)

+¥

7

N 1 I 1 2 ZU
expy - X-2(m+s -t dx

TKK (c) llkka Mellin (2006) 71



Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita
Normaalijakauma:

Odotusarvo ja varianssi 1/2

* Normaalijakauman N(, s 2) momenttiemafunktio on
m, (t) =exp(m +4s*t*)
o 1. dervaattapisteessat = 0:

am, (©))  _ gmets® (m+s?t) =m
at | t=0
o 2 dervaattapisteessat = 0:
2
d m); (t) — .é.enH%sztz (m+s 2,[)2 + eM+%szt25 21"4
dt =0 € Uli=o

=nt+s?

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita
Normaalijakauma:

Odotusarvo ja varianssi 2/2

» Siten normaalijakauman N(U, s 2) odotusarvo , 2. momentti a, ja
varianss s 2 saadaan seuraavilla kaavoilla

m=E(X)=a, = 9]
t=0
2
aZ:E(Xz):dm—>;(1:) :[ﬁ+52
dt® | _,
s?=Va(X)=a,-a/=nf+s*- nt
:Sz

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio

Momenttiemafunktio

Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita

Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita
>> Karakteristinen funktio

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Karakteristinen funktio
Karakteristisen funktion maaritelma

e Olkoon X satunnaismuuttuja.
e Talloin odotusarvo
j x(®) =E@E),i=+-1
on satunnaismuuttujan X ja sen jakauman kar akteristinen
funktio.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 75



Karakteristinen funktio
Karakteristisen funktion maaritelma:

Kommentteja

« Satunnaismuuttujan karakteristinen funktio on - toisin
kuin sen momenttiemafunktio - aina olemassa.

o Karakteristisen funktion
jx () =E(@€%),i=+-1
olemassaol o tarkoittaa sitd, ettd odotusarvo
E(eitX)
on aarellinen.
« Satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio
jx () =E(@€%),i=+-1

riippuu vain argumentista t.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 76



Karakteristinen funktio
Karakteristinen funktio ja

momenttiemafunktio

 Jos satunnaismuuttujan X momenttiemafunktio
my(t) = E(e”)
tunnetaan, saadaan sen karakteristinen funktio
jx(®) =E@E),i=+-1
momenttiemafunktiosta sijoituksella

t® it,i=+-1

TKK (c) likka Mellin (2006)

77



Karakteristinen funktio
Karakteristisen funktion ominaisuuksia

Olkoon
j () =E@E™),i=+-1

satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio.

« Ainapétee;

(i) /x(0O)=EE)=E1)=1

(i) |f x| £ LkaikilletT (-¥,+¥).

(1) j x (-t) =7 % (t)
jossa merkinta Z tarkoittaa kompleksiluvun z
konjugaattia.

(iv) J «(t) on tasaisesti jatkuva kaikillet T (- ¥, +¥).

TKK

(c) likka Mellin (2006) 78



Karakteristinen funktio
Diskreettien satunnaismuuttujien

karakteristinen funktio

e Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jonka
pi stetodennakai syysfunktio on

f (X) =Pr(X=x)

o Satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio saadaan
kaavalla

Jx(t)=EE™)=a e*f,(x),i=+-1

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Karakteristinen funktio
Jatkuvien satunnaismuuttujien

karakteristinen funktio

« Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka
tiheysfunktio on

fx ()
o Satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio saadaan

kaavalla
+¥

=B = o671, e =1

¥

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Karakteristinen funktio
Inversioteoreema 1/2

e Olkoon
F(X) = Pr(X £ X)
satunnalsmuuttujan X kertyméafunktio ja
Jx®=E@E>),i=v-1
sen karakteristinen funktio.
e Oletetaan, etta
(a—h,a+h)

sellainen reaaliakselin vali, etta kertymafunktio F,(x) on
jatkuva valin paatepisteissa.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Karakteristinen funktio
Inversioteoreema 2/2

« Taldin
F, (a+h)- F,(a- h)
_ . 17%lsin(ht) ..
—Tlcérgp_(? t e/, (t)dt

TKK (c) llkka Mellin (2006) 82



Karakteristinen funktio
Inversioteoreema:

Kommentteja

Jos jakauman karakteristinen funktio tunnetaan, voidaan
jakauman kertymafunktio maar ata inversioteoreemassa
madritellyn rajaprosessin avulla

Mya0ds kar akteristisen funktion yksikasittelsyys voidaan
todistaa inversioteoreeman avulla.

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Karakteristinen funktio
Inversioteoreema ja

jatkuvat jakaumat 1/2

e Olkoon
Jx®=E@E),i=v-1
satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio.
o COletetaan, etta
J x(Ol
on integroituva kaikillet | (- ¥, +¥).
o Talloin satunnaismuuttuja X on jatkuva ja sen tiheys-
funktio f,(X) saadaan kaavalla

f, (X) :Zi Oe "™ y (t)dt,i=+-1

- ¥

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Karakteristinen funktio
Inversioteoreema ja

jatkuvat jakaumat 2/2

 Huomaga, etta jatkuvan satunnaismuuttujan X

karakteristinen funktio
+¥

J ()= O™ F (X, i =+/-1
- ¥
on satunnaismuuttujan X tiheysfunktion Fourier -

muunnosja
+¥
f, (X) -1 Oe "™ 4 (t)dt,i=+-1
20

on sen kaanteinen Fourier-muunnos.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Karakteristinen funktio
Karakteristisen funktion yksikasitteisyys

Satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio
j x(®) =E@E),i=+-1
on yksikasitteinen jamaaraa taysin satunnais-
muuttujan X todennakoisyysakauman.
Tama merkitsee seuraavaa:

Jos satunnaismuuttujillaU jaV on sama karakteristinen
funktio, satunnaismuuttujat U ja V noudattavat samaa
todennakaoi syys akaumaa.

TKK

(c) likka Mellin (2006) 86



Karakteristinen funktio
Karakteristisen funktion yksikasitteisyys:

Seuraus 1/2

o Karakteristisen funktion yksikasitteisyytta kaytetaan
usein hyvaks todenndkdi syysaskennan ja matemaatti sen
tilastotieteen lauseiden todistuksi ssa seuraavassa

tilanteessa:
Tehtéavana on selvittdd, mika on satunnaismuuttujan U
jakauma.

TKK (c) likka Mellin (2006)

87



Karakteristinen funktio
Karakteristisen funktion yksikasitteisyys:

Seuraus 2/2

* Oletetaan, etta voimme todistaa, etta satunnaismuuttujan U
karakteristinen funktio

J ul)

yhtyy satunnaismuuttujan V karakteristiseen funktioon
J(Y)

jonka todenndk6isyys akauma tunnetaan.

o Tdlloin karakteristisen funktion yksikasitteisyydesta
Seuraq, etta satunnaismuuttuja U noudattaa samaa
jakaumaa kuin satunnaismuuttuja V.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 88



Karakteristinen funktio
Satunnaismuuttujan momentit ja

karakteristisen funktion derivaatat 1/2

e Olkoon
j () =E@€),i=V-1
satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio.
e Oletetaan, ettd satunnaismuuttujan X r. (origo-) momentti
a, =E(X")
on olemassa.

o Talldin karakteristinen funktio j ,(t) on differentioituva
kertalukuunr ja

k.
a, = E(X") = 1k 0 /dtxk(t) i=+-1,k=12K,r
I

t=0

TKK (c) llkka Mellin (2006) 89



Karakteristinen funktio
Satunnaismuuttujan momentit ja

karakteristisen funktion derivaatat 2/2

e Olkoon
j () =E@E™),i=+-1
satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio.

o Oletetaan, etta satunnaismuuttujan X karakteristinen
funktio j (t) on differentioituva kertalukuunr.

o Taldin kaikki momentit
a, =E(X"), k=12K,r
ovat olemassa, josr on parillinen ja kaikki momentit
a, =E(X"),k=12K,r-1
ovat olemassa, josr on pariton.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 90



Karakteristinen funktio
Karakteristisen funktion derivaatat ja

satunnaismuuttujan momentit: Johto

Olkoon

jx(t)=E@€¥),i=+-1
satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio.
Jos E(XX) on olemassa, niin

d¥ . (t d“ _ .
{jxk() :FE(etX)
t t=0 t t=0
_ aed_kkeitxj
ol .
—_ sk \/ k ~tX
= E(i* X" )Lo
=i“E(X")
=i“a,

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Karakteristinen funktio
Karakteristisen funktion derivaatat ja

satunnaismuuttujan momentit 1/2

 Jos satunnaismuuttujan momentit ovat olemassa, niin
ne voidaan johtaa katevasti kayttamalla hyvaks jakauman
karakteristisen funktion derivaattoja; ks. edellisia kalvoja.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 92



Karakteristinen funktio
Karakteristisen funktion derivaatat ja

satunnaismuuttujan momentit 2/2

e Satunnaismuuttujan X odotusarvo 4, 2. momentti a, ja
varianss s 2 saadaan seuraavista kaavoista:

d/ x ()

=I1E(X)=1a,=1m
| IE) iy
5.
d./ Xz(t) :i2 E(xZ):_az
at -

s?=Va(X)=E[(X- m?]=a,- a
jossa

i=4-1

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Karakteristinen funktio
Karakteristisen funktion Taylorin sarjakehitelma

e Olkoon
j () =E@€),i=V-1
satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio.
e Oletetaan, ettd satunnaismuuttujan X r. (origo-) momentti
a, =E(X")
on olemassa.
o Tdlloin karakteristinen funktio j ,(t) voidaan kehittéa
Taylorin sarjaksi

('t) E(X¥) +o(t') = él (it )k

jossao(tf)/tf® 0, kunt® 0.

a,+o(t")

TKK (c) llkka Mellin (2006) 94



Karakteristinen funktio
Riippumattomien satunnaismuuttujien summan

karakteristinen funktio

e Olkoot
Xy Xoy oee y X,

riippumattomia satunnai smuuttujia, joiden karakteristiset
funktiot ovat

J 1,7 5(1), ..o J (D)
e Tdl6in summan
X=X+ X+ =+ X
karakteristinen funktio on satunnaismuuttujien
Xy, Xy, ..., X Karakterististen funktioiden tulo:

J x(1) =7 1)) o(t) -+ (D)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 95



Karakteristinen funktio
Riippumattomien satunnaismuuttujien summan

karakteristinen funktio: Perustelu 1/2

o Olkoot
Xy Xoy v s X
riippumattomia satunnaismuuttujia, joiden momenttiemafunktiot ovat
J 10,750, ..., 7 (D)
o Maéritelldan satunnaismuuttuja
X=X+ X, + -+ X
o Kaytdmme hyvaks sitg, etta riippumattomien satunnaismuuttujien
tulon odotusarvo on tulon tekijoiden odotusarvojen tulo (ks. lukua
Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja jakaumat).
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Karakteristinen funktio
Riippumattomien satunnaismuuttujien summan
karakteristinen funktio: Perustelu 2/2

e Siten
J x (t) = E[exp(itX)]
= E[exp(it(X, + X, + L.+ X ))]
= E[exp(itX, +itX, + L +itX )]
= E[exp(itX,) exp(itX, ) L exp(itX )]
= E[exp(itX,)] E[exp(itX,)] L E[exp(itX )]
=/ %, () x, (L) « (1)
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