llkka Mellin
Todennakodisyyslaskenta

Osa 3: Todennakdisyysjakaumia
Diskreetteja jakaumia

TKK (c) likka Mellin (2006)



Diskreetteja jakaumia

>>

Diskreetti tasainen jakauma
Bernoulli-jakauma
Binomijakauma
Geometrinen jakauma
Negatiivinen binomijakauma
Hypergeometrinen jakauma
Poisson-jakauma

TKK

(c) likka Mellin (2006)



Diskreetti tasainen jakauma
Diskreetti tasainen jakauma ja sen

pistetodenndkoisyysfunktio 1/2

» Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jonka mahdolliset
arvot ovat

Xqy Xoy ven s X
* Oletetaan, etta satunnaismuuttujan X mahdollisiin arvoihin
Xq, Xoy «-. , X lTITtyVEL todenndkoisyydet ovat yhta suuria:

Pr(X :xk):%,k:LZ,K,n

e Huomautus:

Diskreetti tasainen jakauma liittyy sellaisiin otosavaruuksiin,
joissa akeistapaukset ovat symmetrisia.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 3



Diskreetti tasainen jakauma
Diskreetti tasainen jakauma ja sen

pistetodenndkoisyysfunktio 2/2

e Satunnaismuuttujan X pistetodennakdisyysfunktio on
f(x)=Pr(X :x):l,x:xk
n
k=12,K,n

e Sanomme, etta satunnaismuuttuja X noudattaa
diskreettia tasaista jakaumaa.

e Huomautus:
Funktio f(X) maarittel ee todennakdisyys akauman, koska

8 f(x)=nd=1
k=1 n

TKK (c) likka Mellin (2006)



Diskreetti tasainen jakauma
Odotusarvo, varianssi ja standardipoikkeama

o Diskreetin tasaisen jakauman odotusar vo:
1 n
E(X)=m =x="a X,
Ny
« Diskreetin tasaisen jakauman varianssi:
Var(x) =D*(X) = 5% =~ 4 (.- )
k=1
» Diskreetin tasaisen jakauman standar dipoikkeama:

D(X) =5, :Jiéi(xk- X)?

TKK (c) likka Mellin (2006)



Diskreetti tasainen jakauma
Odotusarvon ja varianssin johto

e  Suoraan diskreetin satunnai smuuttujan odotusarvon javarianssin
maaritel mista saadaan:

E(X)=m
=a (%)
k=1
:lén. X, =X
N =1

Var(X) =D*(X)=s"
=8 (%~ m*f(x)

k=1

TKK (c) likka Mellin (2006)



Diskreetti tasainen jakauma
Odotusarvon ominaisuuksia

o Diskreetin tasaisen jakauman odotusarvo
14
E(X)=m =—a % =X
Nyo

on satunnaismuuttujan X mahdollisten arvojen
X1, %o, .. , X, @ritmeettinen keskiarvo.

TKK (c) likka Mellin (2006)



Diskreetti tasainen jakauma
Odotusarvon ja varianssin laskeminen:

EsimerkKi

Olkoon satunnaismuuttujan X pistetodennakoisyysfunktio
f(k)=Pr(X=K =p,=1/6,k=1,2,3,4,5,6
Odotusarvo:
S 138
E(X)=a kf(k)=—a k
6 =1

k=1
:%(1+2+3+4+5+6):3.5
Varianss:
S 18
D*(X)=a (k- E(x)* f (k) = sa (k- E(¥)’
k=1

k=1

:%é(l- 3.5)°+(2- 35)° +L_+(6- 3.5)262 %) » 2.917

Standardipoikkeama:

D(X)=+2.917 »1.708

TKK

(c) likka Mellin (2006)



Diskreetti tasainen jakauma

Pistetodennakdisyysfunktion kuvaaja

 Kuvaoikeallaesttaa diskreetin
tasaisen jakauman

f(x):%,x:12,3,4,5,6

pistetodennékoi syysfunktiota.
» Jakauman odotusarvo:

138
E(X) =24 k=35

k=1

0.3

02 |

01 |

Diskreetti tasainen jakauma

TKK (c) likka Mellin (2006)




Diskreetteja jakaumia

>>

Diskreetti tasainen jakauma
Bernoulli-jakauma
Binomijakauma
Geometrinen jakauma
Negatiivinen binomijakauma
Hypergeometrinen jakauma
Poisson-jakauma

TKK

(c) likka Mellin (2006)

10



Bernoulli-jakauma

Bernoulli-jakauma ja sen
pistetodenndkoisyysfunktio 1/2

e Olkoon A otosavaruuden Stapahtuma jaPr(A) = p.

o Tdlo6in tapahtuman A komplementtitapahtuman A¢
todennakdisyys on

Pr(A=1- Pr(A)=1- p=g
o Maaritelldan diskreetti satunnaismuuttuja X:
11, jostapahtuma A sattuu
- % 0, jos tapahtuma A & satu
o Tall6in satunnaismuuttujan X jakauma on
Pr(X=1)=p
Pr(X=0)=1- p=¢

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Bernoulli-jakauma
Bernoulli-jakauma ja sen

pistetodenndkoisyysfunktio 2/2

e Satunnaismuuttujan X pistetodennakdisyysfunktio on
f(xX)=Pr(X =x)=p*g"*,0<p<l,q=1- p
x=0,1

e Sanomme, etta satunnai smuuttuja X noudattaa
Ber noulli-jakaumaa parametrinaan p.

 Merkinta
X ~ Bernoulli(p)

e Huomautus:

Funktio f(X) maarittel ee todennakdisyys akauman, koska
f(O)+f(1)=q+p=1

TKK (c) llkka Mellin (2006) 12



Bernoulli-jakauma

Komplementtitapahtuman todennakaoisyys

e Olkoon

Pr(A)=p

+ Talloin

Pr(A°)
=1- P(A)
=1 - P
=(

AC

TKK

(c) likka Mellin (2006)

13




Bernoulli-jakauma

Odotusarvo, varianssi ja standardipoikkeama

e Olkoon
X ~ Bernoulli(p)

e Odotusarvo:
E(X) =p

 Varianss jastandardipoikkeama:
Var(X) =D*(X) = pq

D(X)=+/pq

TKK (c) likka Mellin (2006)

14



Bernoulli-jakauma
Odotusarvon ja varianssin johto

e  Suoraan diskreetin satunnai smuuttujan odotusarvon javarianssin
maaritel mista saadaan:

E(X) =1 Pr(X=1+0" Pr(X =0)
=1 p+0’ q
=P
E(Xz) =1%’ Pr(X :1)+02' Pr(X =0)
=1 p+0’ q
=P
Var(X) =E(X?) - [E(X)]*
=p- p’
= p(- p)
= Pq

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Bernoulli-jakauma
Odotusarvon ja varianssin ominaisuuksia

e Olkoon
X ~ Bernoulli(p)
« Bernoulli-jakauman odotusarvo
E(X) =p
yhtyy tapahtuman A todennakaisyyteen Pr(A) = p.
e Bernoulli-jakauman varianssi
Var(X) =pq=p(l-p)=p-p*
saavuttaa maksiminsa
1/4
kunp=q=12.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Bernoulli-jakauma

Pistetodennakdisyysfunktion kuvaaja

. _Kuva oikealla esittéa Bernoulli- Bernoulli0.8)
jakauman 1
Bernoulli(0.8) 08 .
pistetodennékoi syysfunktiota
f()=pa” "
p=08,9=1- p 04
pisteissa 0.2
x=0,1 . ‘ |
« Jakauman odotusarvo: 0 $o1
E(X)=p=0.8 |

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Bernoulli-jakauma
Bernoulli-jakaumaa noudattavien

satunnaismuuttujien summan jakauma 1/2

Olkoot
Xy Xoy oee y X,

riippumattomia satunnai smuuttujia, jotka noudattavat
samaa Bernoulli-jakaumaa parametrilla p:

Xy KXoy vuny XA
Xi ~Bernoulli(p) ,1=1,2, ... ,n
Tdalloin satunnaismuuttyjien X, X,, ... , X, summa

Y=X + X, + -+ X
noudattaa binomijakaumaa parametrilla(n, p):
Y ~Bin(n, p)

TKK

(c) likka Mellin (2006) 18



Bernoulli-jakauma
Bernoulli-jakaumaa noudattavien

satunnaismuuttujien summan jakauma 2/2

 Tulos perustellaan luvussa satunnaismuuttujien muunnosten

jakaumat.

e Huomautuksa:

—  KaikillaBernoulli-jakaumilla on oltava sama tapahtuman A
todenndkoisyytta kuvaava parametri p.

—  Tarkoitamme satunnaismuuttujien riippumattomuudella sitg,
ettda yhdenk&an satunnai smuuttujan saamat arvot elvat riipu siita,
mit& arvoja muut satunnai smuuttujat saavat; kasite tdsmennetaan
luvussa Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja jakaumat.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 19



Bernoulli-jakauma

Bernoulli-kokeet ja
diskreetit todennakodisyysjakaumat 1/2

* Toistetaan toisistaan riippumatta samaa Ber noulli-koetta
jatarkastellaan tapahtuman A sattumista toistojen alkana:

(1) Binomijakauma saadaan maaraamalla
todenndkoisyys sille, etta tapahtuma A sattuu x kertaa,
kun koetta toistetaan n kertaa, jossan on kiinteg,
etukdteen paatetty luku.

(i) Geometrinen jakauma saadaan maaraamalla
todenndkoisyys sille, etta tapahtuma A sattuu
ensimmaisen kerran X. koetoistossa.

(i11) Negatiivinen binomijakauma saadaan maardamalla
todenndkoisyys sille, etta tapahtuma A sattuu r.
kerran x. koetoistossa.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 20



Bernoulli-jakauma
Bernoulli-kokeet ja

diskreetit todennakdisyysjakaumat 2/2

* Poisson-jakauma voidaan johtaa binomijakauman raja-
arvona, kun koetoistojen lukumaaran annetaan tiettyjen
ehtojen vallitessa kasvaa rgjatta.

Siten Poisson-jakauma kuvaa harvinai sten tapahtumien
todenndkoisyyksi & pitkissa toi stokoesarjoissa.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 21



Diskreetteja jakaumia

>>

Diskreetti tasainen jakauma
Bernoulli-jakauma
Binomijakauma
Geometrinen jakauma
Negatiivinen binomijakauma
Hypergeometrinen jakauma
Poisson-jakauma

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Binomijakauma
Binomijakauma ja sen

pistetodennakoisyysfunktio 1/3

« Toistetaan samaa Bernoulli-koetta n kertaa, jossan on
kiinted, etukateen paatetty luku.

o Oletetaan, etta koetoistot ovat riippumattomia.

» Tarkastellaan otosavaruuden Stapahtuman A sattumista
koetoistojen aikana.

o COletetaan, etta
Pr(A) =p
Pr(A=1- Pr(A)=1- p=g
o Maaritelldan diskreetti satunnaismuuttuja X:

X = Tapahtuman A esiintymisten lukumaara
n-kertai sessa Bernoulli-kokeessa

TKK (c) likka Mellin (2006)



Binomijakauma
Binomijakauma ja sen

pistetodennakoisyysfunktio 2/3

e Satunnaismuuttujan X pistetodennakdisyysfunktio on

f(x)=Pr(X =x) :g(%pxq”'x ,0<p<l,g=1-p

x=0,12,K,n
e Sanomme, etta satunnai smuuttuja X noudattaa
binomijakaumaa parametreinaan n jap.

 Merkinta
X~ Bin(n, p)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 24



Binomijakauma
Binomijakauma ja sen

pistetodennakoisyysfunktio 3/3

e Huomautus:

Funktio f(X) maarittel ee todennakdisyys akauman, koska
binomikaavan mukaan

af(x) a pQ“'X=(p+q)“=1“=l
x=0 ﬂ

Siten b| nomijakauman pistetodennakai syydet
p, = f(X) :a“"'Squ“-x , Xx=0,1,2,K,n
8Xz

toteuttavat yhtaon

n

o a0 X ~N- X
po+p1+p2+L+pn=a8+pq =1
x=0 Xﬂ

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Binomijakauma

Pistetodennakdisyysfunktion johto 1/2

Toistetaan samaa Bernoulli-koetta n kertaa.

Oletetaan, ettd koetoistot ovat riippumattomia jatarkastellaan
tapahtuman A sattumista koetoistojen aikana.

Oletetaan, etta toi stokoesarjan tuloksena saadaan tapahtumajono
AAAAAKA
jossaon x kpl tapahtumia A ja(n - X) kpl tapahtumia A° .
Koska
Pr(A) =p
Pr(A)=1- Pr(A)=1- p=q
tarkasteltavan tapahtumajonon todennakdisyydeks saadaan
riippumattomien tapahtumien tulosaannon nojalla

ppapg K p = p*q™*

TKK

(c) likka Mellin (2006) 26



Binomijakauma

Pistetodennakdisyysfunktion johto 2/2

» FErilaisiajonoja, joissaon x kpl tapahtumia A ja(n - X) kpl tapahtumia
AC, on

&0 |
8Xz
» Erilaiset tapahtumajonot ovat toisensa poissulkevia.

» Toisensa poissulkevien tapahtumien yhteenlaskusddnnon mukaan
todenndkdisyys saada sellainen jono, jossa on x kpl tapahtumia A ja
(n- X) kpl tapahtumia A° saadaan laskemalla erilaisten tallaisten
jonojen todennakdisyydet yhteen.

o Siten kysytyksi todenndkdisyydeks saadaan
%]O X ~N- X
f(X)=¢_ =P ",q=1-p
8Xz

Xx=0,1L2,K,n

TKK (c) llkka Mellin (2006) 27



Binomijakauma

Odotusarvo, varianssi ja standardipoikkeama

e Olkoon
X~ Bin(n, p)

e Odotusarvo:
E(X)=np

 Varianss jastandardipoikkeama:
Var(X) =D?*(X) =npq

D(X) =+/npq

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Binomijakauma

Odotusarvon johto 1/2

e Olkoon
X~ Bin(n, p)
. Taldin
g 0 n!
E(X)= Xt - X 1- n- x
(X) Xa:.O (X) QOXX!(n_ X)!p 1- p)
S n!
- X(1 - n- x
21XX!(n- x)!p (1- p)
g |
= X(1- n- x
- pin- o P
g -
j— 1-
np?:l (x- D!(n- X)!p (1- p)

TKK (c) likka Mellin (2006)



Binomijakauma

Odotusarvon johto 2/2

Kavon 1/2 yhta oketjun viimeinen yhtal 6 perustuu siihen, etta

o (n' 1)' x-101 _ n- x
Ao 0f P
— g (n' 1)' pX(l_ p)n-l-x =1

o X!I(N-1- X)!
Tama seuraa slita, etta jalkimmai sessd summassa lasketaan yhteen
kaikki binomijakauman
Bin(n—1, p)
pistetodennakdisyydet
£ (x) = (n- 1!

X n-1- x —
= - 1. X)!p 1- p"*,x=01L2K,n-1

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Binomijakauma
Odotusarvon ja varianssin ominaisuuksia

e Olkoon
X~ Bin(n, p)
e Binomijakauman odotusarvo
E(X) =np
on suoraan verrannollinen seka toi stokeiden lukumaar &an
n etta tapahtuman A todennakoisyyteen Pr(A) = p.

e Binomijakauman varianss
Var(X) = npg = np(1-p)
saavuttaa maksiminsa
n/'4
kunp=q=12.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 31



Binomijakauma

Pistetodennakdisyysfunktion kuvaaja

 Kuvaoikeallaesittaa Binomi-

iakauman g Bin(12, 1/3)
Bin(12, 1/3)
pi stetodennakoi syysfunktiota >
f00=¢ -pa™ =T
8Xz
n=12,p=1/3,q=1- p “H ‘ ‘
pisteissa 0—'I — I'H—H—H—o—
x=012,...,12 0123156789101112
 Jakauman odotusarvo: |
E(X)=np=4 E(X) = 4

TKK (c) llkka Mellin (2006) 32



Binomijakauma
Pistetodennakdisyysfunktion kuvaaja:
Tapauksetp <1/2,p=1/2,p > 1/2

. Bin@12,1/4) ,__Bin(12 1/2) ,__ Bin(12, 3/4)
00(5)1‘ — ‘]"““ 0.0(5)“']‘ — ‘]"‘ 0.0(5)““"]‘ — ‘T
e p<l2  Binomijakauma on vino oikealle.
e p=1/2: Binomijakaumaon symmetrinen.
e p>1/2: Binomijakaumaon vino vasemmalle.
TKK (c) llkka Mellin (2006) 33



Binomijakauma
Binomijakauma ja
Bernoulli-jakauma 1/3

« Toistetaan samaa Bernoulli-koetta n kertaa, jossan on
kiinted, etukateen paatetty luku.

o Oletetaan, etta koetoistot ovat riippumattomia ja
tarkastellaan tapahtuman A sattumista koetoi stojen aikana.

o COletetaan, etta
Pr(A)=p
Pr(A=1- p=q

TKK (c) llkka Mellin (2006) 34



Binomijakauma
Binomijakauma ja
Bernoulli-jakauma 2/3

Maaritell&an diskreetit satunnaismuuttujat
Xi,1=1,2,...,n:
11, jos Atapahtuu kokeessal
710, jos A e tapahdu kokeessai
Taloin
Xi ~ Bernoulli(p),1=1, 2, ... ,n.
Maaritelldan diskreetti satunnaismuuttuja X :

X = Tapahtuman A esiintymisten lukumaara
n-kertai sessa Bernoulli-kokeessa

Taloin
X~ Bin(n, p)

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Binomijakauma
Binomijakauma ja
Bernoulli-jakauma 3/3

» Selvasti
X=a X

=1
koska luku 1 esiintyy summassaa X; tasmélleen yhta

monta kertaa kuin tapahtuma A sattuu n:n koetoiston
alkana.

o Tamamerkitsee sitg, etta binomijakautunut satunnais-
muuttuja voidaan esittda riippumattomien Bernoulli-
jakautunei den satunnaismuuttujien summana.

e Huomautus:

Binomi- ja Bernoulli-jakauman yhteytta voidaan kayttada apuna
binomijakauman odotusarvon ja varianssin maaraamisesss; ks. >.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 36



Binomijakauma
Binomijakauman odotusarvon ja varianssin johto

seka Bernoulli-jakauma 1/2

« Olkoot X ,1=1,2, ..., nriippumattomia satunnaismuuttyjia, jotka
noudattavat samaa Bernoulli-jakaumaa parametrilla p:
X, Xy, o, XN
Xi ~Bernoulli(p),1 = 1,2, ... ,n
e Olkoon
X=q X,
i=1
o Taldin
X~ Bin(n, p)

e Huomautus

Tarkoitamme satunnai smuuttujien riippumattomuudel la sitg,
ettd yhdenk&an satunnai smuuttujan saamat arvot elvat riipu siita,
mit& arvoja muut satunnai smuuttujat saavat; kasite tdsmennetaan
luvussa Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja jakaumat.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 37



Binomijakauma
Binomijakauman odotusarvon ja varianssin johto

seka Bernoulli-jakauma 2/2

¢ Satunnaismuuttujan X = a X. odotusarvo on
& ., 0_Jd 3
E(X) = Ega X s=a E(X))=a p=np
i=1 g i=1 i=1
koska satunnai smuuttujien summan odotusarvo on satunnais-
muuttujien odotusarvojen summa.

e Satunnaismuuttujan X =a X varianssi on

D*(X)=D 8a><- aD(X) apq npq

koska riippumattomien satunnal smuuttUJlen summan varianssi on
satunnaismuuttujien varianssien summa.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Binomijakauma
Binomijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien

summan jakauma 1/2

Olkoot
Xy Xoy eeny X
riippumattomia satunnai smuuttujia, jotka noudattavat
binomijakaumia parametrein (n, , p), (N, , p), ... , (N, P):
Xy Xoy weny X A
Xi~Bin(n,p),i1=1,2,...,k
Tdalloin satunnaismuuttyjien X, X,, ... , X, summa

Y=X; + X, + -+ X,
noudattaa binomijakaumaa parametrein
(N + Ny + -+, ).

Y~Bin(n, +n,+ -+ n., p)

TKK

(c) likka Mellin (2006) 39



Binomijakauma
Binomijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien

summan jakauma 2/2

 Tulos perustellaan luvussa satunnaismuuttujien muunnosten

jakaumat.

e Huomautuksa:

—  Kaikillabinomijakaumilla on oltava sama tapahtuman A toden-
nakoisyytta kuvaava parametri p, mutta sen sijaan toistokokeiden
lukumaardd kuvaava parametri saa vaihdellajakaumasta toiseen.

—  Tarkoitamme satunnaismuuttujien riippumattomuudella sitg,
ettd yhdenk&an satunnai smuuttujan saamat arvot elivat riipu siita,
mit& arvoja muut satunnai smuuttujat saavat; kasite tdsmennetaan
|luvussa Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja jakaumat.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 40



Binomijakauma
Binomijakauma ja
otanta takaisinpanolla 1/5

Olkoon perusgoukon Salkioiden lukumaara
n(S =N
Poimitaan perusoukosta S satunnaisesti 0sajoukko B,
jonka alkioiden lukuméaéra on
n(B) =n
kayttamalla poiminnassa otantaa takaisinpanolla.

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Binomijakauma
Binomijakauma ja
otanta takaisinpanolla 2/5

Otanta takaisinpanolla:

(1) Perusioukosta S poimitaan alkiot osaoukkoon B yksi
kerrallaan arpomalla.

(i1) Jokainen poimittu alkio palautetaan ennen seuraavan
alkion arpomistatakaisin perusoukkoon S,

(111) Jokaisella perusjoukon Salkiolla on jokaisessa
arvonnassa sama todennakaisyys
1/N

tulla poimituksi 0sajoukkoon B.

Osajoukko B muodostaa yksinkertaisen satunnais-
otoksen perusoukosta S

TKK
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Binomijakauma
Binomijakauma ja
otanta takaisinpanolla 3/5

Otannassa takai sinpanolla arvonta voidaan toteuttaa
seuraavallatavalla:

D)

(2)
3)

(4)
)

Pannaan uurnaan jokaista perusoukon Salkiota
vastaava arpali ppul.

Sekoitetaan arvat huolellisesti.

Nostetaan uurnasta arpalippu, jota vastaava alkio
valitaan otokseen B.

Palautetaan nostettu arpalippu uurnaan.

Pal ataan vaiheeseen (2), kunnes haluttu otoskoko n
on saavutettu.

TKK
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Binomijakauma
Binomijakauma ja
otanta takaisinpanolla 4/5

e Huomautuksia otannasta takaisinpanolla:

(1) Jokaisen perugoukon Salkion todennakoisyys tulla
valituks otokseen sdilyy samana koko poiminnan
aan.

(i1) Jokaisella perugoukon S samankokoisealla osajoukolla
on sama todennakoisyys tulla valituksi otokseksi.

(i11) Sama perugjoukon Sakio voi tullavalituks useta
kertoja otokseen.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 44



Binomijakauma
Binomijakauma ja
otanta takaisinpanolla 5/5

Olkoon A perusjoukon osg oukko, jonka alkioiden
lukuma&&ra on
n(A) =r

r
Pr(A) =P =1

Otannassa takai sinpanolla otokseen poimittujen A-

tyyppisten alkioiden lukumaara X on diskreetti satunnais-

muuttuja, joka noudattaa binomijakaumaa parametreilla

njap:

X~ Bin(n, p)

TKK

(c) likka Mellin (2006) 45



Diskreetteja jakaumia

Diskreetti tasainen jakauma
Bernoulli-jakauma
Binomijakauma

>> Geometrinen jakauma

Negatiivinen binomijakauma
Hypergeometrinen jakauma
Poisson-jakauma

TKK

(c) likka Mellin (2006)

46



Geometrinen jakauma
Geometrinen jakauma ja sen

pistetodenndkoisyysfunktio 1/2

» Toistetaan samaa Bernoulli-koetta.
o Oletetaan, etta koetoistot ovat riippumattomia.

o Tarkastellaan otosavaruuden Stapahtuman A sattumista
koetoistojen aikana.

o COletetaan, etta
Pr(A) =p
Pr(A=1- Pr(A)=1- p=g
o Maaritelldan diskreetti satunnaismuuttuja X:

X = Tehtyjen Bernoulli-kokeiden lukumaara,
kun A sattuu ensimmaisen kerran

TKK (c) llkka Mellin (2006) 47



Geometrinen jakauma
Geometrinen jakauma ja sen

pistetodenndkoisyysfunktio 2/2

e Satunnaismuuttujan X pistetodennakdisyysfunktio on
f()=Pr(X=x=q""p,0<p<l,q=1- p
x=12,3K

e Sanomme, etta satunnai smuuttuja X noudattaa
geometrista jakaumaa parametrinaan p.

 Merkinta
X ~ Geom(p)

e Huomautus:
Funktio f(xX) maarittel ee todennakdisyys akauman, koska
geometrlsen sar j an summan kaavan mukaan

1
af(x) aq ‘p= paa—p——p—
x=1 x=1 x=0 q p

TKK (c) llkka Mellin (2006) 48



Geometrinen jakauma

Pistetodennakdisyysfunktion johto 1/2

 Toistetaan samaa Bernoulli-koetta.

» Oletetaan, ettd koetoistot ovat riippumattomia ja tarkastellaan
tapahtuman A sattumista koetoistojen aikana.

o Tarkastellaan toistokoesarjaa, jossa tapahtuma A sattuu ensimmaisen
kerran x:nnessa kokeessa.

» Toistokoesarjan tuloksena on taloin ollut tapahtumajono
A°A AKA A
jossaon (x- 1) kpl tapahtumia A° ja jossa tapahtuma A on viimeisena.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 49



Geometrinen jakauma

Pistetodennakdisyysfunktion johto 2/2

« Koska
Pr(A)=p
Pr(A)=1- Pr(A)=1- p=q
tarkasteltavan tapahtumajonon todennakdisyydeks saadaan
riippumattomien tapahtumien tulosaannon nojalla

qqal-gp=q“'p
x=123K
mika on kysytty todennakdisyys.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Geometrinen jakauma

Odotusarvo, varianssi ja standardipoikkeama

e Olkoon
X ~ Geom(p)
e QOdotusarvo:

P
 Varianss jastandardipoikkeama:

Var(X) = D(X) :%

D(X) :f

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Geometrinen jakauma

Odotusarvon johto 1/4

o Olkoon
X~ Geom(p)
e Satunnaismuuttujan X pistetodenndkoi syysfunktio on
f()=a~p,q=1-p
x=123 K
o Pistetodenndkoisyyksienf(x) ,x=1, 2, 3, ... summa on
¥ ¥
S(p=a f(0=a @ p*p=1

x=1 x=1

e Satunnaismuuttujan X odotusarvo on

E(X)=a X () =4 x@- p)*'p

x=1 x=1

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Geometrinen jakauma

Odotusarvon johto 2/4

e Summan Sp) derivaatta muuttujan p suhteen on

1S(p) _

o 6}1%()( DA- P’ p+A- P Y

¥

=- 4 x@- p)*?p

x=1

+§1 (1- p)*?p+a @- p)**

x=1

=- ﬁa x(1- p)**

_|__ (1 x-1 + 1 x-1
1 IOa PP p%( PP

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Geometrinen jakauma

Odotusarvon johto 3/4

e Ottamalla huomioon yhtal 6t

a - p*'p=8(p)=1

a x(1- p)“*p=E(X)

x=1
saadaan yhtal6
m:_ LE(X)+L+E
fip 1-p 1-p p
:-LE(X)+ L
1-p pl- p)

=0

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Geometrinen jakauma

Odotusarvon johto 4/4

Geometrisen jakauman odotusarvo E(X) toteuttaa siis yhtél 6n

-iE(X)+ L
1- p p(- p)

Siten geometrisen jakauman odotusarvo on

P

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Geometrinen jakauma
Odotusarvon ominaisuuksia

e Olkoon
X ~ Geom(p)

e Geometrisen jakauman odotusarvo

P
on kaantaen verrannollinen tapahtuman A toden-

nakoisyyteen Pr(A) = p.
o Siten tapahtumaa A saa odottaa keskimaarin sita kauemmin
mit& pienempi on tapahtuman A todennakadisyys.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 56



Geometrinen jakauma

Pistetodennakdisyysfunktion kuvaaja

o Kuvaoikeallaesittéa
geometrisen jakauman

Geom(1/3)
pistetodennékoi syysfunktiota

f)=q""p

p=1/3,q=1- p

pisteissa

x=1 2, ...,12

« Jakauman odotusarvo:
1

E(X)=—=3
p

Geom(1/3)
0.5
04 1
[ ]
03+
[ ]
02
0 ‘ IT""—H—M—
1 2 3 4 5 6 7 8 9101112
A

E(X) =3

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Geometrinen jakauma
Geometrisen jakauman unohtamisominaisuus

e Olkoon
X ~ Geom(p)
o TAalbin
Pr(X3 a+b|X3 a)=Pr(X3 1+Dh)
o Siten geometrisellajakaumalla on seuraava unohtamis-
ominaisuus:

Se, etta tapahtuman A sattumista on jouduttu odottamaan
a koetoistoa, e vaikuta todennakdisyyteen joutua
odottamaan b koetoistoa |isaa.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 58



Diskreetteja jakaumia

>>

Diskreetti tasainen jakauma
Bernoulli-jakauma
Binomijakauma
Geometrinen jakauma
Negatiivinen binomijakauma
Hypergeometrinen jakauma
Poisson-jakauma

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Negatiivinen binomijakauma
Negatiivinen binomijakauma ja sen

pistetodenndkoisyysfunktio 1/2

» Toistetaan samaa Bernoulli-koetta.
o Oletetaan, etta koetoistot ovat riippumattomia.

o Tarkastellaan otosavaruuden Stapahtuman A sattumista
koetoistojen aikana.

o COletetaan, etta
Pr(A) =p
Pr(A=1- Pr(A)=1- p=g
o Maaritelldan diskreetti satunnaismuuttuja X:

X = Tehtyjen Bernoulli-kokeiden lukumaara,
kun A sattuu r. kerran

TKK (c) likka Mellin (2006)



Negatiivinen binomijakauma
Negatiivinen binomijakauma ja sen

pistetodenndkoisyysfunktio 2/2

e Satunnaismuuttujan X pistetodennakdisyysfunktio on
aX- 16
F(X)=Pr(X =x) = G _q“lor O0<p<l,9=1-p

r=1L23K;x=r,r+1r+2K
e Sanomme, etta satunnai smuuttuja X noudattaa
negatiivista binomijakaumaa parametreinaan r jap.

 Merkinta
X ~NegBin(r, p)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 61



Negatiivinen binomijakauma

Pistetodennakdisyysfunktion johto 1/3

 Toistetaan samaa Bernoulli-koetta.

» Oletetaan, ettd koetoistot ovat riippumattomia ja tarkastellaan
tapahtuman A sattumista koetoistojen aikana.

o Tarkastellaan toistokoesarjaa, jossa tapahtuma A sattuu r. kerran X.
kokeessa.

» Olkoon toistokoesarjan tuloksena ollut tapahtumajono
AAAAAKAA
jossaonr kpl tapahtumia A ja(x - r) kpl tapahtumia A° jajossa
tapahtuma A on viimeisena.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 62



Negatiivinen binomijakauma

Pistetodennakdisyysfunktion johto 2/3

e Koska
Pr(A) =p
Pr(A)=1- Pr(A)=1- p=q

tarkasteltavan tapahtumajonon todennakdisyydeks saadaan
riippumattomien tapahtumien tulosaannon nojalla

ppapqLgp=q™' p’
« Erilaisten sellaisten jonojen, joissaon r kpl tapahtumia A ja(x - r) kpl
tapahtumia A ja joissa A on viimeisend, lukumaara on
aX- 16

&r - 15

TKK (c) llkka Mellin (2006) 63



Negatiivinen binomijakauma

Pistetodennakdisyysfunktion johto 3/3

Erilaiset tapahtumajonot ovat toisensa poissulkevia.

Toisensa poissulkevien tapahtumien yhteenlaskusaannén mukaan
todenndkdisyys saada sellainen jono, jossaon r kpl tapahtumia A ja
(x - r) kpl tapahtumia A° ja jossa tapahtuma A on viimel send, saadaan
laskemalla erilaisten tdllaisten jonojen todenndkoisyydet yhteen.

Koska ko. jonojen lukumaéra on
aX- 16

& - 1
saadaan kysytyks todennakdi syydeks

%'10 X-T T
f(X)=8r_1ECI P ,g=1-p

r=12,3K;:x=r,r+1r +2K

TKK

(c) likka Mellin (2006) 64



Negatiivinen binomijakauma

Odotusarvo, varianssi ja standardipoikkeama

e Olkoon

X ~NegBin(r, p)
e QOdotusarvo:

E(X) = r

P
 Varianss jastandardipoikkeama:

Var(X) = D(X) :%

D(X) :ng

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Negatiivinen binomijakauma

Odotusarvon johto 1/4

o Olkoon
X~ NegBin(r, p)
o Satunnaismuuttujan X pistetodennakoi syysfunktio on

16
f(X)g1 'p.q=1-p

x=r,r+lr+2,K
. Pistetodennékt')isyyksienf(x) X=r,r+1,r+2, ...summaon

S(p) = af(x) ag'“' O4- pyp =1

e Satunnai smuuttUJan X odotusarvo on

E(X) = § % () = z‘§1x8 1_<1 p)*" p'

X=r

TKK (c) llkka Mellin (2006) 66



Negatiivinen binomijakauma

Odotusarvon johto 2/4

e Summan §p) derivaatta muuttujan p suhteen on

ﬂS(p)_g e X-1 X-T-1 f X-1 x-r ~r-1U
=8 & o (X f)a- o e (X e o

¥

e
+r§_1 (i( %)(1- p)“"'p'+ra (i‘ %)(1- p)"p™

- 1 g X- 1) X- T r
S 1-
1 paxrx( (1- p)
r g X-1 AT ré‘ X-1 X-T AT

L 1- A 1-
1 pa( )( p) p+p§(f-1)( PP

TKK (c) llkka Mellin (2006) 67



Negatiivinen binomijakauma

Odotusarvon johto 3/4

e Ottamalla huomioon yhtal 6t

¥

a (i( %)(1- p)“"p" =S(p)=1

¥
& x(X fa- orp =E0
saadaan yhtal6

m:_ LE(X)+L+L

fip 1-p I-p p
:'LE(X)‘F r
1-p p(- p)

=0

TKK (c) likka Mellin (2006)



Negatiivinen binomijakauma

Odotusarvon johto 4/4

Negatiivisen binomijakauman odotusarvo E(X) toteuttaa siis yhtalon

'ﬁ(” (1 0

Siten negatiivisen binomijakauman odotusarvo on

E(X)="
p

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Negatiivinen binomijakauma
Odotusarvon ominaisuuksia

e Olkoon
X ~NegBin(r, p)
* Negatiivisen binomijakauman odotusarvo

r
E(X) - __
P

on suoraan verrannollinen lukuun r ja kaantaen

verrannollinen tapahtuman A todennakoi syyteen
Pr(A) =p.

o Sitenr. tapahtumaa A saa odottaa keskimaarin sita
kauemmin mita suurempi on r ja mita pienempi on
tapahtuman A todennakadisyys.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 70



Negatiivinen binomijakauma

Pistetodennakdisyysfunktion kuvaaja

o Kuvaoikeallaesittéa NegBin(3, 1/3)

negatiivisen binomijakauman 0
NegBin(3, 1/3)
pi stetodenn&kai syysfunktiota o151
0.1 - o1 1

X - 10 X-T T
f(X)=8r_1ECI p

e I 1%

X=3 4 16 123456 78 910111213141516
LD LI A
» Jakauman odotusarvo: |
E(x):L:g E(X) =9
P

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Negatiivinen binomijakauma
Negatiivinen binomijakauma ja
geometrinen jakauma

e Olkoon
X ~NegBin(r, p)
o Josr =1, niin satunnaismuuttuja X noudattaa geometrista
jakaumaa Geom(p):
X ~ Geom(p)

« Geometrinen jakauma on siten negatiivisen binomi-
jakauman erikoistapaus.

TKK (c) likka Mellin (2006)

72



Diskreetteja jakaumia

>>

Diskreetti tasainen jakauma
Bernoulli-jakauma
Binomijakauma
Geometrinen jakauma
Negatiivinen binomijakauma
Hypergeometrinen jakauma
Poisson-jakauma

TKK

(c) likka Mellin (2006)

73



Hypergeometrinen jakauma
Hypergeometrinen jakauma ja sen

pistetodenndkoisyysfunktio 1/3

o Olkoon perugoukon Salkioiden lukuméaara

n(S =N
o Tarkastellaan perusoukon Sositusta joukkoihin A jaA° .
o Oletetaan, ettédjoukossa Al Son

n(A) =r
alkiota.
o Taloin joukon A komplementissa A° on
NAY) =N-r

akiota.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Hypergeometrinen jakauma
Hypergeometrinen jakauma ja sen

pistetodenndkoisyysfunktio 2/3

* Poimitaan perugoukosta S satunnaisesti 0sajoukko B,
jonka akioiden lukuméara on

n(B) =n
kayttamalla poiminnassa otantaa ilman takaisinpanoa.
o Maaritelldan diskreetti satunnaismuuttuja X:
X = Osgjoukkoon B tulleiden A:n alkioiden lukumaéra

TKK (c) llkka Mellin (2006) 75



Hypergeometrinen jakauma
Hypergeometrinen jakauma ja sen

pistetodenndkoisyysfunktio 2/2

e Satunnaismuuttujan X pistetodennakdisyysfunktio on

a8 0 - 1'6
(%) = Pr(X :x):gxai{:t'_)xﬁ

&n &
max[0,n- (N - r)] £ x£ min(n,r)
e Sanomme, etta satunnai smuuttuja X noudattaa

hypergeometrista jakaumaa parametreilla N, r jan.

 Mekinta
X ~ HyperGeom(N, r, n)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Hypergeometrinen jakauma

Pistetodennakdisyysfunktion johto 1/4

e Olkoon Sotosavaruus ja
n(S =N A
e OlkoonAl S

o TaAloin{A, A%} on otosavaruuden
Sositus.

e Olkoonn(A) =rjan(A)=N-r
e OlkoonBI Sjan(B)=n
e Otosavaruuden Sositus{ A, A}
Indusoi osituksen joukkoon B:
B = (BCAE(BCAY
e Olkoon

N

N(BCA) = X
N(BCA®) =n- X

TKK (c) likka Mellin (2006)



Hypergeometrinen jakauma

Pistetodennakdisyysfunktion johto 2/4

* N:nalkion joukosta Svoidaan
poimian:n alkion osg oukko B

- eri tavdla

aN ¢
8”@

» r:nalkionjoukosta A voidaan
poimiax alkiota

% S eri tavalla.
8Xe
 (N- r):nalkionjoukosta A°
voidaan poimian - x alkiota
e
o S eri tavala
8”'X@

N

AC

TKK (c) likka Mellin (2006)




Hypergeometrinen jakauma

Pistetodennakdisyysfunktion johto 3/4

» r:nalkion joukosta A voidaan
poimiax alkiota riippumatta A
sitd, mitkan - x akiota
poimitaan (N - r):nakion
joukosta A°.

« Kertolaskuperiaatteen nojallan
alkiota voidaan poimiajoukosta
Sniin, ettd saadaan r alkiota
joukostaAja(N - r) akiota
joukosta A°

a8 dadN - 10

N

&Xg&N- Xg

eri tavalla.

TKK (c) likka Mellin (2006)



Hypergeometrinen jakauma

Pistetodennakdisyysfunktion johto 4/4

o Soveltamallaklassisen

todennakdisyyden méaaritelmaa A
saadaan:
o 0N - 1o
Pr(X = X) = 8)(’2’8”_'_ X0
aN 6
&n &
/"
B

TKK (c) likka Mellin (2006)



Hypergeometrinen jakauma
Odotusarvo, varianssi ja standardipoikkeama

e Olkoon
X ~ HyperGeom(N, r, n)

e QOdotusarvo:

_r
E(X) = nN

 Varianss jastandardipoikkeama:

r r gadN - N¢
N% NgEN-1p

D(X):\/nlilai "GN - ng

Var(X)=D?*(X)=n

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Hypergeometrinen jakauma

Odotusarvon johto 1/3

e Olkoon
X~ HyperGeom(N, r, n)
« Koska

r! (r- 1!

X ==X
Xy XI(r-x)! (x DI(r- x)!

niin
o GadN - 16

8ng” Xz_
8”@

E(X) = axf(x) ax

x=0

o - 10
&x- 1g

a8 - 16adN - 1o

Sx-lagn- XE
a b
&no

x=1

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Hypergeometrinen jakauma

Odotusarvon johto 2/3

* Koska
aN6_  N!' N (N-I)! _NaN-18
&ng n(N-n)! n (n-JN-n)! ngn-1g

niin
a8 - 16aN - 16 at - 16aN - 16
8x 1£n xg nré‘gx 1ELSn Xg nr
E(X)—ra a
- NaN-106 NS aN-10 N
ngn-lg 8n-1g

TKK (c) llkka Mellin (2006) 83



Hypergeometrinen jakauma

Odotusarvon johto 3/3

o Kalvon 2/3 yhta oketjun viimeinen yhtal 6 perustuu siihen, etta
o -1oaN-r0 a-16eN-T1 0
§ &x-1p8N- Xz B1& X pdn- 1- Xg
A7 N-16 & a-16
&n-15 &n- 15
o Tamaseuraadsiitg, ettd jakimma sessa summassa lasketaan yhteen
kaikki hypergeometrisen jakauman
HyperGeom(N—-1,r -1, n—-1)
pistetodennakdisyydet
a-16eN-T1 0

f(x):8 Xa;_*\lgn'l%' X8 x=012K, n-1
- 10

&n-1g

TKK (c) llkka Mellin (2006) 84



Hypergeometrinen jakauma
Odotusarvon ja varianssin ominaisuuksia 1/3

e Olkoon
X ~ HyperGeom(N, r, n).
e Hypergeometrisen jakauman odotusarvo on
r
E(X)=n—
(X)=nJ
e Odotusarvo on suoraan verrannollinen seka perusgoukon

S osajoukon B (= otos) alkioiden lukumé&araan (= n) etta
tyypin A alkioiden lukumé&araan perusjoukossa S (=r).

e Odotusarvo on kdantaen verrannollinen perusjoukon S
alkioiden lukumaaraan (= N).

TKK (c) llkka Mellin (2006) 85



Hypergeometrinen jakauma
Odotusarvon ja varianssin ominaisuuksia 2/3

e Olkoon perugioukon Salkioiden lukuméaara
n(S =N
e Olkoonjoukon Al Salkioiden lukum&ra
n(A) =r
* Poimitaan perugoukosta S otannalla ilman takaisinpanoa
033 oukko B, jonka alkioiden lukumaara on
n(B) =n
o Tdloin diskreetti satunnaismuuttuja
X = Osgjoukkoon B tulleiden A:n alkioiden lukumaara
noudattaa hypergeometrista jakaumaa parametreilla N, r, n:
X ~ HyperGeom(N, r, n)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 86



Hypergeometrinen jakauma
Odotusarvon ja varianssin ominaisuuksia 3/3

e Todenndkdisyys poimiayks alkio joukosta A on
Pr(A) = A _ T _ P
n(S) N
« Hypergeometrisen jakauman odotusarvo voidaan kirjoittaa
todennakdisyyden p avulla muotoon
E(X)=np
« Hypergeometrisen jakauman varianssl voidaan kirjoittaa
todenndkdisyyden p avulla muotoon

D?(X) = np(1- p)?: 22

TKK (c) llkka Mellin (2006) 87



Hypergeometrinen jakauma

Pistetodennakdisyysfunktion kuvaaja

e Kuvaoikeallaesttaa
hypergeometrisen jakauman
HyperGeom(100, 12, 20)
pistetodennékoi syysfunktiota
a8 0alN - 1o
_&ggn- x;
- aNg
én 5
N =100,r=12,n=20
pistelssa
x=01,2,...,12
o Jakauman odrotusarvo:
E(X) = nN =24

f(x)

0.4

03 1

02 1

01 t

HyperGeom(100, 12, 20)

L e o

01 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12
A

E(X) = 2.4

TKK (c) likka Mellin (2006)




Hypergeometrinen jakauma
Hypergeometrinen jakauma ja

otanta ilman takaisinpanoa 1/5

Olkoon perusgoukon Salkioiden lukumaara
n(S =N
Poimitaan perusoukosta S satunnaisesti 0sajoukko B,
jonka alkioiden lukuméaéra on
n(B) =n
kayttamalla poiminnassa otantaa ilman takaisinpanoa.

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Hypergeometrinen jakauma

Hypergeometrinen jakauma ja
otanta ilman takaisinpanoa 2/5

e Otantailman takaisinpanoa:

(1) Perusioukosta S poimitaan alkiot osaoukkoon B yksi
kerrallaan arpomalla.

(i) Poimittujaakioitae palauteta takaisin
perusoukkoon S,

(il1) Kun otokseen poimitaan alkiotak, k=1, 2, ... ,n
jokaisella perugjoukossa Sjéaljella olevalla alkiolla on
sama todennakaisyys

1/(N—-k+1)
tulla poimituksi 0sajoukkoon B.

* Osgoukko B muodostaa yksinkertaisen satunnais-
otoksen perusoukosta S

TKK (c) llkka Mellin (2006) 90



Hypergeometrinen jakauma
Hypergeometrinen jakauma ja

otanta ilman takaisinpanoa 3/5

Otannassa ilman takal sinpanoa arvonta voidaan toteuttaa
seuraavallatavalla:

(1) Pannaan uurnaan jokaista perugoukon Salkiota
vastaava arpali ppul.

(2) Sekoitetaan arvat huolellisesti.

(3) Nostetaan uurnasta arpalippu, jota vastaava alkio
valitaan otokseen B.

(4) EI palauteta nostettua arpalippua uurnaan.

(5) Palataan vaiheeseen (3), kunnes haluttu otoskoko n
on Saavutettu.
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Hypergeometrinen jakauma
Hypergeometrinen jakauma ja

otanta ilman takaisinpanoa 4/5

Huomautuksia otannasta ilman takai sinpanoa:

(1) Perugoukon Salkion todennakdisyys tulla valituks
otokseen muuttuu poiminnan aikana.

(i1) Jokaisella perugoukon S samankokoisealla osajoukolla
on kuitenkin sama todennakdisyys tulla valituks
otokseks.

(111) Sama perugoukon Salkio voi tullavalituksi vain
kerran otokseen.
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Hypergeometrinen jakauma
Hypergeometrinen jakauma ja

otanta ilman takaisinpanoa 5/5

e Olkoon A perugoukon S osajoukko, jonka alkioiden
lukuma&&ra on

n(A) =r
o Todenndkdisyys poimiayks alkio joukosta A on
n(A) r
Pr(A) = =—=
(A) S - N p

« Otannassa takaisinpanolla otokseen, jonka koko on n,
poimittujen A-tyyppisten alkioiden lukumaara X on
diskreetti satunnaismuuttuja, joka noudattaa hyper -
geometrista jakaumaa parametrellla N, r, n:

X ~ HyperGeom(N, r, n)
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Hypergeometrinen jakauma
Hypergeometrinen jakauma vs

binomijakauma 1/3

* Hypergeometrisen jakauman todennakoisyydet ovat
|dhella binomitodenndkdisyyksi, jos otantasuhde

n » 0
N
e Otantasuhde » 0, jos otoskoko n on pieni perusjoukon

kokoon N nahden.
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Hypergeometrinen jakauma
Hypergeometrinen jakauma vs

binomijakauma 2/3

Olkoon

X ~ HyperGeom(N, r, n)
o Merkitddn p =r/N, jolloinr = Np.
e Siten

X ~ HyperGeom(N, Np, n)

e Anngtaan N® +¥.
« Taloin hypergeometrisen jakauman HyperGeom(N, Np, n)
pistetodennadkdi syydet |ahestyvat binomijakauman
Bin(n, p) pistetodennakdisyyksia:

I\!(I@rﬂé nyperGeom(N,Np,n) (X) = fBin(n,p)(X) y K= 0’1’ 2’K’ n
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Hypergeometrinen jakauma
Hypergeometrinen jakauma vs

binomijakauma 3/3

« Hypergeometrisen jakauman ja binomijakauman yhteys
nakyy mya0s siing, ettd jakaumilla on sama odotusarvo ja
varianssit eroavat vain multiplikatiivisella tekijalla

N-n
N-1
jota sanotaan aarellisen perugoukon korjaustekijaks.

« Korjaustekija vakuttaa hypergeometrisen jakauman
varianssiin sitd vahemman mita pienempi on otantasuhde
n/N:

N-n
N-1

»1,jOS£»O
N
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Hypergeometrinen jakauma
Otanta takaisinpanolla vs

otanta ilman takaisinpanoa

Binomijakauma muodostaa todenndkdisyysmallin
otannalle takaisinpanoalla.

Hypergeometrinen jakauma muodostaa todennakdi syys-
mallin otannalle ilman takaisinpanoa.

Ero otannan takaisinpanolla ja otannan ilman takaisin-
panoa valilla on merkitykseton, jos otantasuhde n/N on
pieni tai perusoukko on aareton.

Kaytannossa otanta tehdaan 1dhes aina ilman takaisin-
panoa, mutta laskutoimituksissa kaytetdan silti usein
kaavoja, jotka perustuvat otantaan takaisinpanolla.

Edella esitetyn mukaan tasta johtuva virhe on kuitenkin
yleensa mer kitykseton.
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Diskreetteja jakaumia

>>

Diskreetti tasainen jakauma
Bernoulli-jakauma
Binomijakauma
Geometrinen jakauma
Negatiivinen binomijakauma
Hypergeometrinen jakauma
Poisson-jakauma

TKK
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Poisson-jakauma
Poisson-jakauma ja sen

pistetodennakoisyysfunktio 1/3

* Toistetaan samaa satunnai skoetta.

o Oletetaan, etta toistot ovat toisistaan riippumattomia.

o Tarkastellaan jonkin tapahtuman A sattumista toistojen
alkana.

* Oletetaan, etta A-tapahtumien keskimaarainen lukumaara
aika- tai tilavuusyksikkba kohdenon /.

o Maaritelldan diskreetti satunnaismuuttuja X:

X = Tapahtuman A esiintymisten lukumaara
alka- tal tilavuusyksikk6a kohden
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Poisson-jakauma
Poisson-jakauma ja sen

pistetodennakoisyysfunktio 2/3

o Jostietyt oletukset patevét (ks. >), satunnaismuuttujan X
pistetodennak 6isyysfunktio on muotoa

-/ | X
f(x):Pr(X:x):e{ 1 >0

X!

x=0,12,K

e Sanomme, etta satunnai smuuttuja X noudattaa
Poisson-jakaumaa parametrinaan /.

 Merkinta
X ~ Poisson(/)
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Poisson-jakauma
Poisson-jakauma ja sen

pistetodennakoisyysfunktio 3/3

e Huomautus:

Funktio f(X) maarittel ee todennakdisyys akauman, koska
eksponenttifunktion maaritelman mukaan

: Sellr &1
afx =a —e'q— =€'é =1
x=0 x=0 XI x=0 XI
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Poisson-jakauma

Pistetodennakdisyysfunktion johto 1/3

» Tarkastellaan jonkin tapahtuman A sattumista saman satunnaiskokeen
toistojen alkana.
o Oletuksst:
(1) Toistot ovat toisistaan riippumattomia.
(2) Pr(Yks tapahtuma A lyhyella aikavalilla dt) = ndt
(3) Aikavdi ondt on niin lyhyt, etta todenndkdisyys
Pr(k kpl tapahtumia A aikavdilladt, k> 1)
on haviavan pieni eli kertaluokkaa o(t).
o Merkitaan:
f(x; t) = Pr(x kpl tapahtumia A aitkavalillao, t])
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Poisson-jakauma

Pistetodennakdisyysfunktion johto 2/3

Oletusten (1)-(3) péatiessa aikavdlilla
[0, t + di]

vol sattua x kpl tapahtumia A kahdella toisensa poissulkevalla tavalla

(tn = todenndkoisyys):

(1) xkpl tapahtumia A gjanhetkeen t mennesss; tn = f(x; t)
Ei tapahtumia A aikavalilla dt; th=1- ndt
Liséksl ndma ovat tapahtuminatoisistaan riippumattomia.

(2) (x- 1) kpl tapahtumia A ganhetkeent mennessg; tn=1f(x- 1;t)
Y ksl tapahtuma A aikavdlilla dt; tn = ndt
Liséksi ndma ovat tapahtuminatoisistaan riippumattomia.
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Poisson-jakauma

Pistetodennakdisyysfunktion johto 3/3

e Riippumattomien tapahtumien tulosdannon ja toisensa poissulkevien
tapahtumien yhteenlaskusdanndén mukaan
f(x; t +dt) =f(x; t)(1 - ndt) +f(x- 1; t)ndt
o Jarjestamdllatermit uudelleen saadaan erotusosamaara

fOGt+dt)- f(xt) n[f(x- Lt)- f(xt)]

dt
 Antamaladt ® 0, saadaan (x:n suhteen) differenssiyhtalo
TOD = n[f(x-£9)- F000]

* Voidaan osoittaa, etta taman differenssiyhta on ratkaisu on muotoa
nt
fg=S" x=012K

 Merkitsemédlla nt = / saadaan Poisson-jakauman pistetodennakoi syys-
funktio.
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Poisson-jakauma
Odotusarvo, varianssi ja standardipoikkeama

e Olkoon
X ~ Poisson(/)

e Odotusarvo:
E(X)=/

 Varianss jastandardipoikkeama:
Var(X)=D?*(X)=/

D(X)=+/I

TKK (c) llkka Mellin (2006) 105



Poisson-jakauma

Odotusarvon johto

e Olkoon
X ~ Poisson(/)
e Siten

¥ ¥ -/ X
EX)=8 (=8 x&
x=0 x=0
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Poisson-jakauma

Pistetodennakdisyysfunktion kuvaaja

 Kuvaoikealla esttda Poisson-
jakauman

Poisson(5)
pistetodennakai syysfunktiota
e |*
x!
/| =5
pisteissa
x=01,2,...,12
« Jakauman odotusarvo:
E(x)=/ =5

F(x)=

0.3

02 |

0.1 1

Poisson(5)

\ MIT'-_

o

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
A

E(X) =5
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Poisson-jakauma
Poisson-jakaumaa noudattavien

satunnaismuuttujien summan jakauma 1/2

» Olkoot
Xy Xoy veny X
riippumattomia satunnai smuuttujia, jotka noudattavat
Poisson-jakaumia parametrein /  , /,, ... , [ :
Xy Xoy ven y X N
Xi~Poisson(/;) ,1=1,2, ...,k
o Tdlldin satunnaismuuttyjien X, X,, ... , X, summa

Y=X, + X, + -+ X,
noudattaa Poisson-jakaumaa parametrilla
[+ ],+ -+ ]

Y~Poisson(/ ;+/,+ -+ 1))
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Poisson-jakauma
Poisson-jakaumaa noudattavien

satunnaismuuttujien summan jakauma 2/2

 Tulos perustellaan luvussa satunnaismuuttujien muunnosten

jakaumat.

e Huomautuksia:
—  Jokaisella Poisson-jakaumalla saa olla eri parametri.

—  Tarkoitamme satunnaismuuttujien riippumattomuudella sitg,
ettda yhdenk&an satunnai smuuttujan saamat arvot elivat riipu siita,
mit& arvoja muut satunnai smuuttujat saavat; kasite tdsmennetaan
|luvussa Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja jakaumat.
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Poisson-jakauma
Binomijakauma ja
Poisson-jakauma 1/3

* Binomitodennakdisyydet ovat |ahella Poisson-
todennakdisyyksid, jos n on suuri jap on pien.

e Siten Poisson-jakauma kuvaa harvinaisten tapahtumien
todennakoi syyksia pitkissa toistokoesarjoissa.
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Poisson-jakauma
Binomijakauma ja
Poisson-jakauma 2/3

e Olkoon
X~ Bin(n, p)

e Olkoonp=//n,jolloin/ =np.

e Anngtaann® +¥ jap® Oniin, ettanp=/.

o Tdaloin binomijakauman Bin(n, p) pistetodennakdisyydet
|ahestyvat Poisson-jakauman Poisson(/ ) piste-
todenndkoisyyksi &

!]|®r9 Faintnp (X) = Togison(y (X)), X=0,12K

p® 0
np=/

e Huomautus:
Ehto np =/ voidaan korvata lievemmalla ehdollanp® /.
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Poisson-jakauma
Binomijakauma ja
Poisson-jakauma 3/3

 Poisson-jakauman ja binomijakauman valinen yhteys
nakyy mya0s siing, etta jakaumien odotusarvot ovat |ahela
toisiaan, jos n on suuri jap on pieni:
E(X)=m=/ »np
o Tdalo6in myos jakaumien varianssit ovat [ahella toisiaan:
D*(X)=m=/ =np» npg
koska
p»0P g=1-p»1
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Poisson-jakauma
Binomijakauma ja
Poisson-jakauma: Todistus 1/3

e Olkoon X ~ Bin(n, p).
o Taldin

20 X M- X
fx(x)zgxgpq ’q:]_- p’X:O’l’ZK’n
7]

e COletetaan, etta
N® +¥
ja samaan aikaan
p® 0
niin, etta
np=/
jossa/ >0 onvakio.
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Poisson-jakauma
Binomijakauma ja
Poisson-jakauma: Todistus 2/3

o Ottamallahuomioon, ettanp=/ jaq=1- p, voimme Kirjoittaa
&E'O X ~N- X
fx(x)=8 -p'q
Xg

n(n D(n- 2)L_(n- x+1)( ) (- p)™*

n*x!
_n(n-H(n- 2L (n- x+1 /" (1- p)’
- n* xI' (1- p)*

@ lae 25 & x-16/" (- p)"
_1?_ ﬁ% nEfL? n 5 x (- p)
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Poisson-jakauma
Binomijakauma ja
Poisson-jakauma: Todistus 3/3

« Kirjoitetaan
@- p"=[@- P T =[PP
e Luvun e maaritelman mukaan

D Ligg[(l' p P =
o Lisdks pétee'
2 lim3- 108 24 & x-16_,

n® ¥ -ﬁ%-__g nﬂ

(3 lim@- p)* =1
p
* Yhdistamallatulokset (1), (2) ja(3) saadaan haluttu lopputulos:

-/ x
. e/
lim f, (X) =
n® ¥ x|
p® O
np=/
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Poisson-jakauma

Poisson-prosessi

Tarkastellaan jonkin tapahtuman A sattumista jatkuvalla
aikavalillg, jonka pituus on t aitkayks kkoa.
Maaritel|dan diskreetti satunnaismuuttuja X:

X = Niiden tapahtumien lukuméaarg, jotka sattuvat

aikavdillafo, t]

Sopivin oletuksin (ks. edelld) satunnaismuuttuja X
noudattaa Poisson-jakaumaa parametrinaan .

X ~ Poisson(rt)
Parametri nt kuvaa tapahtumaintensiteettia el

tapahtumien keskimaaraista lukumaaraa aikavalillg, jonka
pituus on t aikayksikkoa.
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Poisson-jakauma

Poisson-prosessi ja eksponenttijakauma

e Olkoon
X ~ Poisson(rt)
o Maéritelldan jatkuva satunnaismuuttuja y:
Y = Ensimmaisen tapahtuman sattumisaika
= Tapahtumien valiaika
e Satunnaismuuttuja Y noudattaa ek sponenttijakaumaa

parametrinaan n.
Ks. tarkemmin lukua Jatkuvia jakaumia.
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Poisson-jakauma

Poisson-prosessi:
Esimerkki

o Tarkastellaan radioaktiivista hajoamista.
e Olkoon satunnaismuuttuja

X = akavdilla[o, t] hgjoavien atomien lukumaara
o Taldin

X ~ Poisson( )

jossa n on alkuainekohtainen parametri, joka kuvaa keskimaarin
ailkayksikkda kohden hajoavien atomien lukumaar aa.
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