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Todennakodisyyslaskenta

Osa 1. Todennakdisyys ja sen laskusaannot
Todennakdisyyden aksioomat
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Todennakdisyyden aksioomat

>> Todennakoisyyden maaritteleminen
Todennakoisyyden aksioomat darellisissa otosavaruuksissa

Klassinen todennékdisyys, suhteellinen frekvenssi ja ehdollinen
todennakoisyys

Todennakoisyyden aksioomat darettomissé otosavaruuksissa
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Todennakdisyyden naiivit maaritelmat

L uvussa Todennakoisyyslaskennan peruskasitteet
todennak6isyydelle on esitetty kolme naiivia
maaritelmaa:

(1) Tapahtuman klassinen todennakoisyys on
tapahtumalle suotuisien tul osvaihtoehtojen
suhteellinen frekvenss.

(i) Tapahtuman empiirinen todennakdisyys on
tapahtuman (tilastollisesti stabiili) suhteellinen
frekvenss.

(i11) Todennakdisyys on tapahtuman sattumisen
mahdollisuuden mitta.
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Todennakdisyyden naiivit maaritelmat:
Kommentteja

o Kuten ndemme, yksikdan todenndkoisyyden naiiveista
madritelmista (i)-(iil) e téyta hyvan matemaattisen
maaritelman tunnusmerkkeja
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Klassinen todennakoisyys

Tarkastellaan satunnaiskoetta, johon liittyy n yhta toden-
nakoista tul osvai htoehtoa.

Tarkastellaan ko. satunnai skokeessa tapahtumaa A, johon
liittyy k yhta todennakai sta tul osvai htoehtoa, joita
sanotaan tapahtumalle A suotuisiks.

Tapahtuman A klassinen todennak 6isyys on tapahtumalle
suotuisien tulosvai htoehtojen suhteellinen frekvenss

K

n
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Klassinen todennakoisyys:

EsimerkKi

» Heitetdan kahta virheetonta noppaa.
o Mikéa on tapahtuman
A =" SIimalukujen summaks saadaan 11 tai 12"
todenndkdisyys?
« Kahden virheettéman nopan heitossa mahdolliset tul osvaihtoehdot
muodostuvat 6° 6 = 36 lukuparista
i,j),1=1,2,3,4,5,6,)=1,2,3,4,5,6
joiden kaikkien todennakdisyys on 1/36.
e Tapahtumalle A suotuisia tulosvaihtoehtoja on 3 kpl:
(5,6), (6,9), (6,6)
« Siten tapahtuman A klass nen todennakdisyys on
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Klassinen todennakoisyys:

Kommentteja

Klassisen todenndk6isyyden maaritelma soveltuu vain
sellaisten satunnaisilmi6iden tapahtumille, joissa tul os-
vaihtoehdot ovat symmetrisia eli yhta todennakdisia.

sellaisiin satunnaiskokeisiin, joilla on &arettbman monta
tulosvai htoehtoa.
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Todennakoisyyden maaritteleminen

Empiirinen todennakdisyys

Toistetaan jotakin satunnaiskoetta n kertaa.

Oletetaan, etta tapahtuma A sattuu koetoistojen aikana f
kertaa.

Jos tapahtuman A suhteellinen frekvenss
f

n

|dhestyy jotakin kiintedtd lukua p koetoistojen lukumaaran
n kasvaessa rgjatta, on p tapahtuman A empiirinen
todennakoisyys.
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Esimerkki 1/3

o Eraassa kyselytutkimuksessa selvitettiin miten suomalaiset suhtautuvat
Suomen mahdolliseen NATO-jasenyyteen.

o Tutkimus perustui satunnaisotokseen, johon poimittiin arpomalla
1800
suomal aista.
o Otoksessa
1080
henkila ilmoitti vastustavansa NATO-jasenyytta
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Esimerkki 2/3

Tutkimusta voidaan kuvata satunnaisilmiona seuraavallatavalla:
Satunnai skoe:

Y hden suomal ai sen poimiminen arpomalla otokseen
Koetoistojen lukuméaara (otoskoko):
n= 1800
Tapahtuma A:
Otokseen poimittu suomalainen vastusti Suomen NATO-
jasenyytta
Tapahtuman A frekvenssi koetoistojen joukossa:

f=1080
Tapahtuman A suhteellinen frekvenss:
f 1080 _ 0.6

n 1800
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Esimerkki 3/3

Jos otoksen poiminnassa kaytettiin arvontaa, voidaan ol ettaa, etta
tapahtuman A suhteellinen frekvenssi séilyy stabiilina, jos otoskokoa
kasvatetaan tai otantaa toistetaan.

Jos ol etus tapahtuman A suhteellisen frekvenssin stabiiliudesta
péatee, havaittua suhteellista frekvenssia 0.6 on jarkevaa kutsua toden-

nakoisyydeks, ettd satunnai sesti valittu suomalainen vastustaa Suomen
NATO-jasenyytta.

Siten tapahtuman A empiirinen todennakaisyys on
Pr(A) = 0.6
otoksesta saatujen tietojen perusteella.
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Kommentteja

Empiirisen todenndkdisyyden maéritel ma edel lyttéa

sitg, etta tapahtuman suhteellinen frekvenss kayttaytyy
koetoistojen lukumaaran kasvaessa tilastollisesti stabiilisti.
Empiirista todenndkoisyytta e voida liittaa sellaisin
satunnaisiimidihin, joista el ole havaintoja.

Tapahtuman empiirista todennakdisyytta el voida -
nimestaan huolimatta- maarata kokeellisesti, koska

aarettdman monen koetoiston tekeminen & ole
kaytanndssa mahdollista.

Mikaan el takaa, ettda empiirisen todennakoisyyden
maaritelmassa esiintyva rga-arvo on olemassa.
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Todennakoisyyden maaritteleminen

Todennakdisyys mittana

TodennakOisyytta voidaan kutsua mitaksi, joka mittaa
satunnaisilmidn tapahtumavai htoehtojen sattumisen
mahdollisuuksia.

Venn-diagrammien kaytto todennakoi syys askennan

perusl askutoi mitusten havainnol listamisessa perustuu juuri
siihen, etta todennakaisyydella on mittana samantapai set
ominaisuudet kuin pinta-alamitalla.
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Todennakoisyys mittana:

Kommentteja

» Todenndksisyyden kutsuminen mitaks siséltad jotakin
hyvin olennaista todennak6isyyden luonteesta.

» Todennakdisyydella on samantapaiset ominaisuudet
kuin esimerkiks pinta-ala- tai tilavuusmitalla paitsi, etta
tapahtuman todennakdisyydella on ylargana varman
tapahtuman todennakadisyys 1.

o Todennakdisyyden kutsuminen sattumisen mahdollisuuden
mitaksl on kuitenkin kehamaaritelma:

Sattumisen mahdollisuus tarkoittaa suunnilleen samaa kuin
todennakaisyys.
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Todennakdisyyden aksiomaattinen maarittely 1/2

o Yksikaan todenndk06isyyden naiiveista médritelmista el
tayta hyvan matemaatti sen maaritelman tunnusmerkkeja

o Matemaattisesti kelvollisen yleisen méaéritelman toden-

Kolmogorov 1930-luvun alussa.

« Kolmogorovin aksioomien mukaan todenndkoisyys-
|askenta on matemaattisen mittateorian osa.

e Todenndkoisyyden naiivit maaritelmét voidaan sijoittaa—
sopivasti muotoiltuina— Kolmogorovin aksioomajarjes-

kuvauksi na.
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Todennakoisyyden maaritteleminen

Todennakdisyyden aksiomaattinen maarittely 2/2

o Seuraavissa kappal eissa tarkastel|laan todenndkoisyyden
aksiomaattista maarittelya.

o Tarkastelu on jaettu kahteen osaan:
(1) Todennakdisyyden méarittely aarellisissa otos-
avaruuksissa.
(i) Todennakdisyyden méarittely aar ettomissa otos-
avaruuksissa.

o Samallatarkastellaan todenndk6isyysl askennan lasku-
saantdjen todistamista aksioomista | ahtien.
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Todennakdisyyden aksioomat

Todennakoisyyden maaritteleminen
>> Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Klassinen todennékdisyys, suhteellinen frekvenssi ja ehdollinen
todennakoisyys

Todennakoisyyden aksioomat darettomissé otosavaruuksissa

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Boolen algebra:

Maaritelma 1/2

e Olkoon Sjoukko.

e OlkoonF jokin joukon Sosa oukkojen muodostama
joukkoperhe.

o Josslisjoukko A on joukkoperheen F akio, niin A on
joukon S osajoukko:

Al Fb Al S

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Boolen algebra:

Maaritelma 2/2

» JoukkoperheF on Boolen algebra, jos
(1) Tyhjajoukko A on joukkoperheen Falkio:
Al F
(i1) Josjoukko A on joukkoperheen Falkio, niin sen
komplementti A¢ on joukkoperheen F akio:
Al Fb Al F
(111) Josjoukot A ja B ovat joukkoperheen F alkioita, niin
niiden yhdiste AE B on joukkoperheen F dkio:
Al F,BI Fb AEBI F
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Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Boolen algebrat ja

joukko-opin operaatiot 1/2

e OlkoonF joukossa S méaritelty Boolen algebra.
o Olkoot
Al FjaBI F
e Suoraan Boolen algebran aksioomien mukaan tyhja joukko

AE, komplementtijoukot Ac ja B¢ seka yhdiste AE B kuuluvat
joukkoperheeseen F:

/E,A,B°, AEBI F
» Lisdks voidaan osoittaa, etta perusoukko S, leikkaus ACB
seka erotukset A\B ja B\A kuuluvat joukkoperheeseen F:
S,ACB,A\B,B\AI F
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Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Boolen algebrat ja

joukko-opin operaatiot 2/2

« Boolen algebrat ovat siis suljettuja tavanomaisten joukko-
opin operaatioiden suhteen.

o Talatarkoitetaan siita, etta tavanomaiset joukko-opin
operaatiot elvat vie Boolen algebran ulkopuolélle:
Jos Boolen algebran F joukkoihin sovelletaan korkeintaan
aarellinen maar a tavanomaisia joukko-opin operaatioita
komplementti, yhdiste, leikkaus ja erotus, niin tuloksena
saatavat joukot kuuluvat edelleen Boolen algebraan F .
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Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Joukko-opin operaatiot

Olkoon F joukossa S maaritelty Boolen algebra.
Todistetaan seuraavat joukko-opin tul okset:

(i) Joukko SI F

(ii) JosAl F,BI F,ninACBI F

(iii) JosAl F,BI F ,niinA\BI F

TKK
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Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Joukko-opin operaatiot:
Perusjoukko 1/2

Olkoon F joukossa S maaritelty Boolen algebra.
Taloin perugoukko Skuuluu joukkoperneeseenF :
SI F

TKK
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Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Joukko-opin operaatiot:

Perusjoukko 2/2

 Vateseurag, sitaetta
S=/&

« Todistetaan siis, etta
1 F

 Aksiooman (i) mukaan
Al F

e Aksiooman (ii) mukaan
A =Sl F

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Joukko-opin operaatiot:
Leikkausjoukko 1/2

Olkoon F joukossa S

madritelty Boolen algebra.

Olkoot
Al F,BI F

Talldin joukkojen A jaB

leikkaukselle pétee:
ACBI F

)
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Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Joukko-opin operaatiot:

Leikkausjoukko 2/2

e Vaite seuraasita, etta
DeMorganin lain mukaan

AC B =(A°E B°)°
e Todistetaan siis, etta
Al F,BT Fb (AAEB®°l F
e Aksiooman (ii) mukaan
Al F,BI FP A1 F,B°1 F
e Aksiooman (iil) mukaan
A B

AT F,B°l FP AEB°l F
* Vihdoin aksiooman (ii) mukaan

AEBT Fb (AE BT F
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Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Joukko-opin operaatiot:
Erotusjoukko 1/2

Olkoon F joukossa S

méadritelty Boolen algebra.

Olkoot
Al F,BI F

Talldin joukkojen A jaB

erotukselle pétee:
A\BI F
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Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Joukko-opin operaatiot:

Erotusjoukko 2/2

o Véteseuraadity etta
A\B=ACB"

» Todistetaan siis, etta
Al F,Bl FP ACB°l F

« Aksiooman (ii) mukaan
Bl Fb B°T F

» Lekkaugoukkoakoskevan
tuloksen mukaan
Al F,B°1 FP ACB°l F 4
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Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Boolen algebra:

EsimerkKi

e Olkoon S mielivaltainen joukko.
 Olkoon
Al S
mielivaltainen joukon S osajoukko.
o Talaoinjoukkoperhe
F={/&AA,Sd
muodostaa Boolen algebran joukossa S, koska
(i) &l F
(i) Bl Fp B°T F
(iii) B F,C1 Fp BECI F
Tassa B ja C voivat olla mitka tahansa kaksi joukoista 4, A, A°, S.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Boolen algebra tapahtuma-algebrana 1/2

» OlkoonF otosavaruudessa S maaritelty Boolen algebra.

« Kutsutaan Boolen algebraan F kuuluvia otosavaruuden S
0sgjoukkojatapahtumiksi.

« JossisAl F,niinAl SjaA on tapahtuma.
« Kutsutaan Boolen algebraan F kuuluvien otosavaruuden S
osgoukkojen adkioitaalkeistapahtumiksi.

e Jossiis
sl Al F
jollekin Al F, niin s on akeistapahtuma.
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Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Boolen algebra tapahtuma-algebrana 2/2

* OlkoonF otosavaruudessa S maaritelty Boolen algebra.
» Olkoot otosavaruuden S osgjoukot A ja B tapahtumia eli
Al FjaBI F
o TAaloinsiismyds
Ac,Bc, AEB,ACB, AB, B\A
ovat tapahtumia.

e Siten otosavaruuden tapahtumista voidaan johtaa uusia
tapahtumia soveltamalla niihin tavanomaisia joukko-opin
operaatioita.
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Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Aéarelliset otosavaruudet

o Olkoon Séaarellinen otosavaruus, jossa on n alkiota.
« Olkoon
F={AAl §
otosavaruuden S kaikkien osajoukkojen perhe, joten
joukkoperheessa F on

n(F)=2"
akiota.

e Otosavaruuden Skaikkien osajoukkojen perhe F
muodostaa triviaalin Boolen algebran joukossa S
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Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Todennakdisyyden aksioomat 1/2

o Olkoon Séaarellinen otosavaruus jaF jokin sen
0s3] oukkojen muodostama Boolen algebra.

» Olkoon Pr joukkofunktio, joka liittéa jokaliseen Boolen
algebraan F kuuluvaan otosavaruuden S osgoukkoon A
reaaliluvun Pr(A).

e JossiisAl F,niin Pr(A)l
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Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Todennakdisyyden aksioomat 2/2

o Joukkofunktio Pr on todennakadisyys, j0s

i) Pr(S)=1
(ii) O£ Pr(A) £1kaikille Al F
(iii) Al F,Bl F,ACB=/P
Pr(AE B) =Pr(A) + Pr(B)
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Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Todennakdisyyden aksioomat:

Kommentteja 1/2

» Aarellisen otosavaruuden todennakdisyyden aksioomien
(1)-(i11) mukaan todennakaisyys Pr on positiivinen,
aarellisesti additiivinen ja normeerattu mitta.

o Aksioomat (i) ja(il), normeeraus ja positiivisuus:

Al SP OEPr(A)EPI(9=1
« Aksiooma (iit), darellinen additiivisuus:
ACB=/EP Pr(AEB) = Pr(A) + Pr(B)

e Aksiooma (iil) on toisensa poissulkevien tapahtumien

yhteenlaskusaanto.
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Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Todennakdisyyden aksioomat:

Kommentteja 2/2

e Aksioomien (i)-(iii) olennaisena sisdltona on siis se, etta
todenndkoi syys on mitta matematiikan tarkoittamassa
mielessa.

* Todenndkoisyyd askentaa voidaan pitéa matemaattisen
mittateorian osana.

o Aksioomien (i)-(ii1) mukaan todenndkoisyysmitalla on
samat ominaisuudet kuin pinta-alamitalla paits, etta
todenndkoisyysmitta on normeerattu niin, ettd sen
ylargjaon 1.
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Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Tapahtumien todennakdisyydet
aarellisessa otosavaruudessa

 Adrellisen otosavaruuden tapahtumista voidaan muodostaa
uusia tapahtumia soveltamalla Boolen algebran aksioomia
ja niista johdettuja joukko-opin laskusdantdj a.

» Uusien tapahtumien todennakdisyydet saadaan
soveltamalla &arellisen otosavaruuden todennakaoi syyden
aksioomia ja niista johdettuja todennakdi syyslaskennan
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Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Aéarelliset todennakdisyyskentat

o Kolmikko
(S,F,Pr)
muodostaa aar ellisen todennak disyyskentan, jos
Seuraavat ehdot patevét:
(1) Otosavaruus Son &rellinen.

(i) Joukkoperhe F on jokin joukon S osgjoukkojen
muodostama Boolen algebra.
(i11) Joukkofunktio Pr on Boolen algebraan F kuuluville

otosavaruuden S osgoukoille méaritelty aarellisen
otosavaruuden todennakoi syysmitta.
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Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Todennakdisyyslaskennan laskusaantojen

todistaminen

e Todistetaan seuraavat todennako6isyysd askennan lasku-
saannot todenndkdi syyden aksioomista lahtien:

(1) Mahdottoman tapahtuman todennakoisyys.
(i) Komplementtitapahtuman todennakadisyys.
(i11) Osajoukon todenndkdisyys.
(iv) Yleinen yhteenlaskusaanto.
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Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Mahdottoman tapahtuman todennakaoisyys

o Olkoon Sé&arellinen otosavaruus.
o Olkoon A mahdoton tapahtuma.
o Taloin

Pr(A) =0

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Mahdottoman tapahtuman todennakaoisyys:

Perustelu

« Olkoon F otosavaruuden S osgjoukoille mé&aritelty Boolen algebra.
* Olkoon A mahdoton tapahtuma.

o TAlGin
Al F

o Joukot A ja Smuodostavat otosavaruuden S osituksen:
AES=S
ACS=/

e Todenndkoisyyden aksioomien (i) ja(iii) mukaan
1=Pr(S) = Pr(EE S) = Pr(/E) + Pr(S) = Pr(/& +1
josta valttamatta seuraa

Pr(A) =0
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Todennéakoisyyden aksioomat &arellisissa otosavaruuksissa
Komplementtitapahtuman todennakaoisyys

e Olkoon A aarellisen otos-
avaruuden Stapahtuma.

o Taloin tapahtuman A
kompl ementtitapahtuman
AC todennakoisyydelle
patee:

Pr(A°) =1- Pr(A)

AC
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Todennéakoisyyden aksioomat &arellisissa otosavaruuksissa
Komplementtitapahtuman todennakoisyys:

Perustelu 1/2

e Olkoon F otosavaruuden S
0saj oukoille mé&aritelty Boolen
algebra.

o Vdte:
Al Fb Pr(A°) =1- Pr(A)

» Boolen algebran aksiooman (ii)
mukaan
Al Fb Al F

» Joukot A ja A° muodostavat
otosavaruuden S osituksen:
AEAc=S
ACAc= /E

AC

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Todennéakoisyyden aksioomat &arellisissa otosavaruuksissa

Komplementtitapahtuman todennakoisyys:
Perustelu 2/2

» Todenndkoisyyden aksioomien
(i) ja (iii) mukaan
1=Pr(S)
=Pr(AE A°)
=Pr(A) + Pr(A")

josta vdite seuraa.

AC
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Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Osajoukon todennakadisyys

 Olkoot AjaB &rellisen
otosavaruuden S
tapahtumia.

e OlkoonBI A.
o Tdaloin péatee:
Pr(B) £ Pr(A)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Osajoukon todennakdisyys:
Perustelu 1/2

e Olkoon F otosavaruuden S
0saj oukoille mé&aritelty Boolen
algebra.

o Vaite:
Al F,BI F,BIl Ab
Pr(B) £ Pr(A)

» Lekkaus- tai erotugoukkoa
koskevan tuloksen mukaan

Al F,BI Fb
A\B=ACB°l F
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Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Osajoukon todennakdisyys:

Perustelu 2/2

« KoskaBI| A, joukot BjaA\B
muodostavat joukon A
osituksen:

BE(A\B) = A
BC(A\B) = /£

e Aksioomien (ii) ja (ii1) mukaan
Pr(A) = Pr(B) + Pr(A\ B) 3 Pr(B)
mikaoli véite.

TKK (c) likka Mellin (2006)



Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Yleinen yhteenlaskusaanto

 Olkoot AjaB &rellisen
otosavaruuden S
tapahtumia.

o Talldin péateeyleinen
yhteenlaskusaanto:
Pr(AE B)
=Pr(A) + Pr(B) - Pr(ACB)

TKK (c) likka Mellin (2006)



Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Yleinen yhteenlaskusaanto:

Perustelu 1/3

e Olkoon F otosavaruuden S
0saj oukoille mé&aritelty Boolen
algebra.

o Vdte:
Al F,BlI Fb
Pr(AE B)
=Pr(A) +Pr(B)- Pr(AC B)

» Boolen algebran aksiooman (iii)
seka leikkaus- ja erotug oukkoja
koskevien tuloksien mukaan

Al F,BI Fb
AEBI F,ACBI F
A\BT F,B\Al F

TKK (c) likka Mellin (2006)



Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Yleinen yhteenlaskusaanto:

Perustelu 2/3

o Joukot A ja B\A muodostavat
joukon AE B osituksen:

(1) AEB=AE(B\A)
AC(B\A) = /E

» Joukot ACB ja B\A muodostavat
joukon B osituksen:

(2) B=(ACB)E(B\A)
(AGB)C(BWA) = A
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Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Yleinen yhteenlaskusaanto:

Perustelu 3/3

o QOsituksesta (1) ja aksioomasta
(111) seuraa:
(3) Pr(AEB) = Pr(A) + Pr(B\A)
o QOsituksesta (2) ja aksioomasta
(111) seuraa:
(4) Pr(B) =Pr(ACB) + Pr(B\A)
» Ratkaisemalla Pr(B\A) yhtal osta
(4) jasjoittamallaratkaisu
yhtal 66n (3) saadaan vaite:
Pr(AE B)
= Pr(A) + Pr(B) — Pr(ACB)

TKK (c) likka Mellin (2006)



Todennakdisyyden aksioomat

Todennakoisyyden maaritteleminen
Todennakoisyyden aksioomat darellisissa otosavaruuksissa

>> Klassinen todennékoisyys, suhteellinen frekvenssi ja ehdollinen
todennakoisyys

Todennakoisyyden aksioomat darettomissé otosavaruuksissa

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Klassinen todenndkoisyys ja suhteellinen frekvenssi
Klassinen todennakoisyys ja

suhteellinen frekvenssi todennako6isyyksina

e Osoitamme, etta klassinen todennakoisyys ja suhteellinen
frekvenss toteuttavat - sopivasti maariteltyind - aarellisen
otosavaruuden todenndkoi syyden aksioomat.

» Siten klassista todennakoisyytta ja suhteellista frekvenssia
voldaan pitaa todennakdisyyden tulkintoina.
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Klassinen todennakoisyys
Klassinen todennakoisyys:

Maaritelma 1/2

 OlkoonS={s,,s,, ..., s, johonkin satunnaiskokeeseen
liittyva &arellinen otosavaruus, jossaon n = n(S) akes
tapahtumaa.

* Oletetaan, etta otosavaruuden S alkeistapahtumat ovat
symmetrisia eli yhtatodennakoisia.
o Taldin
Pr(s) 1 1=12,K,n
n

 Olkoon A :{sil s, K, qk} | Stapahtuma, jossa on
k = n(A) alkeistapahtumaa, joita sanotaan tapahtumalle A
suotuisiksi.
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Klassinen todennakoisyys
Klassinen todennakoisyys:

Maaritelma 2/2

Maaritell&an tapahtuman A klassinen todennakdisyys
Pr.(A) kaavalla

Pr.(A) = K
jossasis

k=n(A)

n=n(y
Klassinen todennakoisyys Pr (A) toteuttaa toden-
nakoisyyden aksioomat (i)-(iit), joten klassinen toden-
nak 6isyys on todennakdisyys.

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Klassinen todennakoisyys
Klassisen todennakdisyyden maaritelma:

Perustelu

e Olkoon
A={s.s K.s}1 S={s.s,K,s}
o Tdlain
A={s}E{s}ELE{s]
jaliséks alkeistapahtumat
Sj ’ J :1121K1k
ovat pareittain toisensa poissulkevia.
 Koskaakestapahtumats, , s, , ... , S, on oletettu symmetrisiksi,
todennakdisyyden aksioomasta (iii) seuraa:

Pr(A)=Pr(s ) +Pr(s ) +L+Pr(s ) zi+L+l :5 =Pr (A

Aao48 N

k kpl

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Klassinen todennakoisyys
Klassinen todennakdisyys on todennakoisyys:
Perustelu 1/2

« Todistetaan, etta klassinen todennakadisyys Pr (3 toteuttaa
todenndkoisyyden aksioomat.

o Aksiooma(i):
Koskan(S =n, niin
Pr(S9=n/n=1
e Aksiooma(ii):
Kaikille tapahtumille A1 S pétee
O£n(A)=KEn=n(y
Siten
OE£Pr(A)=kinE1l

TKK (c) likka Mellin (2006)



Klassinen todennakoisyys
Klassinen todennakdisyys on todennakoisyys:
Perustelu 2/2

o Aksiooma(iii):

Jos tapahtumat A ja B ovat toisensa poissulkevia eli, jos ACB = A,
niin

Kaep = Ko + Kg
Taloin y K
. \ +
Pr(AEB)=-—#%E=_#~A__F
n n
:ﬁ+§
N N

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Suhteellinen frekvenssi
Suhteellinen frekvenssi:

Maaritelma

e Olkoon Sjohonkin satunnaiskokeeseen liittyva aarellinen
otosavaruus.
« Olkoon Al Stapahtuma otosavaruudessa S
« Toistetaan satunnaiskoetta n kertaa.
» Olkoon f, tapahtuman A frekvenss koetoistojen joukossa.
o Taloin
fA
n

on tapahtuman A suhteellinen frekvenssi.
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Suhteellinen frekvenssi
Suhteellinen frekvenssi on todennakoisyys

» Kaytetaan tapahtuman A suhteelliselle frekvenssille f,/n
merkintaa:

Pr. (A :%

» Suhteellinen frekvenssi Prq(A) toteuttaa todennakoisyyden
aksioomat (i)-(iii), joten suhteellinen frekvenssi on
todennakoisyys.
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Suhteellinen frekvenssi
Suhteellinen frekvenssi on todennéakoisyys:
Perustelu 1/2

« Todistetaan, etta suhteellinen frekvenss Pr (3 toteuttaa
todenndkoisyyden aksioomat.

» Toistetaan satunnaiskoetta n kertaa.
o Aksiooma(i):
Koska otosavaruus S on varma tapahtuma eli S sattuu jokaisessa
koetoistossa, niin
fs=n
Siten
Pr{S =fdn=n/n=1
o Aksiooma(ii):
Kaikille tapahtumille A1 Spatee0 £ f, £n.
Siten
O£ Pr((A)=f,/nE1l
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Suhteellinen frekvenssi

Suhteellinen frekvenssi on todennéakoisyys:
Perustelu 2/2

Aksiooma (iii):
Jos tapahtumat A ja B ovat toisensa poissulkevia eli, jos ACB = A,
niin

fazp = fa + 15

Tdldin f b
. - +
Pr, (AE B) = ~AE8 = "A "8
n n
:h+h
n n
= Pr (A)+Pr(B)

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Suhteellinen frekvenssi
Empiirinen todennakdisyys

» Jostapahtuman A suhteellinen frekvenss

Pr. (A :%

|dhestyy toistokokeiden lukumé&ran n ragjatta kasvaessa
jotakin kiintedta lukua p, sanotaan lukua p tapahtuman A
empiiriseks todennakdisyydeks.

e Jossdlisp on tapahtuman A empiirinen todennakoisyys,
niin

Pr. (A)z%@ P, KunnN® +¥
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Suhteellinen frekvenssi
Todennakdisyyden frekvenssitulkinta

Oletetaan, etta tapahtuman A todennakoisyys on p.

Toistetaan sité satunnai koetta, johon tapahtuma A liittyy,
n kertaa.

Todennakoisyyden frekvenssitulkinnan mukaan
tapahtuman A suhteellinen frekvenssi

f
Pr, (A) = —
n
vaihtel ee satunnai sesti koetoistosta toiseen, mutta saa
keskimaarin tapahtuman todennakaoisyytta p lahella olevia

arvoja.

TKK
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Ehdollinen todennakdisyys
Ehdollinen todennakdisyys todennakadisyytena

e Seuraavassa 0soitetaan, etta endollinen todennakaisyys
toteuttaa &érellisen otosavaruuden todennakdisyyden
aksioomat.

« Siten ehdollista todenndkoisyytta voidaan pitaa toden-
nakoisyyden kasitteen laajennuksena.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Ehdollinen todennakdisyys
Ehdollinen todennakdisyys:

Maaritelma

Olkoon Sjohonkin satunnai skokeeseen liittyva aarellinen
otosavaruus.

Olkoot Al SjaCl StapahtumiajaPr(C)?t O.
Maaritell&an tapahtuman A ehdollinen todennakdisyys
Pr(A|C) kaavalla
Pr(ACC)

Pr(C)
Ehdollinen todenndkdisyys Pr(A|C) toteuttaa toden-

Pr(AC) =

nak 6isyys on todennakdisyys.

TKK
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Ehdollinen todennakdisyys
Ehdollinen todenndkdisyys on todennakodisyys:
Perustelu 1/3

» Todistetaan, etta ehdollinen todennakdisyys Pr(%| » toteuttaa
todenndkoisyyden aksioomat.

o Aksiooma(i):
Kaikille tapahtumille C1 Spétee SCC = C.
Siten

PI’(S|C) _ PI’(S(; C) _ Pr(C) —1
Pr(C) Pr(C)
e Aksiooma(ii):
Kaikille tapahtumille Al SjaCl Spiee ACCI C,joten
0 £ Pr(ACC) £ Pr(C).
Siten
Pr(ACC) c Pr(C) _1

0L (AC)= "5 Eho)

TKK (c) likka Mellin (2006)



Ehdollinen todennakdisyys

Ehdollinen todenndkdisyys on todennakodisyys:
Perustelu 2/3

o Aksiooma(iii):
Kaikille joukoille A, B ja C pétee distribuutiol aki
(AEB)CC = (ACC)E(BCC)
Jos tapahtumat‘Aja B ovat toisensa poissulkevia €li, josACB = A,
niin kakille C1 Spétee
(ACC)C(BCC) = A

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Ehdollinen todennakdisyys
Ehdollinen todenndkdisyys on todennakodisyys:

Perustelu 3/3

Talsin
Pr((AE B)CC)
Pr(C)
_Pr((ACC)E(BCC))
Pr(C)
_Pr(ACC) N Pr(BCC)
Pr(C) Pr(C)
=Pr(AC)+Pr(B|C)

Pr(AE B|C) =

TKK (c) likka Mellin (2006)



Todennakdisyyden aksioomat

Todennakoisyyden maaritteleminen
Todennakoisyyden aksioomat darellisissa otosavaruuksissa

Klassinen todennékdisyys, suhteellinen frekvenssi ja ehdollinen
todennakoisyys

>> Todennakoisyyden aksioomat darettdmisséa otosavaruuksissa

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Todennakoisyyden aksioomat darettomissé otosavaruuksissa
Aarettomat otosavaruudet

« Adrdlisille otosavaruuksille esitetyt aksioomat eivét
sellaisenaan kel paa aarettomille otosavaruuksille:

Tamajohtuu seuraavista selkoista:

(1)

(1)

Adrettoman otosavaruuden tapauksessa kaikki otos-
avaruuden osajoukot eivat valttamatta kel paa
tapahtumiksi.

Aarellisen otosavaruuden aksiooma (iii) on
aarettoman otosavaruuden tapauksessa korvattava
aksioomalla, joka sallii &arettdbméan monen pareittain
toi sensa poissulkevan tapahtuman tarkastel un.

TKK

(c) likka Mellin (2006)

71



Todennakoisyyden aksioomat darettomissé otosavaruuksissa
s-algebra:
Maaritelma 1/2

e Olkoon Sjoukko.

e OlkoonF jokin joukon Sosg oukkojen muodostama
joukkoper he.

o Josslisjoukko A on joukkoperheen F akio, niin A on
joukon S osajoukko:

Al Fb Al S

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Todennakoisyyden aksioomat darettomissé otosavaruuksissa
s-algebra:

Maaritelma 2/2

o JoukkoperneF on s-algebra, jos
(1) Tyhjajoukko A on joukkoperheen F akio:
Al F
(i) Josjoukko A on joukkoperheen F alkio, niin sen
komplementti A¢ on joukkoperheen F akio:
Al Fb Al F

(i) Josjoukot A, A,, A,, ... ovat joukkoperheen F

alkioita, niin niiden yhdiste EA. on joukkoperheen F
akio:

A A AKI FP CJAT F
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Todennakoisyyden aksioomat darettomissé otosavaruuksissa
s-algebrat ja
joukko-opin operaatiot 1/2

Olkoon F joukossa S maaritelty s-algebra.
Olkoot
Al F,i=123K
Suoraan s-algebran aksioomien mukaan joukkojen A
komplementit ja niiden yhdiste E A ovat joukkoperheen F
akioita:
¥
AT F,i=123K ja UATF
=1
Lisaks voidaan osoittaa, ettd joukkojen A letkkaus CA; on
joukkoperheen F alkio:
¥

IATF
=1
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Todennakoisyyden aksioomat darettomissé otosavaruuksissa
s-algebrat ja
joukko-opin operaatiot 2/2

o s-algebrat ovat siis suljettuja numeroituvan monen tavan-
omai sen joukko-opin operaation suhteen.

o Talatarkoitetaan siita, etta numeroituva maaratavan-
omaisia joukko-opin operaatioita el vie s-algebran ulko-
puolele
Jos s-algebran F joukkoihin sovelletaan korkeintaan
numer oituva maara tavanomaisia joukko-opin operaatioita
komplementti, yhdiste, leikkaus ja erotus, niin tuloksena
saatavat joukot kuuluvat edelleen s-algebraan F .
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Todennakoisyyden aksioomat darettomissé otosavaruuksissa

s-algebrat ja Boolen algebrat

Jos joukon S osajoukkojen perhe F toteuttaa s-algebran
aksioomat, niin se toteuttaa myds Boolen algebran
aksioomat.

Jokainen Boolen algebran aksioomista johdettu joukko-
opin s&anto patee myos s-algebroille.

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Todennakoisyyden aksioomat darettomissé otosavaruuksissa
Kolmogorovin aksioomat todennakaoisyydelle 1/2

e Olkoon Sotosavaruus jaF jokin joukon S osa oukkojen
perhe, joka muodostaa s-algebran.

o Olkoon Pr joukkofunktio, joka liitté& jokal seen s-algebraan
F kuuluvaan otosavaruuden S osgoukkoon A reaaliluvun
Pr(A).

e JossiisAl F,niin Pr(A)l

TKK (c) llkka Mellin (2006) 77



Todennakoisyyden aksioomat darettomissé otosavaruuksissa
Kolmogorovin aksioomat todennakaoisyydelle 2/2

o Joukkofunktio Pr on todennakadisyys, j0s

(i) Pr(S)=1

(i) OE£Pr(A) £1kaikilleAl F

(i) AA,AKI FlaACA =/&i* jp
IDIr(_UlA) =éPr(A)
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Todennakoisyyden aksioomat darettomissé otosavaruuksissa
Kolmogorovin aksioomat:

Kommentteja 1/2

Kolmogorovin aksioomien (1)-(iii) mukaan toden-

normeer attu mitta.

Aksioomat (1) ja (ii), normeeraus ja positiivisuus:
Al FP OEPI(A)EPI(9=1

Aksiooma (iii), taydellinen additiivisuus:

JosAl F,i=1,23, ... jaACA=/Ai'|,niin
Pr(EA) = & Pr(A)

Aksiooma (iii) on pareittain toisensa poissulkevien

tapahtumien yhteenlaskusaanto.

TKK

(c) likka Mellin (2006) 79



Todennakoisyyden aksioomat darettomissé otosavaruuksissa
Kolmogorovin aksioomat:

Kommentteja 2/2

e Aksioomien (i)-(iii) olennaisena sisdltona on siis se, etta
todenndkoi syys on mitta matematiikan tarkoittamassa
mielessa.

* Todenndkoisyyd askentaa voidaan pitéa matemaattisen
mittateorian osana.

o Aksioomien (i)-(ii1) mukaan todenndkoisyysmitalla on
samat ominaisuudet kuin pinta-alamitalla paits, etta

todenndkoisyysmitta on normeerattu niin, ettd sen
ylargjaon 1.
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Todennakoisyyden aksioomat darettomissé otosavaruuksissa
Kolmogorovin aksioomat ja

aarellisen otosavaruuden aksioomat

» Josjoukkofunktio Pr toteuttaa todennakdisyyden
aksioomat aarettomille otosavaruuksille, niin se toteuttaa
todenndkoisyyden aksioomat myos aérellisille otos-
avaruuksille.

« Jokainen &arellisen otosavaruuden todennakoisyyden
aksioomista johdettu todennakoi syyden laskusaanto pétee
my0s &arettomille otosavaruuksille.
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Todennakoisyyden aksioomat darettomissé otosavaruuksissa

Mitallisuus 1/2

e Jos Son aardlinen otosavaruus, kaikille otosavaruuden S
osgjoukoille A1 Svoidaan maaritella todennakdisyys.

o Siten darellisen otosavaruuden Stapauksessa kaikki
otosavaruuden osgjoukot A1 Skelpaavat tapahtumiksi.

» Jos Son aareton otosavaruus, kaikille otosavaruuden S
osgoukoille Al Se voida valttamatta maaritella toden-
nakoisyytta.

o Siten darettdman otosavaruuden Stapauksessa kaikki

otosavaruuden osgjoukot A1 Seivat valttamétta kelpaa
tapahtumiksi.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 82



Todennakoisyyden aksioomat darettomissé otosavaruuksissa

Mitallisuus 2/2

 Sellaisiaotosavaruuden Sosgjoukkoja Al S joille
voidaan méaaritella todenndkdisyys sanotaan mitallisikg.

 Sellaisiaotosavaruuden SosgjoukkojaAl S joilleé
voida mééritella todennakdisyytta sanotaan epa-
mitallisiksl.

* Voidaan osoittaa, ettd otosavaruuden S mitallisten osa-
joukkojen perhe muodostaa s-algebran.
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Todennakoisyyden aksioomat darettomissé otosavaruuksissa

Mitallisuus ja reaalilukujen joukko 1/2

Jos otosavaruutena Son reaalilukujen joukko , mm.
kaikki reaaliakselin valit seka avoimet ja suljetut joukot
ovat mitallisiaja kelpaavat tapahtumiksi.

* Voidaan osoittaa, etta reaalilukujen joukolla on toden-

elvét kelpaa tapahtumiksi.

TKK
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Todennakoisyyden aksioomat darettomissé otosavaruuksissa
Mitallisuus ja reaalilukujen joukko 2/2

Kaikki reaalilukujen joukon todennakdisyysmitan suhteen
mitalliset osajoukot saadaan tyyppia

(-¥,b] :{XT |- ¥ <x£b}
olevista puoliavoimista va elsta soveltamallaniihin

korkeintaan numeroituva maara komplementti-, yhdiste-
ja letkkausoperaatiota.

Muotoa (- ¥, b] olevat reaaliakselin valit virittavat
reaalilukujen joukon mitallisten osgoukkojen
muodostaman s-algebran.

Tahan tulokseen perustuu kertymafunktion keskeinen
asema matemaatti sessa tilastotieteessé; ks. lukua

Kertymafunktio.

TKK
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Todennakoisyyden aksioomat darettomissé otosavaruuksissa
Tapahtumien todennakdisyydet

aarettomassa otosavaruudessa

o Otosavaruuden mitallisista osgjoukoista €li tapahtumista
voldaan muodostaa uusia mitallisia osgoukkoja el tapah-
tumia soveltamalla s-algebran aksioomia ja niista
johdettujajoukko-opin s&antoja.

» Uusien tapahtumien todennakdisyydet saadaan
soveltamalla Kolmogorovin aksioomia ja niisté johdettuja
todennakoi syysl askennan |askusaantoja
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Todennakoisyyden aksioomat darettomissé otosavaruuksissa
Todennakdisyyskentat

o Kolmikko
(S,F,Pr)
muodostaa todennak 6isyyskentan, jos seuraavat ehdot
patevat:
(1) Son joukko.
(i1) Joukkoperhe F muodostaa s-algebran joukossa S

(i11) Joukkofunktio Pr on s-algebraan F kuuluville joukon
S osgjoukoille maaritelty todennakoisyysmitta, joka
toteuttaa Kolmogorovin aksioomat.
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Todennakoisyyden aksioomat darettomissé otosavaruuksissa
Lause 1

« Olkoon (S,F, Pr) todennakaisyyskentta ja A, A, A, KI F.

Taloin péatee:
(i) JosAl A1 Al L, niin
PraTJA —IlmPr(Ah)

n® +¥

(i) JosAlEAZEAgEL niin

Prae| A = limPr(A,)

n® +¥

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Todennakoisyyden aksioomat darettomissé otosavaruuksissa
Lause 1:

Todistus kohdalle (i) — 1/4

« Madritellaan

B,=A =£

B =A

B,=A\A

B,=A\A

L

jayleisedti

B=A\A,=ACA,i=123K
e JoukotB,,1=0,1,23, ... ovat

pareittain toisensa poissulkevia,
koska ol etuksen mukaan

Al A,i=123, ..

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Todennakoisyyden aksioomat darettomissé otosavaruuksissa
Lause 1:

Todistus kohdalle (i) — 2/4

e Oletuksesta

Al A,i=123, ..
Seuraa

Pr(B) =Pr(A\ A.,)
=Pr(A)- Pr(A.,)

1=1 2,3 K
e Lisdks on salvaa, etta

U_.A=U_B
e Siten

Pr(U7,A)=Pr(U7,8)

TKK (c) likka Mellin (2006)



Todennakoisyyden aksioomat darettomissé otosavaruuksissa

Lause 1:
Todistus kohdalle (i) — 3/4

« KoskajoukotB,,i=0,1, 2,3, ... ovat pareittain toisensa
poissulkevia, Kolmogorovin aksioomasta (iil) seuraa:

Pr(U:B) aPr( )—IlmaPr( )

n® +¥

e Sijoittamallatdhan Pr(B,) =Pr(A)- Pr(A_l),l =1,2,3, K saadaan

r!ggapr( )= lim gPr(A)+Pr(A)- Pr(A)
+Pr(A)- Pr(A)

L
+Pr(A,,)- Pr(A.,)
+Pr(A)- Pr(A..)g
= Jim Pr(A)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Todennakoisyyden aksioomat darettomissé otosavaruuksissa
Lause 1:

Todistus kohdalle (i) — 4/4

* Yhdistamalla edellajohdetut tulokset saadaan lopulta:
Pr(U;A) = Pr(UiilB,): limPr(A,)

n® +¥

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Todennakoisyyden aksioomat darettomissé otosavaruuksissa
Lause 1:

Todistus kohdalle (i) — 1/3

+  Méaitell&n
Co=S
Cl
C2
C3

I
F B R

=

jayleisesti
C=Ai=123K
« OletuksestaA ,EA ,i=1,23, ... seuraa:
C,=A1 A=C,i=123K

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Todennakoisyyden aksioomat darettomissé otosavaruuksissa
Lause 1:

Todistus kohdalle (ii) — 2/3

« Sovelletaan joukkoihin C ,i =1, 2, 3, ... Lauseen 1 kohtaa (i):

Pr(U C)_Jg)ﬂ Pr(C,)
« KoskaC =A,i=123K,niin
Pr(C)=Pr(A°)=1- Pr(A),i =123 K
 DeMorganin lain mukaan

(ULc) =(uLA) =1A

«  Komplementtitapahtuman todennakdisyyden kaavan mukaan

PrgU:CI )ngl- Pr(UiilCI)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Todennakoisyyden aksioomat darettomissé otosavaruuksissa
Lause 1:

Todistus kohdalle (ii) — 3/3

* Yhdistamalla edellajohdetut tulokset saadaan lopulta:
Pr( I :A) = PrgU:Ci )E

=1- Pr(U:Ci)
=1- limPr(C

n® +¥

)
=1- lim él- Pr(A)H

n® +¥

=limPr(A)

n® +¥

n

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Todennakoisyyden aksioomat darettomissé otosavaruuksissa

Lause 2

e Olkoon (S,F, Pr) todennakoisyyskentta ja A, A, A, KI F.
e« JosAEAEAEL® A, niin

lim Pr(A,)=0

n® +¥

TKK (c) llkka Mellin (2006) 96



Todennakoisyyden aksioomat darettomissé otosavaruuksissa
Lause 2:

Todistus

JosAEA EAEL® A, niin
¥ —
Siten
¥ — —
Pr( | i:lA)- Pr(4&)=0
Lauseen 1 kohdan (ii) mukaan

Pr( I ;A): lim Pr(A,)

n® +¥

Y hdistaméalla nama tul ok set saadaan:

limPr(A,)=0

n® +¥

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Todennakoisyyden aksioomat darettomissé otosavaruuksissa
Lause 2 ja Kolmogorovin aksioomat

* Voidaan osoittag, ettd Kolmogorovin aksiooma

(i) AAAKIFjaAGA =/Ait b
Pr(UA) =4 Pr(A)

on yht&pitava aksioomien

(¢ AGA=/EP Pr(AEA)=Pr(A)+Pr(A)
ivv AEAEAEL® AP limPr(A)=0

n® +¥

kanssa.

Aksioomaa (iv) kutsutaan usein todenndkdisyyden
jatkuvuusaksioomaksi.

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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