llkka Mellin
Tilastolliset menetelmat

Osa 4: Lineaarinen regressioanalyysi
Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli
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Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli

>>

Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sitd koskevat oletukset
Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste

Paattely yhden selittdjan lineaarisesta regressiomallista
Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla

Yhden selittdjan lineaarisen regressiomalli ja satunnainen selittgja
2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Selitettava muuttuja ja selittava muuttuja

Oletetaan, etta sdlitettavan muuttujan y havaittujen
arvojen vaihtelu halutaan sdlittaa selittavan muuttujan
eli selittg an x havaittujen arvojen vaihtelun avulla.

Tehdaan seuraavat ol etukset:

(1) Sditettava muuttujay on suhdeasteikollinen
satunnai smuuttuja.

(i1) Selittdva muuttujax on kiintea €li ei-satunnainen
muuttuja.

Satunnaisen selittd)an tapausta kasitellaan taman luvun

lopussa kappal e'ssa Yhden selittajan lineaarisen regressiomalli ja

satunnainen selittaja j a 2-ulotteisen normaalijakauman

regressiofunktioiden estimointi.
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Havainnot

o Olkoot
YisYos oo Vo
selitettavan muuttujany ja
Xq s Xoy ene 3 X,

selittdvan muuttujan x havaittuja arvoja.

o Oletetaan lisaksl, etta havaintoarvot x; jay; liittyvét
samaan havaintoyksikkoon kaikillei =1, 2, ... , n.

o Tdlloin havaintoarvot x jay, muodostavat pisteita 2-
ul ottel sessa avaruudessa:

(x,y)I  %,i=1,2K,n

TKK (c) likka Mellin (2006)



Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Malli ja sen osat 1/2

» Oletetaan, etta havaintoarvojeny, jax valillaon
lineaarinen tilastollinen riippuvuus, joka voidaan ilmaista
yhtalolla

Yy, = bo+blxi +e 1=12K,n
e Yhtdo méaarittelee ynden sdlittdjan lineaarisen
regressiomallin, jossa
y, = selitettavan muuttujan y satunnainen ja
havaittu arvo havaintoyksikgssa i
X = salittavan muuttujan eli sdlitta an x ei-
satunnainen ja havaittu arvo havaintoyksikossa i
e = jaannos- i virhetermin esatunnainen ja
ei-havaittu arvo havaintoyksikGssa i
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Malli ja sen osat 2/2

e Yhden sdittgan lineaarisessa regressiomallissa
y =b,+bx +e ,i=12K,n
on seuraavat regressiokertoimet:
b, = vakioselittajan regressiokerroin;
b, on ei-satunnainen ja tuntematon vakio
b, = sdlittdjan x regressiokerroin;
b, on el-satunnainen ja tuntematon vakio

e Huomautus:

Regressiokertoimet b, ja b, on oletettu samoiks kaikille
havaintoyksikaille .
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Vakioselittaja

<
o
=
g
5
=
é_
F:
@)
z
z

Yy, = bo+blxi +ée 1=12K,n
kerrointa b, kutsutaan vakiosdlittdjan regressio-
kertoimeksl.
* Nimitysjohtuu siita, ettakerrointa b, vastaa
keinotekoinen selittd)a, joka saa kaikille havaintoyksikoille
1=1,2,...,nvakioarvon 1.

e Huomautus:

Jatkossa esitettavét kaavat elvat valttamatta pade tassa
esitettavassa muodossa, jos mallissa el ole vakiosdlittg aa.

 Oletammejatkossa, etta mallissa on aina vakioselitta a.

TKK (c) likka Mellin (2006) 7



Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Standardioletukset jdanndstermeista 1/2

Tehd&an yhden sdlittgan lineaarisen regressiomallin
y =b,+bx +e ,i=12K,n

jadnnos- eli virhetermeista @ ns. standar dioletuk set:

(i) E(e)=0,1=1L2K,n

(i) JaannOstermellla on vakiovarianss €l
ne ovat homoskedastisia:
Var(e)=s*,i=12,K,n

(iti)  Ja@nnostermit ovat korreloimattomia:
Cor(e,e)=0,it |

TKK
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Standardioletukset jaanndstermeista 2/2

o Lisdks jaann0s- €li virhetermeista e tehdaan tavallisesti
normaalisuusol etus:

iv) e N(0,5%),i=12K,n
e Huomautus.
Oletus (1v) sisdltéa oletukset (i) ja(ii).
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Selitettavan muuttujan ominaisuudet

Jos yhden selittg an lineaarisen regressiomallin

y =b,+bx +e ,i=12K,n
jadnnos- eli virnetermeja e koskevat standardiol etukset
(1)-(i11) patevat, mallin sditettavan muuttujan y havaituilla
arvoillay; on seuraavat stokastiset ominaisuudet:
(i) E(y)=b,+bx,i=12,K,n
(i)Y Var(y)=s?,i=12K,n
(ii1)” Cor(y,,y,)=0,i 1
Jos lisdks jaann0s- eli virhetermea e koskeva
normaalisuusoletus (iv) patee, niin

(iv) y N(b,+bx,s?),i=12K,n

TKK
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Mallin parametrit

Y hden sdlittg an lineaarisen regressiomallin
y =b,+bx +e ,i=12K,n
parametreja ovat mallin regressiokertoimet b, ja b, seka
jaannos- €li virhetermien @ yhteinen varianss
Var(e)=s?*,i=12,K,n
jota kutsutaan jaannodsvarianssiks.
Koska regressiokertoimet b, ja b, seka jaannosvarianss
S 2 ovat tavallisesti tuntemattomia, ne on estimoitava
muuttujien X jay havaituista arvoistax; jay; ,
1=1,2,...,n.
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Mallin systemaattinen ja satunnainen osa 1/2

Oletetaan, ettd yhden sdlittg an lineaarisen regressiomallin
y =b,+bx +e ,i=12K,n

jadnnos- eli virhetermeja e koskeva standardioletus

(i) E(e)=0,i=1,2K,n

patee.

Tdalloin sdlitettavan muuttujan y havaitut arvot y; voidaan
esittad seuraavallatavalla kahden osatekijan summana:

y=E(y)+e,i=1,2 ..,n
jossa
E(y)=b,+bXx,1=12,...,n

TKK
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Mallin systemaattinen ja satunnainen osa 2/2

e Odotusarvo
E(y)=b,+bx,1=12,...,n
muodostaa yhden selittg an lineaarisen regressiomallin

systemaattisen osan, jokariippuu selittgjalle x annetuista
arvoista.

e Jaannos- dli virhetermi
e,i=1,2, ...,n

muodostaa mallin satunnaisen osan, joka el riipu
selittdjalle x annetuista arvoista.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 13



Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Regressiosuora

Y hden sdlittg an lineaarisen regressiomallin
y =b,+bx +e ,i=12K,n

systemaattinen osa E(y,) = b, + b;x maarittelee suoran
y = by + bX

avaruudessa  °.

Suoraa kutsutaan regressiosuor aksl ja sen yhtal 6ssa
b, = regressiosuoran ja y-akselin letkkauspiste
b, = regressiosuoran kulmakerroin

Jaannos- €li virhetermien g varianss s 2 kuvaa havainto-
pisteiden (x; ,y) ,1 =1, 2, ... , nvaihtelua regressiosuoran
ymparilla.

TKK

(c) likka Mellin (2006) 14



Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Regressiosuoran kulmakertoimen tulkinta

Y hden sdittgjan lineaarisen regressiomallin systemaattisen
0san maarittel eman regressiosuoran

y = by + bX

kulmakertoimella b, seuraavatulkinta:

Oletetaan, etta salittgjan x arvo kasvaa yhdella yksikoll &:
X® x+1

Tdalldin kerroin b, kertoo paljonko selitettavan muuttujan y
vastaava odotettavissa oleva arvo muuttuu:

E(y) = b, +b1x ® by+ by(x+1)
= by+ bx+ b
= Ey)+ b

TKK
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Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli

Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
>> Yhden selittgjan lineaarisen regressiomallin estimointi

Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste

Paattely yhden selittdjan lineaarisesta regressiomallista

Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla

Yhden selittdjan lineaarisen regressiomalli ja satunnainen selittgja

2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Estimointiongelma

Y hden sdlittg an lineaarisen regressiomallin
Yy, = bo+blxi +ée 1=12K,n
regressiokertoimet b, ja b; ovat normaalisti tuntemattomia,

joten ne on estimoiva muuttujien x jay havaituista arvoista
xjay;,1=1,2,...,n.

Estimoinnissa regressiokertoimille b, ja b, pyritaan
|0ytamaan sellaiset arvot, etta nildden maéaradma regressio-
suora selittaisi mahdollismman hyvin selitettavan
muuttujan y arvojen vaihtelun.

Regressiokertoimien b, ja b; estimointiin on tarjolla useita
erilaisia menetelmig, joistatavallisesti kaytetaan
pienimman neliésumman menetel maa.

TKK
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Pienimman neliocsumman menetelma

* Pienimman nelibsumman menetelmassa yhden selittgan
lineaarisen regressiomallin
y =b,+bx +e ,i=12K,n
regressiokertoimien b, ja b, estimaattorit maarataan
minimoimalla jaannos- € virhetermien @ neliosumma

é. eizzé. (yi B bo' b1)§)2

=1 =1

regressiokertoimien b, ja b, suhteen.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 18



Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Otostunnusluvut

« Maaritelléan havaintojen x; jay, ,i=1,2, ... ,n
aritmeettiset keskiarvot, otosvarianssit, otoskovarianss ja
otoskorrelaatiokerroin tavanomaisilla kaavoillaan:

ni:1>§ n%yi
2= 1 2 52 JEEE N Y
$=. 80007 §= a0y
N D
Sy = .18 (500 Y)
"
Y s,
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi

Regressiokertoimien PNS-estimaattorit

e Yhden sdlittgan lineaarisen regressiomallin
Yy, = bo+blxi +ée 1=12K,n
regressiokertoimien b, ja b; pienimman neliésumman
(PNS-) estimaattorit ovat

b,=y- bX
Sy _ . Sy
N T

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi

PNS-estimaattoreiden johto 1/4

e Yhden sdlittgan lineaarisen regressiomallin
y =b,+bx +e ,i=12K,n
regressiokertoimet b, ja b, estimoidaan PNS-menetelmalla
minimoimalla jaannostermien € neliosumma

S(hy.b)=a e =a (V- by- bx)

i=1 i=1
kertoimien b, ja b, suhteen

e Tamatapahtuu tavanomaiseen tapaan derivoimalla funktio (b, , b,)
kertoimien b, ja b, suhteen ja merkitsemalla derivaatat nolliksi.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi

PNS-estimaattoreiden johto 2/4

Derivoidaan funktio

S(hy.b)=a e =a (V- by- bx)

i=1 i=1
regressiokertoimien b, ja b, suhteen ja merkitdan derivaatat nolliksi:
@ 2228 (y- b,- bx)=0
ﬂbo i=1
S(b,, b y
@ Mb) - 54 (¥i - by - b%)% =0
ﬂbl i=1

Regressiokertoimien b, ja b; PNS-estimaattorit saadaan normaali-
yhtalGiden (1) ja (2) ratkaisuina.

TKK
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi

PNS-estimaattoreiden johto 3/4

« Kirjoitetaan normaaliyhta ot (1) ja(2) muotoihin

(D¢ ay-nb,- bg x=0

i=1 i=1
¢ ayx- bax-hax=0
i=1 i=1 i=1

e Ratkaistaan b, yhtalosta (1):
1d 1¢
(3) bo :_é Yi - bl_é. X=Y- blX
N N
jasijoitetaan ratkaisu yhtal 6on (2):

(4) § VX -nyx+nbx2- b x*=0

i=1 i=1

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi

PNS-estimaattoreiden johto 4/4

e Parametrin b, PNS-estimaattoriks saadaan yhtal osta (4):

g
a yiX-nyx s
(5) bl:i:%] = X2y:rxy_y
a X’ - nx’ > >
i=1
e Sjoittamalla b, yhtaloon (3) saadaan parametrin by PNS-
estimaattoriksi
(6) b, =Yy-DbX

 Sivuutetaan sen osoittaminen, etta saatu aariarvo on todellakin minimi.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 24



Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Regressiokertoimien laskeminen 1/3

o Oletetaan, etta haluamme |askea yhden selittgan
lineaarisen regressiomallin
y =b,+bx +e ,i=12K,n
regressiokertoimien b, ja b; PNS-estimaatit kasin tal
kayttamalla laskinta.

e Taladin tarvittavat laskutoimitukset on mukavinta jarjestda
seuraavalla kalvolla esitettavan kaavion muotoon.

e Huomautus:

Samasta kaaviosta voidaan laskea myOs muuttujien x jay
havaittujen arvojen aritmeettiset keskiarvot, otosvarianssit,
otoskeskihajonnat, otoskovarianss ja otoskorrelaatio; ks. lukua
Tilastollinen riippuvuus ja korrelaatio.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 25



Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Regressiokertoimien laskeminen 2/3

o Maardtdan ensin havaintoarvojen summat, neliosummat ja
tulosumma:

i x |y | X |y | %y

1 x |y | x|y |

2 | Y.l % | ¥ | %Y

I I I I I I

n | Y | X% | Ya | XVa
Summa élx c_’"ilyi élxz élyf élw
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi

Regressiokertoimien laskeminen 3/3

» Regressiokertoimien b, ja b, PNS-estimaatit saadaan
havaintoarvojen summista, neliosummista ja tulosummasta
allaesitetyilla kaavoilla:

X:}g _:Eon
n%& y nia:.lyi
bl:la_ixlyl_g %ayl
ax 'gaﬁﬂ—
bo:V'QY

TKK (c) llkka Mellin (2006) 27



Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Tunnuslukujen laskeminen:

Havainnollistava esimerkki 1/3

 Taulukossaoikeallaon

i X y
keinotekoisen kahden muuttujan 1 1 2.5
aineiston havaintoarvot (n = 6). 2 > s
* Aineistoakuvaava 4 6 5
pistediagrammi on oikealla > . L
alhaalla
Pistediagrammi
10
8 2
2
6 2
> L 2
4 i
L 4
L 2
2 i
0 ‘
0 2 4 6 8 10

TKK (c) likka Mellin (2006)

28



Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Tunnuslukujen laskeminen:

Havainnollistava esimerkki 2/3

» Allaolevassa taulukossa on laskettu muuttujien X jay havaittujen
arvojen summat, neliosummat ja tulosumma.

[ X y X © y* Xy
1 1 2.5 1 6.25 2.5
2 3 3 9 9 9
3 4 6 16 36 24
4 6 5 36 25 30
5 7 7.5 49 56.25 52.5
6 8 8 64 64 64
Summa 29 32 175 196.5 182

* Yhden sdlittgan lineaarisen regressiomallin
y =b,+bx +e ,i=12K,n
regressiokertoimien b, ja b; PNS-estimaatit voidaan |askea naista
viidestd summasta; ks. seuraavaa kalvoa.

TKK (c) likka Mellin (2006)



Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Tunnuslukujen laskeminen:

Havainnollistava esimerkki 3/3

» Regressiokertoimien b, ja b, PNS-estimaatit:
1¢ 1.

X = =="29=4.833
na‘l)g 6
1¢ 1

y=-8y =>  32=5333
2 6

n

aX.Y.'g %ay. 182-615' 29" 32

— i=1
1. 1n0

=0.785

b,=Y- le = 5.333- 0.7847' 4.833=1.541

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Estimoitu regressiosuora 1/3

e Yhden sdlittgan lineaarinen regressiomallin
y =b,+bx +e ,i=12K,n

regressiokertoimien b, ja b; PNS-estimaattorit b, jab,
madrittelevat suoran avaruudessa  °:

y = b, + b;x
jossa
b, = estimoidun regressiosuoran jay-aksain
letkkauspiste

b, = estimoidun regressiosuoran kulmakerroin

TKK (c) llkka Mellin (2006) 31



Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi

Estimoitu regressiosuora 2/3

Sijoitetaan regressiokertoimien b, ja b; PNS-
estimaattoreiden lausekkeet
S
bO =Yy- blx bl = rxy 7

SX
estimoidun regressiosuoran lausekkeeseen.

Taloin estimoidun regressiosuoran yhta 6 voidaan

Kirjoittaa seuraavaan muotoon:
S

y=Y+r,—(X- X)
S
Y htal 6sta nahdaan, etta estimoitu regressiosuora kulkee
havaintopisteiden (x; , y)) ,1 =1, 2, ... , n painopisteen
(X,Vy) kautta.

TKK
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi

Estimoitu regressiosuora 3/3

Estimoidullaregressiosuoralla
S

y=Y+r,—(x- X)
on seuraavat oni? nai suudet:
() Josr,, >0, suoraon nouseva.
(i) Josr,, <O, suoraon laskeva.
(i) Josr,, =0, suora on vaakasuorassa.
(iv) Suorajyrkkenee (loivenee), jos
— korrelaation itseisarvo |, | kasvaa (pienenee)
— keskihgontas, kasvaa (pienenee)
— keskihajonta s, pienenee (kasvaa)

TKK
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Estimoitu regressiosuora:

Havainnollistava esimerkki 1/2

o Taulukossaoikeallaon i " y
keinotekoisen kahden muuttujan 1 1 2.5
aineiston havaintoarvot (n = 6). 2 > s

* Aineistoakuvaava 4 6 5
pistediagrammi on oikealla > . L
alhaalla

Pistediagrammi

10

8 2

2
6 2
> L 2

4 i

L 4
L 2
2 i
0 ‘
0 2 4 6 8 10

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Estimoitu regressiosuora:

Havainnollistava esimerkki 2/2

e Yhden sdlittgan lineaarisen
regressiomallin

Y, =b,+bx +e
1=12,K,n
regressiokertoimien b, ja b,

PNS-estimaatelks saatiin edella

b, = 1.5407
b, = 0.7847

» Estimoidun regressiosuoran
yhtal 6 on siten

y =1.5407+0.7847x
ks. kuviota oikealla.

=
o

Pistediagrammi

SO P N W B~ O O N 00 ©
. . . . . . . . .

y = 0.7847x + 1.5407
R®=0.8303

TKK
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Regressiosuoran estimointi:

1. esimerkki 1/2

* Hooken lain mukaan Paino (kg) | Pituus (cm)
(ideaalisen) kierrgjousen pituusy 0 43.00
riippuu lineaarisesti jouseen y =
ripustetusta painosta x: 5 2455

y=a+ bx 8 45.00

_ 10 45.50
jossa

a = jousen pituus ilman painoa
b = ns. jousivakio
Jousivakion maaraamiseks jouseen
ripustettiin seuraavat painot: O, 2, 4,
6, 8, 10 kg jajousen pituus
mitattiin.
Mittaustulokset on annettu
taulukossa oikealla.

TKK
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Regressiosuoran estimointi:

1.

esimerkki 2/2

¢ ES“ mOidun regrOSUOfan yhta|0 Kierrejousen pituuden riippuvuus
on jouseen ripustetusta painosta
46.00
y =43.055+0.2457x a0 | ¥ O+ 1305
ks. kuviota oikealla. g 45.00
e Suoran kulmakertoimen S 4450
b =0.2457
. S 43.50
tulkinta:
43.00
Jouseen ripustetun painon 4250 -
lisddminen 1 kg:lla pidentaa jousta 0 2 4 (:) 8 10 1
. venn ® . Paino
keskimaarin 0.2457 cm:lla -
TKK (c) llkka Mellin (2006) 37



Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Regressiosuoran estimointi:

2. esimerkki = 1/2

* Perinndllisyystieteen

Isien ja poikien pituudet

mukaan |apset perivat geneettiset 195
omihalsuutensa vanhemmiltaan. 190 |
* Periytyykd isan pituus heidan £ 18
pojilleen? é 180 -
e Havaintoaineisto koostuu 5 17
300:n isan ja heidan poikiensa & 170
pituuksien muodostamasta 165 1
|ukuparista o0 =

x,y),i=1,2,...,300

jossa
X =1san i pituus

y, =isan i pojan pituus

160 165 170 175 180 185 190

Isan pituus (cm)

» Ks. pistediagrammia oikealla.

TKK
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Regressiosuoran estimointi:

2.

esimerkki = 2/2

» Estimoidun regressiosuoran o oo o
o sien ja poikien pituudet
yhtal o on 195
y = 0.4707x + 97.391 .
y =97.391+0.4707x 190 |  R°=0.1938 : .
ks. kuviota oikealla. E 1 ¢
. S 180 |
e Suoran kulmakertoimen 2
S 175 |
b =0.4707 5 o
tulkinta: 165 .
Josisd A on 1 cm pitempi 160 -
kL" n |Sa B, I%An pOI ka On 155 160 165 Isa:situulS?(SCm) 180 185 190
keskimaarin
0.4707 cm
pitempi kuin isd B:n poika.
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Yh

den selittgjan lineaarisen regressiomallin estimointi

Regressiosuoran estimointi:

3.

esimerkki = 1/2
Onkq keuhko_syopgylelsempaa e KeuhkosyGpa-
sellaisissa maissa, joissa avukkelden 1 tapausten Ikm
i i Maa kulutus (kpl) per 1
tupakoldaan paljon? capita 1930 per 1 milj.
. i i henkiloa 1950
Oikealla on tiedot savukkelden .

. v Islanti 220 58
kulutuksesta ja keuhkosydvan Norja 550 9
yleisyydesta 10:ssa maassa. Ruotsi 310 115

. .. .. | Kanada 510 150
Havaintoaineisto koostuu 10:st& [Tanska 380 165
| ukupari sta ltavalta 455 170

i Hollanti 460 245
x,y),1=1,2,...,10 Sveitsi 530 250
: Suomi 1115 350
J0S=a Englanti 1145 465
X = savukkeiden kulutus
maassal 1930

y, = sarastuvuus keuhko-
syOpddn maassai 1950

TKK
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Regressiosuoran estimointi:

3.

esimerkki = 2/2

» Estimoidun regressiosuoran yhtalo

on
y =13.553+0.3577X

Suoran kulmakertoimen
b=0.3577

tulkinta:

Jos maassa A poltettiin vuonna
1930 sata savuketta enemman per
capita kuin maassa B, maassa A oli

vuonna 1950 keskimaarin
100" 0.3577 » 36

A
o
o

N
o
o

Keuhkosy6patapaukset
per 1 milj. henkil6&a 1950

o

Savukkeiden kulutus ja sairastuvuus
keuhkosydpaan

W

o

o
L

N

o

o
L

=

o

o
|

y = 0.3577x + 13.553 .
R? = 0.8855

Savukkeiden kulutus (kpl)
per capita 1930

200 400 600 800 1000 1200 1400

keuhkosyOpétapausta enemman
per 1 milj. asukasta kuin maassa B.

TKK
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi

Sovitteet ja residuaalit

e Olkoot b, jab, yhden selittgjan lineaarisen regressiomallin

y =b,+bx +e ,i=12K,n
regressiokertoimien b, ja b; PNS-estimaattorit.

o Maaritelaan estimoidun mallin sovitteet kaavalla
y.=h,+bx ,i=1,2,K,n

o Maaritelaan estimoidun mallin residuaalit kaavalla
=Y -¥=y-b-bx,i=12K,n

 Huomaa, etta
y =y +e,i=12K,n
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi

Sovitteet ja residuaalit:
Tulkinnat 1/2

Sovite

V. =h,+bx ,i=1,2,K,n
on estimoidun regressiosuoran yhta on sdlitettavalle
muuttujalle y antama arvo havaintopisteessa x; .

Residuaali

& =Yi- ¥ =Y-0b-bx,i=L2K,n
on salitettdvan muuttujan y havaitun arvon y; ja sovitteen
y. €li estimoidun regressiosuoran yhtélon selitettévéle
muuttujalle y havaintopisteessa x, antaman arvon
erotus.

TKK
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi

Sovitteet ja residuaalit:
Tulkinnat 2/2

Estimoitu regressiomalli selittda selitettavan

muuttujan y havaittujen arvojen vaihtelun sitd paremmin
mita |&hempana estimoidun mallin sovitteet y. ovat
selitettavan muuttujan y havaittuja arvojay .

Y htpitavasti edellisen kanssa:
Estimoitu regressiomalli selittéa selitettavan muuttujan y

havaittujen arvojen y; vaihtelun sita paremmin mita
pienempia ovat estimoidun mallin residuaalit e, .

TKK
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi

Sovitteet ja residuaalit:
Havainnollistus

« Kuvio oikealla havainnollistaa
sovitteiden jaresiduaalien , ¥
geometrista tulkintaa.

. Malli: &

Y =by+bx+e,i=12Kn ~

« PNS-suora: (% %)

y=h, +bx

o Dvite:

¥y =b,+bx ,i=1,2,K,n ~
e Residuaali:
e=vy-V,i=L2K,n

>‘<

%, i)

y=h, +bx
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi

Sovitteet ja residuaalit:
Havainnollistava esimerkki 1/3

 Taulukossaoikeallaon

keinotekoisen kahden muuttujan

aineiston havaintoarvot (n =
e Estimoidun regressiosuoran
yhtaloks saatiin edella
y =1.5407+0.7847X
ks. kuviota oikealla.

6).

||~ |WIN]|FP—

o|N|o|~ W] X

10

Pistediagrammi

y = 0.7847x + 1.5407
R? = 0.8303

10

TKK
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi

Sovitteet ja residuaalit:
Havainnollistava esimerkki 2/3

* Allaolevassataulukossa on laskettu estimoidun mallin
y =1.5407+0.7847x
sovitteet y jaresiduaalit e

i X y Sovite [JResiduaali

1 1 2.5 2.325 0.175

2 3 3 3.895 -0.895

3 4 6 4.679 1.321

4 6 5 6.249 -1.249

5 7 7.5 7.033 0.467

6 8 8 7.818 0.182
Summa 29 32 32.000 0.000

e Esimerkiksi, kuni =3, niin
¥, =1.5407 +0.7847x, =1.5407+0.7847" 4=4.679
&=VY,- ¥,=6-4.679=1.321

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi

Sovitteet ja residuaalit:
Havainnollistava esimerkki 3/3

o Kuvioon oikealla on lisétty
estimoidun regressiomallin

Pistediagrammi

=
o

resduaalga vastaavat janat.
* Huomautus:

Pienimman neliosumman
menetelmassa regressiosuoran
kertoimet tulevat valituiks siten,
ettd mallin resduaaleja vastaavien

y = 0.7847x + 1.5407
R? = 0.8303

O P N W & O O N 0 ©
————

janojen pituuksien nelididen
summa on pienin x

mahdollinen.

TKK (c) likka Mellin (2006)



Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Jaanndsvarianssin estimointi 1/2

« Jos yhden sdlittgan lineaarisen regressiomallin jaannos-
eli virhetermea e koskevat standardioletukset (i)-(iii)
patevat, jdannosvarianssin Var(e) = s 2 harhaton
estimaattori on

2 1 O

n- 2|—1

jossa
&=V -¥=Y-b-bx,i=1L2K,n
= estimoidun mallin residuaali
n = havaintojen lukuméaara
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Jaanndsvarianssin estimointi 2/2

e JadnnoOsvarianssin s 2 estimaattori
1
2

- 28.@

Kuvaa havaintopisteiden (x; ,y)) ,1 =1, 2, ...

estimoidun regressiosuoran ymparilla.

. h vaihtelua

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Jaanndsvarianssin estimointi:

Kommentti

Estimaattori s> on residuaalien e varianssi.
Tama seuraa sitd, etta mallissa on vakiosdlittgj 4, jolloin

ae=0
=1
jasiten myos
14
e== =0
n& S
jolloin
1 On 2 1 On 2
% = -g)’ =
hpale-e)= ae

TKK
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Jaanndsvarianssin estimointi:

Havainnollistava esimerkki 1/2

Taulukossa alla on keinotekoisen
kahden muuttujan aineiston
havaintoarvot (n = 6):

[ X y

1 1 2.5

2 3 3 >
3 4 6

4 6 5

5 7 7.5

6 8 8

Aineistoa kuvaava

=
o

Pistediagrammi

O P N W & O O N 0 ©
————

y = 0.7847x + 1.5407
R? = 0.8303

*

pistediagrammi on oikealla.
Kuvioon on merkitty myos
aineistosta estimoidun regressio-
suoran yhtal 0.

TKK
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Jaanndsvarianssin estimointi:

Havainnollistava esimerkki 2/2

 Allaolevassataulukossa on laskettu estimoidun mallin sovitteet v,
residuaalit e (sovitteiden jaresiduaalien laskemista on kasitelty edell &)

jaresiduaalien neliot €.

Z

i X y Sovite |Residuaalil Res
1 1 2.5 2.325 0.175 0.030
2 3 3 3.895 -0.895 0.801
3 4 6 4.679 1.321 1.744
4 6 5 6.249 -1.249 1.560
5 7 7.5 7.033 0.467 0.218
6 8 8 7.818 0.182 0.033
Summa 29 32 32.000 | 0.000 4.385

e Jaannosvarianssin s 2 harhaton estimaattori on

SZ

-1
n- 2

n
O

a

i=1

g =

1

—— 4.385=1.096

o -

2

TKK
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Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli

Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi

>> Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Paattely yhden selittdjan lineaarisesta regressiomallista
Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla
Yhden selittdjan lineaarisen regressiomalli ja satunnainen selittgja
2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Varianssianalyysihajotelman idea

e Yhden sdlittgan regressiomallin tehtavana on selittéa
selitettavan muuttujan y havaittujen arvojen vaihtelu
selittavan muuttujan x havaittujen arvojen vaihtelulla.

* Onnistumista tassa tehtavassa voidaan kuvata ns.
varianssianalyysihajotelman avulla.

« Hajotelmassa selitettdvan muuttujan y havaittujen arvojen
kokonaisvaihtelua kuvaava ns. kokonaisneliosumma
jaetaan kahden osatekijan summaksi:

(1) Toinen osatekija kuvaa estimoidun mallin selittamaa
osaa kokonaisvai htelusta.

(i) Toinen osatekija kuvaa mallilla selittamatta jaanytta
osaa kokonaisvai htelusta.
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Malli ja sen osat 1/2

Oletetaan, etta havaintoarvojeny jax; valillaon
lineaarinen tilastollinen riippuvuus, joka voidaan ilmaista
yhtalolla
Yy, = bo+blxi +e 1=12K,n
Y htal0 méaarittelee yhden sdittg an lineaarisen
regressiomallin, jossa
y, = selitettavan muuttujan y satunnainen ja
havaittu arvo havaintoyksikgssa i
X = salittavan muuttujan eli sdlitta an x ei-
satunnainen ja havaittu arvo havaintoyksikossa i
e = jaannos- i virhetermin esatunnainen ja
ei-havaittu arvo havaintoyksikGssa i

TKK

(c) likka Mellin (2006) 56



Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Malli ja sen osat 2/2

e Yhden sdittgan lineaarisessa regressiomallissa
y =b,+bx +e ,i=12K,n
on seuraavat kertoimet:
b, = vakioselittajan regressiokerroin;
b, on ei-satunnainen ja tuntematon vakio
b, = sdlittdjan x regressiokerroin;
b, on el-satunnainen ja tuntematon vakio
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste

Oletukset

* Oletetaan, ettd yhden selittg an lineaarisen regressiomallin
y =b,+bx +e ,i=12K,n

jaannos- eli virhetermia e koskevat standar dioletuk set

patevat:

i) E(e=0,i=12..,n

(i)  Ja&nnostermit ovat homoskedastisia:
Var(g)=s2,i=1,2,...,n

(i11)  Jaanndstermit ovat korreloimattomia:
Cor(e,q)=0,i?t|
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Otostunnusluvut

« Maaritelléan havaintojen x; jay, ,i=1,2, ... ,n
aritmeettiset keskiarvot, otosvarianssit, otoskovarianss ja
otoskorrelaatiokerroin tavanomaisilla kaavoillaan:

X=hax y=aay

,_ 18, ,_ 1.8

- LU R A et (VR
R S

Sy = 18 (0600 Y)

F =

Y s,
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Regressiokertoimien PNS-estimaattorit

e Yhden sdlittgan lineaarisen regressiomallin
y =b,+bx +e ,i=12K,n
regressiokertoimien b, ja b; pienimman neliésumman
(PNS-) estimaattorit ovat

b,=y- bX
Sy _ . Sy
N T

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Sovitteet ja residuaalit

e Olkoot b, jab, yhden selittgjan lineaarisen regressiomallin
y.=b,+bx +e ,1=12K,n
regressiokertoimien b, ja b; PNS-estimaattorit.
o Madritelldan estimoidun mallin sovitteet kaavalla
y.=h,+bx ,i=1,2,K,n
o Maéritelldan estimoidun mallin residuaalit kaavalla
& =Yi- ¥ =Y-0b-bx,i=L2K,n
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Jaannosvarianssin estimointi

« Jos yhden sdlittgan lineaarisen regressiomallin jaannos-
eli virhetermea e koskevat standardioletukset (i)-(iii)
patevat, jdannosvarianssin Var(e) = s 2 harhaton
estimaattori on

2 1 O

n- 2|—1

jossa
e = estimoidun mallin residuaali
n = havaintojen lukumaara

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Kokonaisnelibsumma

e Neliosumma
SST=a (% - ¥)°
=1
kuvaa selitettavan muuttujan y havaittujen arvojeny

vaihtelua ja sitd kutsutaan kok onaisneliosummaksi.

o SHitettavan muuttujan y havaittujen arvojen y, varianss
voldaan médritella kaavalla

35 :isgr
n-1

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Jaanndsneliosumma

 Ndidtsumma

SE=g ¢
=1
kuvaaresiduaalien e vaihtelua ja sitd kutsutaan jaannds-
neliosummaks.

» Koskamallissaon vakiosdlittgja, jolloinae =0,
residuaalien g varianss voidaan maaritella kaavalla

SZ:LSSE
n- 2

e 2 0njaanndsvarianssin s 2 harhaton estimaattori.
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Kokonais- ja jdannésneliosumman yhteys 1/4

* Voidaan osoittag, ettd yhden selittdan lineaarisessa
regressiomal lissa jaanndsne i6summa SSE ja kokonai s-
neliosumma SST toteuttavat yhtal ot

SSE=g € =(1-ry)a (¥ - ¥)* = (- r;)SST
=1 =1
jossa

=Sy

Xy
SeSy

= selitettavan muuttujan y ja selittgjan x

havaittujen arvojen otoskorrel aatiokerroin

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Kokonais- ja jdannésneliosumman yhteys 2/4

* Koskaotoskorrelaatiokerroin r,, toteuttaa epayhtal 6t
-1£r, £+1
yhtalGista
SSE=g € =(1-ry)a (¥ - ¥)* = (- r;)SST
=1 =1

nahdaan valittomasti, etta
SSE £ SST

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Kokonais- ja jdannésneliosumman yhteys 3/4

Y htal 6ista
SE=g & =(1-r2)a (v - y)° =(1- r2)SsT
=1 i=1

nahdaan, ettd seuraavat ehdot ovat yhtapitavia:
i) SE=0
(i) e =O0kakillei=1,2,...,n

(iii) ry=+1
Jos ehdot (i)-(i1i) patevét, niin kaikki havaintopisteet
(x,y),1=1,2, ..., novat samallasuorallajatéta suoraa

vastaava lineaarinen regressiomalli selittaa taydellisesti
selitettavan muuttujan y havaittujen arvojen vaihtelun.

TKK
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Kokonais- ja jdannésneliosumman yhteys 4/4

e Yhtadista
SSE=g € =(1-ry)a (¥ - ¥)* = (- r;)SST
=1 =1

nahdaan, ettd seuraavat ehdot ovat yhtapitavia:

(i) SSE=SST

(i)’ e=y -y kakillei=1,2,...,n

(ili))" ry=0
o Josehdot (1)"-(iii)” patevét, niin sdlitettavan muuttujan y

havaittujen arvojen vaihtelua el voida sdlittaa
lineaarisella regressiomallilla.
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Mallinelibsumma 1/2

o Madritelladn suure SSM yhtalolla
SSM = SST — SSE
o Koska
O£ SSE £ SST
niin
SSM 3 0
o KoskaVvoidaan osoittaa, etta

SsM =g (9 - y)°

suuretta SSM kutsutaan mallineliGsummaksi.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Mallinelibsumma 2/2

e Mallineliosumma SSM voidaan esittéa myds muodossa

SSM =Q (5 - 9)°
jossa .

- 1. 18  _

y_ﬁg I_Eia:iyi_y
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Varianssianalyysihajotelma 1/2

. Edellaesitetyn mukaan kokonaisnelidsumma

a (Y - y)°

voidaan esttaa kahden osatekijan SSM ja SSE summana:
SST = SSM + SSE

jossa
= é. (9. B y)

=1

2
ja
SSE = aq

=1

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Varianssianalyysihajotelma 2/2

e Varianssianalyysihajotelmassa
SST = SGM + SSE
selitettavan muuttujan y havaittujen arvojen vaihtelua

kuvaava kokonaisneliosumma SST on esitetty kahden
osatekijan SSM ja SSE summana:

(1) Mallineliosumma SS9V kuvaa sita osaa sdlitettavan
muuttujan y havaittujen arvojen vaihtelusta, jonka
estimoitu malli on selittanyt.

(i) Jaadnnosnelidsumma SSE kuvaa sitd osaa sdlitettavan
muuttujan y havaittujen arvojen vaihteusta, jota
estimoitu malli e ole selittanyt.
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Varianssianalyysihajotelman tulkinta

e Varianssianalyysihgotelma
SST = SGM + SSE
kuvaa estimoidun regressiomallin hyvyytta:

(1) Mitéasuurempi on mallineliésumman SSM osuus
kokonaisnelidsummasta SST, sita paremmin estimoitu
malli selittda selitettdvan muuttujan havaittujen
arvojen vahtelun.

(i) Mita pienempi on jaannosneliosumman SSE osuus
kokonaisnelidsummasta SST, sita paremmin estimoitu
malli selittda selitettdvan muuttujan havaittujen
arvojen vahtelun.
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Selitysaste

e Varianssianalyysihgotelma
SST = SSM + SSE
motivol tunnusluvun
SSE SaM
SST ST
kayton regressiomallin hyvyyden mittarina.

e Tunnuslukua R? kutsutaan selitysasteeks ja se mittaa
regressiomallin selittdmaé osuutta selitettdvan muuttujan
y havaittujen arvojen kokonaisvaihtelusta.

o Sdlitysaste R? ilmaistaan tavallisesti prosentteina:
100" R %

R° =1-
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Selitysaste ja korrelaatio

« Voidaan osoittag, etta
R? =[Cor(y, 3“/)]2
jossa
Cor(y, Y)
on selitettavan muuttujan y havaittujen arvojeny, ja
sovitteiden Y, otoskorrelaatiokerroin.

* Yhden sdlittdjan lineaarisessa regressiomallissa pétee
lisiks se, efta selitysaste R? on sdlitettdvan ja selittavéan
muuttujan havaittujen arvojen otoskorrelaatiokertoimenr,
nelio:

R°=r;

Xy
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Selitysasteen ominaisuudet 1/2

o SHitysasteella R? on seuraavat ominaisuudet:

(i) OER’E1L
(i) Seuraavat ehdot ovat yhtapitavia:
(1) RR=1

(2) Kaikki residuaalit haviavaét:
e =0kalkillei=1,2,...,n

(3) Kaikki havaintopisteet (x,,Vy;),1=1,2,...,n
asettuvat samalle suoralle.

(4) ry==%1

(5 Maaritelty malli selittaa taydellisesti selitettavan
muuttujan y havaittujen arvojen vaihtelun.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Selitysasteen ominaisuudet 2/2

(ill) Seuraavat ehdot ovat yhtapitavia:
(1) R2=0
(2) b,=0
(3) ry=0
(4) Maaritelty malli e ollenkaan selita selitettavan
muuttujan y havaittujen arvojen vaihtelua.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Selitysasteen laskeminen:

Havainnollistava esimerkki 1/3

Taulukossa oikealla on

keinotekoisen kahden muuttujan
aineiston havaintoarvot (n =

Aineistosta estimoidun

regressiosuoran yhtaloks saatiin

kappaleessa Yhden selittajan
lineaarisen regressiomallin
estimointi

y =1.5407+0.7847x
ks. kuviota oikealla.

6).

oO|O |~ |WIN]|FP—

o|N|o|h|w]r] X

10

Pistediagrammi

y = 0.7847x + 1.5407
R? = 0.8303

10

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Selitysasteen laskeminen:

Havainnollistava esimerkki 2/3

» Allaolevassataulukossa on laskettu havaintoarvojen summat ja neli6-
summat seké estimoidun mallin sovitteet y, residuaalit e (sovitteiden ja
residuaalien laskemista on kasitelty em. kappaleessa) jaresduaalien
neliot e,

i X y X y“ Sovite [Residuaali]l Res”
1 1 2.5 1 6.25 2.325 0.175 0.030
2 3 3 9 9 3.895 -0.895 0.801
3 4 6 16 36 4.679 1.321 1.744
4 6 5 36 25 6.249 -1.249 1.560
5 7 7.5 49 56.25 7.033 0.467 0.218
6 8 8 64 64 7.818 0.182 0.033
Summa 29 32 175 196.5 32 0.000 4.385

Estimoidun mallin selitysaste saadaan taulukon sarakesummista

seuraavalla kalvolla esitettavala tavalla.

(c) likka Mellin (2006)
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Selitysasteen laskeminen:

Havainnollistava esimerkki 3/3

o Kokonaisneliosumma;

2
SST = a yI - —83_ yI =196.5- % 32% =25.833
i=1
. Jaénnt')snelidwmma.
o
SSE=g e =4.385

=1
o SHitysaste:
R2 =1 SSE _1. 4.385
SST 25.833

o Siten estimoitu malli on selittanyt
83.0 %
selitettdvan muuttujan arvojen vahtelusta.

=0.830

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli

Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste

>> Paattely yhden selittdjan lineaarisesta regressiomallista
Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla
Yhden selittdjan lineaarisen regressiomalli ja satunnainen selittgja
2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi

TKK (c) llkka Mellin (2006) 81



Paattely yhden selittgjan lineaarisesta regressiomallista
Mallia koskeva tilastollinen paattely

Tarkastellaan seuraavia yhden selittg an lineaarista

regressiomallia koskevia paattel yn ongelmia:

— Regressiokertoimien estimaattoreiden
odotusarvot ja varianssit

— Regressiokertoimien estimaattoreiden
otog akaumat

— Regressiokertoimien luottamusvalit
— Tedtit regressiokertoimille
— Testi selitysastedlle

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Paattely yhden selittgjan lineaarisesta regressiomallista
Malli ja sen osat 1/3

Oletetaan, etta havaintoarvojeny jax; valillaon
lineaarinen tilastollinen riippuvuus, joka voidaan ilmaista
yhtalolla
Yy, = bo+blxi +e 1=12K,n
Y htal0 méaarittelee yhden sdittg an lineaarisen
regressiomallin, jossa
y, = selitettavan muuttujan y satunnainen ja
havaittu arvo havaintoyksikgssa i
X = salittavan muuttujan eli sdlitta an x ei-
satunnainen ja havaittu arvo havaintoyksikossa i
e = jaannos- i virhetermin esatunnainen ja
ei-havaittu arvo havaintoyksikGssa i

TKK
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Paattely yhden selittgjan lineaarisesta regressiomallista
Malli ja sen osat 2/3

e Yhden sdittgan lineaarisessa regressiomallissa
y =b,+bx +e ,i=12K,n
on seuraavat kertoimet:
b, = vakioselittajan regressiokerroin;
b, on ei-satunnainen ja tuntematon vakio
b, = sdlittdjan x regressiokerroin;
b, on el-satunnainen ja tuntematon vakio

TKK (c) llkka Mellin (2006) 84



Paattely yhden selittgjan lineaarisesta regressiomallista
Malli ja sen osat 3/3

e Yhden sdlittgan lineaarisen regressiomallin
y =b,+bx +e ,i=12K,n
maaritteleman regr essiosuor an
y = by + byX
yhtal 6ssa

b, = regressiosuoran jay-akselin leikkauspiste €l
regressiosuoran vakio

b, = regressiosuoran kulmakerroin

TKK (c) llkka Mellin (2006) 85



Paattely yhden selittgjan lineaarisesta regressiomallista

Oletukset

* Oletetaan, ettd yhden selittg an lineaarisen regressiomallin
y =b,+bx +e ,i=12K,n
jadnnos- eli virhetermia e koskevat standar diol etukset
patevat:
i) E(e=0,i=12..,n
(i)  Jaannostermit ovat homoskedastisia:
Var(g)=s2,i=1,2,...,n
(iti) Ja@nnostermit ovat korreloimattomia:
Cor(e,q)=0,i?t|
o Lisaks oletetaan, etta virhetermit @ ovat normaalisia:
(iv) e~N(0,s9),i=12,...,n

TKK (c) llkka Mellin (2006) 86



Paattely yhden selittgjan lineaarisesta regressiomallista
Otostunnusluvut

« Maaritelléan havaintojen x; jay, ,i=1,2, ... ,n
aritmeettiset keskiarvot, otosvarianssit, otoskovarianss ja
otoskorrelaatiokerroin tavanomaisilla kaavoillaan:

=145 14,
n.. -1
$=1 8§ (x- X s = LAy
n-1.2 n-1.
1 o
Sy n-17; Rz
o=
Y s,

TKK (c) llkka Mellin (2006) 87



Paattely yhden selittgjan lineaarisesta regressiomallista
Regressiokertoimien PNS-estimaattorit

e Yhden sdlittgan lineaarisen regressiomallin
y =b,+bx +e ,i=12K,n
regressiokertoimien b, ja b; pienimman neliésumman
(PNS-) estimaattorit ovat

b,=y- bX
Sy _ . Sy
N T

TKK (c) llkka Mellin (2006) 88



Paattely yhden selittgjan lineaarisesta regressiomallista
Sovitteet ja residuaalit

e Olkoot b, jab, yhden selittgjan lineaarisen regressiomallin
y =b,+bx +e ,i=12K,n
regressiokertoimien b, ja b; PNS-estimaattorit.
o Madritelldan estimoidun mallin sovitteet kaavalla
y.=h,+bx ,i=1,2,K,n
o Maéritelldan estimoidun mallin residuaalit kaavalla

§=Yi- ¥ =Y-b-hx,1=12Kn

TKK (c) llkka Mellin (2006) 89



Paattely yhden selittgjan lineaarisesta regressiomallista
Jaannosvarianssin estimointi

eli virhetermea e koskevat standardioletukset (i)-(iii)
patevat, jdannosvarianssin Var(e) = s 2 harhaton
estimaattori on

2 1 O
n- 2|—1

jossa
e = estimoidun mallin residuaali
n = havaintojen lukumaara

TKK (c) llkka Mellin (2006) 90



Paattely yhden selittgjan lineaarisesta regressiomallista
Regressiokertoimien estimaattorit:

Odotusarvot ja varianssit

Jos standardioletukset (i)-(iii) patevat, niin regressio-
kertoimien b, ja b; PNS-estimaattoreillab, jab, on
Seuraavat odotusarvot ja varianssit:

E(b)=b  Var(b)=D* (bl)‘

2

-1)s

X2

)=, Va) =) =sTg ¢ T

Siten PNS-estimaattorit b, ja b, ovat oletuksien (|)-(|||)
patiessa harhattomia.

Cj

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Paattely yhden selittgjan lineaarisesta regressiomallista
Regressiokertoimien estimaattorit:

Otosjakaumat

» Jos standardioletuksien (i)-(iii) lisdksi normaalisuusol etus

(iv) patee, regressiokertoimien b, ja b; PNS-estimaattorit

b, Ja b, ovat normaalijakautuneita:

S
NS S0
E ' (n-)S g
& a x* 00
b Nnb,,s?
R R N T

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Paattely yhden selittgjan lineaarisesta regressiomallista
Regressiosuoran kulmakertoimen luottamusvali

e Josstandardioletuksien (i)-(iii) lisdksi normaalisuusol etus
(iv) patee, niin regressiokertoimen b, eli regressiosuoran
kulmakertoimen luottamusvali luottamustasolla (1 - a)
on muotoa

S
+
bl - tav/2 \/msx
jossa-t_,ja+t,, ovat luottamustasoon (1 - a) liittyvét
luottamuskertoimet Studentin t-jakaumasta, jonka vapaus-
asteiden luku on (n - 2) jas? on jéanndsvarianssin s 2
harhaton estimaattori.
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Paattely yhden selittgjan lineaarisesta regressiomallista

Regressiosuoran kulmakertoimen luottamusvali:
Kommentti

* Huomaa, etta regressiokertoimen b, luottamusvali on
tavanomai sta muotoa

bl * ta/2 [A)(bl)
jossa
2 5 _ SZ
B)= o ys

on kertoimen b; PNS-estimaattorin b, varianssin
estimaattori.
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Paattely yhden selittgjan lineaarisesta regressiomallista
Regressiosuoran vakion luottamusvali

Jos standardioletuksien (i)-(ii1) lisdksi normaalisuusol etus
(iv) patee, niin regressiokertoimen b, €li regressiosuoran
vakion luottamusvali luottamustasolla (1 - a) on

muotoa

1. X
+t .S [—+
b *tare \/n (n-1)s

jossa-t_,ja+t,, ovat luottamustasoon (1 - a) liittyvét
luottamuskertoimet Studentin t-jakaumasta, jonka vapaus-
asteiden luku on (n - 2) jas? on jéanndsvarianssin s 2
harhaton estimaattori.

TKK
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Paattely yhden selittgjan lineaarisesta regressiomallista
Regressiosuoran vakion luottamusvali:
Kommentti

* Huomaa, etta regressiokertoimen b, luottamusvali on
tavanomai sta muotoa

boitalzf)(bo)
jossa
X* ti
D? () = Sgn (n- 1)<

on kertoimen b, PNS-esti maattorin by varianssin
estimaattori.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 96



Paattely yhden selittgjan lineaarisesta regressiomallista
Testi regressiosuoran kulmakertoimelle

Oletetaan, etta standardioletuksien (i)-(iii) lisaksi
normaalisuusoletus (iv) péatee.
Olkoon nollahypoteesina
Hy,:b =b’
M&dritelldan t-testisuure
t = b1 ) blo
' sl(vn-1s)
Jos nollahypotees H, patee,
t, t(n- 2
Itselsarvoltaan suuret testisuureen t, arvot viittaavat siihen,
etta nollahypotees H,, el pade.

TKK
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Paattely yhden selittgjan lineaarisesta regressiomallista
Testi regressiosuoran kulmakertoimelle:

Kommentti

« Huomaa, etta t-testisuure nollahypoteesille H,, : b, = b,
on tavanomai sta muotoa

L
" D(b)
jossa
A5 B 32
®)= e

on regressiokertoimen b; PNS-estimaattorin b, varianssin
estimaattori, kun nollahypoteesi H,, pétee.
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Paattely yhden selittgjan lineaarisesta regressiomallista
Testi regressiosuoran kulmakertoimelle:

Havainnollistava esimerkki 1/5

Taulukossa oitkeallaon
keinotekoisen kahden muuttujan
aineiston havaintoarvot (n = 6).
Aineistosta estimoidun
regressiosuoran yhtaloks saatiin
kappaleessa Yhden selittajan
lineaarisen regressiomallin
estimointi

y =1.5407+0.7847x
ks. kuviota oikealla.

oO|O |~ |WIN]|FP—

o|N|o|h|w]r] X

10

Pistediagrammi

y = 0.7847x + 1.5407
R? = 0.8303

10

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Paattely yhden selittgjan lineaarisesta regressiomallista

Testi regressiosuoran kulmakertoimelle:

Havainnollistava esimerkki 2/5

» Allaolevassa taulukossa on laskettu havaintoarvojen summat ja nelio-

summat seké estimoidun mallin sovitteet y, residuaalit e (sovitteiden ja
residuaalien laskemista on kasitelty em. kappaleessa) jaresduaalien

neliot €.
i X y X y“ Sovite [Residuaali]l Res”
1 1 2.5 1 6.25 2.325 0.175 0.030
2 3 3 9 9 3.895 -0.895 0.801
3 4 6 16 36 4.679 1.321 1.744
4 6 5 36 25 6.249 -1.249 1.560
5 7 7.5 49 56.25 7.033 0.467 0.218
6 8 8 64 64 7.818 0.182 0.033
Summa 29 32 175 196.5 32 0.000 4.385

Tarkastellaan testiamallin
Y. =b,+bx +e ,1=12,K,n

regressiokerrointa b, koskevalle nollahypoteesille

Hy i 0,=0

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Paattely yhden selittgjan lineaarisesta regressiomallista
Testi regressiosuoran kulmakertoimelle:

Havainnollistava esimerkki 3/5

Kertoimen b, estimaatti:
b, = 0.7847
Slittdjan x varianssi ;

o2

1 60 1 1, 8
$2=_—_ .z > —:—%5-— 292 0= 6.967
“n-1 ax 85‘)g = 6-18 6 g
e Jaannosvarianss:
#=_1 a_q—i 4.385=1.096
n- 2. 6- 2
e {-testisuureen arvo:
- O -
L = b- b _ 0.7847- 0 4493

s/(vn-1s) +/1.096/((6- 1) 6.967)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Paattely yhden selittgjan lineaarisesta regressiomallista
Testi regressiosuoran kulmakertoimelle:

Havainnollistava esimerkki 4/5

 Jos nollahypoteesi H,, : b, = 0 pétee, testisuure t, on jakautunut
Sudentin t-jakauman mukaan vapausastein (n- 2) = (6- 2) = 4.
t, ~1(4)
» Valitaan merkitsevyystasoks 0.05.

» Olkoon vaihtoehtoinen hypoteesi muotoa
H,:b6,*0
o Talodin merkitsevyystasoa 0.05 vastaavat
Kriittiset rajat ovat
-2.776ja+2.776
ks. kuviota oikealla. ; y

t(4)

0.025 / 0.95 \ 0.025

Lo . . | |
Siten testin hyl kaysal\ue on muotoa 276 42976
{t |t <-2.776}E{t, |t,>+2.776}
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Paattely yhden selittgjan lineaarisesta regressiomallista
Testi regressiosuoran kulmakertoimelle:

Havainnollistava esimerkki 5/5

» Koska
t, =4.423>2.776

niin testisuureen t, arvo on hylkaysalueellaja voimme hylata
nollahypoteesin

Ho, i 6,=0
ja hyvaksya vaihtoehtoi sen hypoteesin
H,:b6,*0
merkitsevyystasolla 0.05.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 103



Paattely yhden selittgjan lineaarisesta regressiomallista
Testi regressiosuoran vakiolle

o Oletetaan, etta standardioletuksien (i)-(iii) lisaks
normaalisuusoletus (iv) péatee.
« Olkoon nollahypoteesina
HOO : bO = b(?
o Madritelldan t-testisuure

x? G
ty = (0, - by) g\/n (n- 1)<
 Jos nollahypoteesi H,, patee,
t, t(n-2)
* Itseisarvoltaan suuret testisuureen t, arvot viittaavat siihen,
etta nollahypotees H,, e pade.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 104



Paattely yhden selittgjan lineaarisesta regressiomallista
Testi regressiosuoran vakiolle:

Kommentti

« Huomaa, etta t-testisuure nollahypoteesilieH,, : b, = b
on tavanomai sta muotoa

f = by
o D(h,)
jossa
X* ti
D?(by) = Sgn (n- 1)<

on regressiokertoimen b, PNSestimaattorin b, varianssin
estimaattori, kun nollahypotees H, péatee.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 105



Paattely yhden selittgjan lineaarisesta regressiomallista
Testi selitysasteelle 1/4

o Oletetaan, etta standardioletuksien (i)-(iii) lisaks
normaalisuusoletus (iv) péatee.
« Olkoon nollahypoteesina
H,:b, =0
o Madritellaan F-testisuure

jossa R? on estimoidun mallin selitysaste.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 106



Paattely yhden selittgjan lineaarisesta regressiomallista
Testi selitysasteelle 2/4

 Jos nollahypotees
H,:b, =0

patee, testisuure
2

1- R?
jossa F(1, n—2) on Fisherin F-jakauma vapausastein 1 ja
(n—2).

o Suuret testisuureen F arvot viittaavat siihen, etta
nollahypoteesi H,, e pade.

F=(n-2) F(Ln-2)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 107



Paattely yhden selittgjan lineaarisesta regressiomallista
Testi selitysasteelle 3/4

e KoskaR? = rfy _em. F-testisuure voidaan esittda muodossa
2

er

1- rfy

« Ottamallatasta neliojuuri saadaan testisuure

t=vn-2 2
J1-1g
joka noudattaa nollahypoteesin H,, patiessa Studentin t-
jakaumaa vapausastein (n — 2):
t~t(n-2)
e [tseisarvoltaan suuret testisuureent arvot viittaavat siihen,
etta nollahypotees H,, el pade.

F=(n-2)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 108



Paattely yhden selittgjan lineaarisesta regressiomallista
Testi selitysasteelle 4/4

 Voidaan osoittaa, etta

5 ! b
t=vn-2-——2_-= =t
1-r2 s/Vn-1s. °

jossa testisuure t; on tavanomainen t-testisuure nolla-
hypoteesille

Ho b, =0
* F-jat-jakaumien yhteyden perusteella on selvag, etta
t>=F

jossa F on em. F-testisuure nollahypoteesille H; .

 Huomaa, etta ylla esitetty t-testisuure jat-testisuure
korreloimattomuudelle ovat ekvivalentteja.
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Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli

Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Paattely yhden selittdjan lineaarisesta regressiomallista

>> Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla
Yhden selittdjan lineaarisen regressiomalli ja satunnainen selittgja
2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi

TKK (c) llkka Mellin (2006) 110



Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla
Ennustaminen

o Oletetaan, ettd muuttujien x jay havaittujen arvojen x; jay;
valilla on lineaarinen tilastollinen riippuvuus, joka
voidaan ilmaista muodossa

y.=b,+bx +e ,1=12K,n

e Haluamme ennustaa sdlitettavaa muuttujaa y, kun

selittéva muuttujax saaarvon X .

e Jactaan tarkastelu kahteen osaan:

() Tavoitteena on ennustaa selitettavan muuttujan y
odotettavissa oleva eli keskimaarainen ar vo.

(i) Tavoitteena on ennustaa selitettavan muuttujan y
arvo.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 111



Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla
Malli ja sen osat 1/2

» Oletetaan, etta havaintoarvojeny, jax valillaon
lineaarinen tilastollinen riippuvuus, joka voidaan ilmaista
yhtalolla

Yy, = bo+blxi +e 1=12K,n
e Yhtdo méaarittelee ynden sdlittdjan lineaarisen
regressiomallin, jossa
y, = selitettavan muuttujan y satunnainen ja
havaittu arvo havaintoyksikgssa i
X = salittavan muuttujan eli sdlitta an x ei-
satunnainen ja havaittu arvo havaintoyksikossa i
e = jaannos- i virhetermin esatunnainen ja
ei-havaittu arvo havaintoyksikGssa i
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Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla

Malli ja sen osat 2/2

e Yhden sdittgan lineaarisessa regressiomallissa
y =b,+bx +e ,i=12K,n
on seuraavat kertoimet:
b, = vakioselittajan regressiokerroin;
b, on ei-satunnainen ja tuntematon vakio
b, = sdlittdjan x regressiokerroin;
b, on el-satunnainen ja tuntematon vakio
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Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla

Oletukset

* Oletetaan, ettd yhden selittg an lineaarisen regressiomallin
y =b,+bx +e ,i=12K,n
jadnnos- eli virhetermia e koskevat standar diol etukset
patevat:
i) E(e=0,i=12..,n
(i)  Jaannostermit ovat homoskedastisia:
Var(g)=s2,i=1,2,...,n
(iti) Ja@nnostermit ovat korreloimattomia:
Cor(e,q)=0,i?t|
o Lisaks oletetaan, etta virhetermit @ ovat normaalisia:
(iv) e~N(0,s9),i=12,...,n
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Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla
Otostunnusluvut

« Maaritelléan havaintojen x; jay, ,i=1,2, ... ,n
aritmeettiset keskiarvot, otosvarianssit, otoskovarianss ja
otoskorrelaatiokerroin tavanomaisilla kaavoillaan:

=145 14,
n.. -1
$=1 8§ (x- X s = LAy
n-1.2 n-1.
1 o
Sy n-17; Rz
o=
Y s,
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Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla

Regressiokertoimien PNS-estimaattorit

e Yhden sdlittgan lineaarisen regressiomallin
y.=b,+bx +e ,1=12K,n
regressiokertoimien b, ja b; pienimman neliésumman

(PNS-) estimaattorit ovat

0, =y- bX
=Sy Y
e T

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla

Sovitteet ja residuaalit

e Olkoot b, jab, yhden selittgjan lineaarisen regressiomallin
y =b,+bx +e ,i=12K,n
regressiokertoimien b, ja b; PNS-estimaattorit.
o Madritelldan estimoidun mallin sovitteet kaavalla
y.=h,+bx ,i=1,2,K,n
o Maéritelldan estimoidun mallin residuaalit kaavalla

§=Yi- ¥ =Y-b-hx,1=12Kn
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Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla
Jaannosvarianssin estimointi

eli virhetermea e koskevat standardioletukset (i)-(iii)
patevat, jdannosvarianssin Var(e) = s 2 harhaton
estimaattori on

1
32: 2
n- Ze‘la
jossa

e = estimoidun mallin residuaali
n = havaintojen lukumaara
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Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla
y:n odotusarvon ennustaminen

o Oletetaan, etta selitettdva muuttujay saa arvon
Yy=b,+bk+é
kun selittjax saaarvon X .

e Mikaon paras ennuste selitettavan muuttujan y
odotettavissa olevalle arvolle

E(W«) = b, + bX
kun selittjax saaarvon X ?

» Selitettavén muuttujan y ehdollinen odotusarvo E(¥|¥)
kuvaa selitettavan muuttujan y keskimaarin saamia arvoja
selittdjan x saamien arvojen funktiona.
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Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla
y:n odotusarvon ennustaminen:

Ennuste

» Valitaan selitettdvan muuttujan odotusarvon E(|%)

ennusteeks (estimaattoriksi) lauseke
Y% =b, +b¥

jossa b, ja b, ovat regressiokertoimien by ja b; PNS-
estimaattorit.

» Voidaan osoittag, etta ¥|% on (ennustevirheen keskinelic-
virheen mielessd) paras lineaarinen ja harhaton ennuste
ehdolliselle odotusarvolle E(¥|%).

e Huomautus:

Ehdollinen odotusarvo E(¥|%) on kiintedlle % vakio, kun taas
ennuste §|% on satunnaismuuttuja.
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Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla
y:n odotusarvon ennustaminen:

Otosjakauma

* Oletetaan, ettd yhden selittg an lineaarisen regressiomallin
jaannos- eli virhetermia e koskevat standardioletuksien
(1)-(111) lisdks normaalisuusoletus (iv) patee.

o Talodin ennusteen

ylk=h, +bX
otog akauma on normaalijakauma:

) e : - X)? ud
9%~ N&b, + b, s2 & + (- %)"H2
é én (n-1s g
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Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla
y:n odotusarvon ennustaminen:

Luottamusvali

e Odotusarvon

E(y%) = b, + b X

luottamusvali luottamustasolla(1- &) on
1 (¥%- X)°
+bhkx+t .S, |—+

bO bl al? \/n (n _ 1) Si
jossa-t_,ja+t,, ovat luottamustasoon (1 - a) liittyvét
luottamuskertoimet Studentin t-jakaumasta, jonka vapaus-
asteiden luku on (n - 2) jas? on jéanndsvarianssin s 2
harhaton estimaattori.

o Vai muodostaa selittgjan x arvojen ¥ funktiona luottamus-
vyOn estimoidun regressiosuoran y = b, + b, x ymparille.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 122



Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla
y:n odotusarvon ennustaminen:

Luottamusvalin ominaisuuksia

e (Odotusarvon
E(y%) = b, + b X
luottamusvali
1, (k%)

b0+bl%ita/23\/n (n-l)Si

kaventuu, jos havaintojen lukumé&aran tai selittgan otos-
varianssi s; kasvaa.
* Toisaaltaluottamusvdli on sité levedmpi, mita kauempana

keskiarvosta X .
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Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla
y.n arvon ennustaminen

o Oletetaan, etta selitettdva muuttujay saa arvon
Yy=b,+bk+é
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Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla
y.n arvon ennustaminen:

Ennuste

e Valitaan sdlitettavan muuttujan arvon ¥ ennusteeksi

(estimaattoriksi) lauseke
Y% =b, +b¥

jossa b, ja b, ovat regressiokertoimien by ja b; PNS-
estimaattorit.

» Voidaan osoittag, etta ¥|% on (ennustevirheen keskinelic-
virheen mielessd) paras lineaarinen ja harhaton ennuste
ehdolliselle odotusarvolle E(Y|%) .

e Huomautus:

Seka selitettavan muuttujan y arvo ¥ etté ennuste §|% ovat
satunnai smuuttujia.
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Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla
y.n arvon ennustaminen:

Otosjakauma

* Oletetaan, ettd yhden selittg an lineaarisen regressiomallin
jaannos- eli virhetermia e koskevat standardioletuksien
(1)-(i11) lisdksi normaalisuusoletus (iv) patee.

e Talloin ennustevirheen

- 9‘%
otog akauma on normaalijakauma:
y- 9% ~ Na% S gl+l (- x)° uo

g n (n- 1)s
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Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla
y.n arvon ennustaminen:

Luottamusvali

o Sdlitettavan muuttujan y arvon ¥ luottamusvali
luottamustasolla (1 - a) on

N 1 (%-x)°
D +b1%_ta,2sJ1+n+(n_ NG

jossa-t,,ja+t,, ovat luottamustasoon (1 - a) liittyvét
luottamuskertoimet Studentin t-jakaumasta, jonka vapaus-
asteiden luku on (n- 2) jas? on jéanndsvarianssin s 2
harhaton estimaattori.

« Vali muodostaa selittdan x arvojen X funktiona luottamus-
vyOn estimoidun regressiosuoran y = b, + b, x ymparille.
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Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla
y.n arvon ennustaminen:

Luottamusvalin ominaisuuksia

o Selitettavan muuttujan y arvon ¥ luottamusvali

N 1 (% x)°
D +b1%_ta,2sJ1+n+(n_ )e

kaventuu, jos havaintojen lukuma&aran tai selittgan otos-
varianss s kasvaa.
* Toisaaltaluottamusvdli on sita levedmpi, mita kauempana

keskiarvosta X .
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Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla
y:n arvon luottamusvali vs
y:n odotusarvon luottamusvali

o Sdlitettavan muuttujan y arvon ¥ luottamusvyo on
levedmpi kuin selitettdvan muuttujan y arvon § odotus-
arvon E(¥|%) luottamusvyo.

e Tamajohtuu siitg, etta selitettdvan muuttujan y keski-
maar aisen arvon ennustaminen on helpompaa kuin sen
yksittéisen arvon ennustaminen.
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Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli

Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Paattely yhden selittdjan lineaarisesta regressiomallista
Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla

>> Yhden selittgjan lineaarisen regressiomalli ja satunnainen selittgja
2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittgja
Selitettava muuttuja ja selittava muuttuja

o Oletetaan, etta selitettavan muuttujan y havaittujen
arvojen vaihtelu halutaan sdlittaa selittdvan muuttujan
eli selittg an x havaittujen arvojen vaihtelun avulla.

 Tehdadn seuraavat oletukset:

(1) Sekasditettava muuttujay etta selittga x ovat
satunnai smuuttujia.

(i1) Seitettava muuttujay on suhdeasteikollinen muuttuja.
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittgja
Havainnot

o Olkoot
YisYos oo Vo
selitettavan muuttujany ja
Xq s Xoy ene 3 X,

selittdvan muuttujan x havaittuja arvoja.

o Oletetaan lisaksl, etta havaintoarvot x; jay; liittyvét
samaan havaintoyksikkoon kaikillei =1, 2, ... , n.

o Tdlloin havaintoarvot x jay, muodostavat pisteita 2-
ul ottel sessa avaruudessa:

(x,y)I  %,i=1,2K,n
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittgja

Malli ja sen osat 1/2

Oletetaan, etta havaintojeny, jax; valillaon lineaarinen

tilastollinen riippuvuus, joka voidaan ilmaista yhta dlla
y =b,+bx +e ,i=12K,n

Y htdl 6 méarittelee yhden sdittdjan lineaarisen

regressiomallin, jossa

y, = selitettavan muuttujan y satunnainen ja
havaittu arvo havaintoyks kGssa |

X = selittavan muuttujan x satunnainen ja
havaittu arvo havaintoyks kGssa |

e = jaannos- i virhetermin esatunnainen ja
el-havaittu arvo havaintoyksikssa i
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittgja

Malli ja sen osat 2/2

e Yhden sdittgan lineaarisessa regressiomallissa
y =b,+bx +e ,i=12K,n
on seuraavat kertoimet:
b, = vakioselittajan regressiokerroin;
b, on ei-satunnainen ja tuntematon vakio
b, = sdlittdjan x regressiokerroin;
b, on el-satunnainen ja tuntematon vakio

e Huomautus:

Regressiokertoimet b, ja b, oletetaan samoiksi kaikille
havaintoyksikaille .
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittgja
Selittgjan satunnaisuuden seuraukset 1/4

Yy, = bo+blxi +e 1=12K,n
selittdjan x satunnai suus saattaa aiheuttaa vakavia

ongelmiamallin estimoinnille jamallia koskevalle
tilastolliselle paéttelylle.
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittgja

Selittgjan satunnaisuuden seuraukset 2/4

Jos sdlittd a x on satunnainen, PNS-menetelma el
valttamatta tuota harhattomia tai edes tarkentuvia
estimaattoreita regressiokertoimille.

Nain kdy esimerkiks silloin, kun virhetermi ja selittg a korreloivat.

Josregressiokertoimien PNS-estimaattorit elvét ole
harhattomia tai tarkentuvia, mallia koskevaa tavan-
omaista tilastollista paattelya ei saa soveltaa.
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittgja
Selittgjan satunnaisuuden seuraukset 3/4

Kysymys:
Milloin kiintedlle, ei-satunnaiselle selittdjalle esitettya
teoriaa saa soveltaa myos satunnaiselle selittaj alle?

Vastaus:

Kiintedlle, ei-satunnaiselle selittdj alle esitettya

teoriaa saadaan soveltaa ainakin silloin, kun jaannos-
eli virhetermit g toteuttavat kiintealle selittajalle esitetyt

standar dioletukset ehdollisesti sdittgjan x havaittujen
arvojen suhteen.
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittgja
Selittgjan satunnaisuuden seuraukset 4/4

o Tassa kappaleessa tarkastellaan |ahemmin yhden
selittg an lineaarisen regressiomallin maarittelemista
sellaisellatavalla, jokatakaa sen, etta kiintedlle selittgjdlle
esitetty teoria pétee.
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittgja

Modifioidut oletukset jdanndstermeista

e Oletetaan, ettd mallin
y =b,+bx +e ,i=12K,n
Jjaannos- eli virhetermit g toteuttavat seuraavat ol etukset:
(i) E(e|x)=0,i=1L2K,n
(i)  Jadnnostermit ovat (ehdollisesti) homoskedastisia.
Var(e |x)=s°,i=12K,n
(i11)  Ja@nnostermit ovat (ehdollisesti) korreloimattomia.
Cor(e.g |X,%)=0,it |
o Lisdks jaannOstermeista e tehdaan tavallisesti
nor maali suusol etus:
iv) e|x N(0,s%),i=12K,n

TKK (c) llkka Mellin (2006) 139



Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittgja
Mallin selitettavan muuttujan ominaisuudet

Jos yhden selittg an lineaarisen regressiomallin
y =b,+bx +e ,i=12K,n
jaannos- eli virnetermeja e koskevat modifioidut ol etukset
(1)-(i11) patevat, mallin sditettavan muuttujan y havaituilla
arvoillay; on seuraavat stokastiset ominaisuudet:
() E(i[x)=b+bx,1=1L2,K,n
(i)Y Va(y |x)=s?,i=12K,n
(ii1)” Cor(y.,y, |%,%x)=0,i?1 |
Jos jaanndstermeja e koskeva normaalisuusol etus (iv)
patee, niin
(iv)” v |x N(b,+bx,5%),i=12K,n

TKK

(c) likka Mellin (2006) 140



Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittgja
Mallin selitettavan muuttujan ominaisuudet:

Kommentti

» Jos muuttujan y arvojen y, stokastiset ominaisuudet
(i)"-(iv)” otetaan oletuksiksi, ne mé&arittelevat tasmélleen
saman tilastollisen mallin kuin mallin

y =b,+bx +e ,i=12K,n
jaannos- eli virhetermeista e tehdyt oletukset (i)-(iv).

o Oletukset (i)-(iv) ja(i) -(iv)” ovat tassa mielessa
ekvivalenttga.

e Siten myds ominaisuudet (i) -(iv)” voidaan ottaa yhden
selittg an lineaarisen regressiomallin maaritteleviksi
standardioletuksiksi.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 141



Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittgja
Selitettavan muuttujan ehdollisen odotusarvon

tulkinta regressiofunktiona

o Oletuksen
() E(y%)=by+bx i =12K,n
mukaan selitettavan muuttujan y ehdollinen odotusarvo €l

regressiofunktio on selittdvan muuttujan x havaittujen
arvojen suhteen lineaarinen funktio.

o Koskaregressofunktiot ovat yleisessa tapauksessa
epalineaarisia, (i)° on hyvin voimakas ol etus.
e Huomautus:

Jos havainnot x; jay, ,1 =1, 2, ... , n noudattavat 2-ulotteista
normaalijakaumaa, oletus (i)" pétee.
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittgja

Yhteys kiintean selittajan tapaukseen

Oletetaan, etta mallin
Yy, = bo+blxi +e 1=12K,n
selittavan muuttujan x arvot x; ovat kiinteita eli ei-

satunnaisia jamallin jaannos- eli virhetermit e toteuttavat
standardiol etukset

(i) E(e)=0,i=1,2K,n

(i) Va(e)=s?,i=1,2,K,n

(i) Cor(e,e)=0,it1

iv) e N(0,s?),i=12K,n

Taloin edella satunnaisen selittg an tapauksessa tehdyt
oletukset mallin virhetermista patevét triviaalisti.
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittgja
Selittgjan satunnaisuuden seuraukset:

Kommentteja

Tassa kappaleessa esitetyt modifioidutkin ehdot
jaannos- €li virhetermellle ovat melko rajoittavia ja
etenkin aikasarjojen regressiomalleissa kohdataan
sellaisiatilanteita, joissa elvat edes nama

modifioidut ehdot pade.

Tallaisissa tilanteissa PNS-menetelmaa e yleensa saa
kayttad mallin parametrien estimointiin.

Tilastotiede tuntee kuitenkin menetelmig, joilla
regressiomallin parametrit voidaan estimoida (ainakin)
tarkentuvasti my6s monissa sellaisissatilanteissa, joissa
tassa kappal eessa esitetyt modifioidut ehdot
jéannostermellle elvat pade.
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Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli

Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset

Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi

Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste

Paattely yhden selittdjan lineaarisesta regressiomallista

Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla

Yhden selittdjan lineaarisen regressiomalli ja satunnainen selittgja
>> 2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi

Oletukset

o Oletetaan, etta toisistaan riippumattomat havaintoparit

(X,yi),1=1,2,...,n
noudattavat 2-ulotteista nor maalijakaumaa; ks.
monisteen Todennakoisyyslaskenta lukua Moniulotteisia jakaumia.

o Talldin ehdolliset odotusarvot ovat muotoa
E(x |y)=a,+ayy ,1=12K,n
ECY, [%)=6,+bx,1=1L2,K,n
jadgislineaarisia.
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi

Regressiomalleja on kaksi

* Voimme Kirjoittaa
X =a,+a,y. +d ,i=1,2,K,n
ja
y =b,+bx +e ,i=12K,n
jossa jaannostermit @ ja d ovat keskenaan
korreloimattomia satunnal smuuttujia.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi

Mallien jagannostermit 1/2

« Malin
X =aptay +d,1=12K,n

jadnnos- eli virhetermit d toteuttavat seuraavat ehdot:
(i) Ed]|y)=0,i=,2K,n
(i)  JaannOstermit ovat homoskedastisia:

Var(d |y)=s2,i=12K,n
(iti)  Ja@nnostermit ovat korreloimattomia:

Cor(d.a |y, y)=0,111
(iv) Jaannistermit ovat normaalisia:

dly N(0s2),i=12K,n
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi

Mallien jagannostermit 2/2

 Mallin
y.=b,+bx +e ,1=12K,n

jadnnos- eli virhetermit g toteuttavat seuraavat ehdot:
(i) E(e|x)=0,i=1L2K,n
(i)  Ja&nnostermit ovat homoskedastisia:

Var(e |x)=s2,i=12,K,n
(iti)  Ja@nnostermit ovat korreloimattomia:

Cor(e.g |X,%)=0,it |
(iv) Jaannistermit ovat normaalisia:

e|x N(0,s?2),i=12K,n
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
Otostunnusluvut

« Maaritelléan havaintojen x; jay, ,i=1,2, ... ,n
aritmeettiset keskiarvot, otosvarianssit, otoskovarianss ja
otoskorrelaatiokerroin tavanomaisilla kaavoillaan:

=145 14,
n.. -1
$=1 8§ (x- X s = LAy
n-1.2 n-1.
1 o
Sy n-17; Rz
o=
Y s,
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi

Parametrien PNS-estimaattorit

e Mallin
X =a,ta,y, +0? ’i =12,K,n
regressiokertoimien a, ja 8, PNS-estimaattorit ovat

alzi:r -2 aO:X-aly
y Sy

e Madlin
Yy, = bo+blxi +ée 1=12K,n
regressiokertoimien b, ja b, PNS-estimaattorit ovat

S_p S b
h=Z=n s b=y b
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi

Estimoidut regressiosuorat 1/3

e Muuttujan x estimoitu regressiosuora muuttujan y suhteen

voidaan Ki rj oittaa muotoon
A

ey g—

e M uuttu1 an y estimoitu regressiosuora muuttujan x suhteen

voidaan kirjoittaa muotoon

yy_86<x0

< T =f ~—
xy G
Sy e Sy 1%
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi

Estimoidut regressiosuorat 2/3

 Molemmat estimoidut regressiosuorat voidaan esittéa
muuttujan X funktioina:

(1) Muuttujan X estimoitu regressiosuora muuttujan y
suhteen:
y-y_ 1lax-XC

(; -
Sy rxye Sy 1%

(1) Muuttujan y estimoitu regressiosuora muuttujan X

suhteen:
y-y_ & X0
s, &S g
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi

Estimoidut regressiosuorat 3/3

» Estimoitujen regressiosuorien yhta 6ista nahdaan:
Seuraavat endot ovat yhtapitavia:
(1) Suorat yhtyvét.
(2) ry=%1
Seuraavat ehdot ovat yhtapitavia:
(1)° Suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.
(2 ry=0

o Lisdks yhtdloista nahdaan, etté suorat leikkaavat
havaintojen painopisteessa (X, V) .
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi

Estimoidut regressiosuorat ja
2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot 1/2

Olkoon satunnaismuuttujien x jay yhteigakauma
2-ulotteinen normaalijakauma.

Taloin muuttujan x regressiofunktion yhtal6 muuttujan y
suhteen on

my =E(x|y)=m+r,, > (y- m)

Siten muuttujien xjay havaituista arvoista
xjay,,j=1,2, ..., nestimoitu regressiosuora
X=X+T, —(y y)

saadaan muodolllsestl korvaamalla regressiofunktion
parametrit m, ny, s,%, S, I, vastaavilla otossuureilla.
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi

Estimoidut regressiosuorat ja
2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot 2/2

Olkoon satunnaismuuttujien x jay yhteigakauma
2-ulotteinen normaalijakauma.

Taloin muuttujan y regressiofunktion yhtal 6 muuttujan x
suhteen on

M =EY 10 =M+, Y (x- m)

Siten muuttujien x jay havaituista arvoista
Xjay;,]=1,2, ..., nestimoitu regressiosuora
_ S -
y = y+rm,§y(x- X)
saadaan muodollisesti korvaamalla regressiofunktion
parametrit m, ny, s,%, S, I, vastaavilla otossuureilla.
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
Regressiosuorien estimointi:

Esimerkki 1/8

» Perinndllisyystieteen

Isien ja poikien pituudet

mukaan |apset perivat geneettiset 195
omi halsuutensa vanhemmiltaan. 190 -
* Periytyyko isan pituus heidan E 185
pojilleen? g 180 -
» Havaintoaineisto koostuu g 175
300:n isén ja heidan poikiensa g 170
pituuksien muodostamasta 165 1
|lukuparista 100 ©

x,y),i=1,2,...,300

jossa
X =isan 1 pituus

y, =isan i pojan pituus

160 165 170 175 180 185 190

Isan pituus (cm)

» Ks. pistediagrammia oikealla.
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
Regressiosuorien estimointi:
Esimerkki 2/8

o Taulukko oikeallaesittédisienja [x~vainnro] x-~val | M (x[x) | My (y X)

heldan poikiensa pituuksien 1 (155,160] ] 159.7 172.2

(180,185]] 1815 183.6

ehdollisia keskiarvoja 2 |(160,165]} 1635 | 1720

_ 3 |aes170]] 1682 | 176.8

M, (X[X) ja M, (y[X) 4 (170,175]] 172.6 178.8

jossa 2 (175,180]] 1771 | 180.6
>

|\/|k(x|x) =niiden isien (185,190]] 186.0 184.0

pituuksien keskiarvo,
joiden pituus kuuluu
x-valiin k

M, (y[X) =niiden poikien
pituuksien keskiarvo,
joiden isien pituus
kuuluu x-vaiin k

k=1,2,3,4,56,7
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
Regressiosuorien estimointi:

Esimerkki 3/8

« Ehdollisten keskiarvojen .
Isien ja poikien pituudet
(M (XX), M, (yIx)) 19 .
mé&aréamié& pisteitd on merkitty 2 R adees b
kuviossa oikealla nelivilla. g 1 CaiwES o
) .. ) .. £ 180 | ’o.‘?,’\""aﬂ” B
 Havainnot on siis luokiteltu isien E R o e S
) o 175 - . : :.0 ::0*“ .:":0..0:%3
pituuden mukaan 7 luokkaan. g R SR AT o8
€ 170 ] Toe VR
« Kuviossaluokkia on kuvattu e | g
katkoviivojen erottamilla . [
pyStyVOIHa. 155 160 165 170 175 180 185 190
. . e . . Isan pituus (cm)
» Jokaisen nelion koordinaatit i

on saatu laskemalla keskiarvot ko.
neli0ta vastaavaan pystyvyohon
kuuluvien havai ntopisteiden
koordinaatel sta.
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Regressiosuorien estimointi:

Esimerkki 4/8

e Olkoon mallina -
Isien ja poikien pituudet
Y, = bo + bl)ﬂ +ée 195 y = 0.4707x + 97.391 L. |
i =1,2K,n o mEoa
e = .. . . = 185
« Alkuperéisista havainnoista s
. . . ey es 2 180 -
estimoidun regressiosuoran yhtalo | z
S 175 -
on g
g 170 |
y=97.391+0.4707x .
o Sdlitysaste on 160 S S N R
2 — 155 160 165 170 175 180 185 190
R 0194 Is&n pituus (cm)
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Regressiosuorien estimointi:
Esimerkki 5/8

o Taulukko oikedllaesittédisienja [y-vainnro] y-vai [ M (x[y) | Mc (YY)
heldan poikiensa pituuksien 1 (160,165]| 164.3 163.6
ehdollisia keski arvoj a 2 (165,170] 170.1 168.7

_ 3 (170,175]] 171.4 172.7

M, (Xly) jaM,(yly) 4 |(a75180]] 1731 | 1776

: 5 (180,185] 175.2 182.4
j0Ssa 6 (185,190]| 1769 | 186.6
Mk(xly) =—niidenisien 7 (190,195] 180.6 191.2

pituuksien keskiarvo,
joiden poikien pituus
kuuluu y-valiin k

M. (Yly) =niiden poikien
pituuksien keskiarvo,
joiden pituus kuuluu
y-valiin k

k=123,4,56,7

TKK (c) likka Mellin (2006)
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
Regressiosuorien estimointi:

Esimerkki 6/8

* EthI I ISten keSkI arVOjen Isien ja poikien pituudet
M(Xly) JaM(yly) .
maaraamia piStEité'I on merkitty 190 ,O,Q' 77777
kuviossa oikealla ympyroill 4. il I ,;,‘;;.;{:::%::1;}.5." e
« Havainnot on siis luokiteltu poikien ; 2 fj‘a?*‘“, 77777
pituuden mukaan 7 luokkaan. RN "’6';:‘ ”””””
 Kuviossaluokkia on kuvattu ) i: 7777777777 LoTo
katkoviivojen erottamilla N
vaakavoilla. 155 160 165 170 175 180 185 199
« Jokaisen ympyran koordinaatit e

on saatu laskemalla keskiarvot ko.
ympyraa vastaavaan vaakavyohon
kuuluvien havai ntopisteiden
koordinaatel sta.
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Regressiosuorien estimointi:

Esimerkki 7/8

e Olkoon mallina
X =a,tax +d
1=12,K,n
» Alkuperéisista havainnoista

estimoidun regressiosuoran yhtao
on

x=100.10+0.4117y

joka voidaan x:n funktiona
Kirjoittaa muotoon

y =-243.14+ 2.429x
o Sdlitysaste on
R2=0.194

Pojan pituus (cm)

Isien ja poikien pituudet

y =2.429x - 243.14 .
R?2=0.1938

155 160 165 170 175 180 185 190

Isan pituus (cm)

TKK (c) likka Mellin (2006)

163



2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
Regressiosuorien estimointi:

Esimerkki 8/8

» Kuvioon oikeallaon lisétty mallga
Y, =b,+ bx +e e

Isien ja poikien pituudet

X =a,tax+d
vastaavat estimoidut regressio-
suorat.
e Muuttujan y regressiosuora
muuttujan X suhteen:
y =97.391+0.4707x -
° M UUttUj an X regr OSUOI‘a 155 160 165 170 175 180 185 190

muuttujan y suhteen muuttujan x Isén pituus (cm)
funktiona:

y =-243.14+ 2.429x

Pojan pituus (cm)
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