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Jakaumaoletuksien testaaminen

c?-yhteensopivuustesti 1/2

e Tavanomaisen t-testin ylei sessa hypoteesissa ol etetaan,
ettd havainnot muodostavat satunnai sotoksen normaali-
jakaumasta.

o Siten t-testin yleiseen hypoteesiin sisdltyy havaintojen
normaalisuutta koskeva jakaumaoletus.

« Normaalisuusol etuksesta pidetdan kiinni t-testia tehtaessa,

mutta ol etusta havaintojen normaalisuudesta voidaan — ja
on tavallisesti my0Os syyta — testata erikseen.

e Huomautus:

Jos havainnot elva muodosta yksinkertaista satunnai sotosta
normaalijakaumasta, tavanomainen t-testisuure el ole jakautunut
Sudentin t-jakauman mukaan.
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Jakaumaoletuksien testaaminen

c?-yhteensopivuustesti 2/2

Jakaumaol etuksia koskeviatilastollisia testgja kutsutaan
usein yhteensopivuustestelks.

Nimitys johtuu siitg, etta yhteensopivuustestel ssa tutkitaan
sopivatko havainnot ja tenty jakaumaol etus toisiinsa el

ovatko havainnot sopusoinnussa tehdyn jakauma-
ol etuksen kanssa.

Yleisena yhteensopivuustestina tilastoti eteessa kaytetaan
c’-testia.

Koska normaalijakaumalla on niin keskeinen asema
tilastoti eteessa, normaalisuuden testaamiseen on kehitetty

nimenomaan tahan erikoistarkoitukseen tarkoitettuja
testg)&; ks. kappal etta Normaalisuuden testaaminen.
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Jakaumaoletuksien testaaminen

c’-homogeenisuustesti

o Oletetaan, ettatilastollisen tutkimuksen kohteena oleva
perusoukko voidaan jakaa kahteen tai useampaan
ryhmaan.

e Tehtavanaon selvittda noudattaako tutkimuksen
kohteena ol evaa perusjoukon alkioiden ominaisuutta
kuvaava muuttuja kaikissa ryhmissia samaa jakaumaa.

« Jos muuttuja noudattaa kaikissa ryhmissa samaa
jakaumaa, havaintoaineisto on tutkimuksen kohteena
olevan perus oukon ominaisuuden suhteen homogeeninen.

 Yleisena homogeenisuustestina tilastoti eteessa kaytetaan
c’-testia.
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Jakaumaoletuksien testaaminen
c2-rilppumattomuustesti

o Oletetaan, ettatilastollisen tutkimuksen kohteena olevan
perusjoukon alkiot voidaan luokitellaristiin kahden
faktorin eli tekijan A ja B suhteen.

e Tehtavanaon selvittda ovatko tekijét AjaB
riippumattomia.

o Jostekijét AjaB ovat riippumattomia, tekijoita A jaB
voldaan tarkastella erillisna.

 Ylesena riippumattomuustestina til astoti eteessa kaytetaan
c’-testia.

e Huomautus:

Testi voidaan yleistéa koskemaan useamman kuin kahden tekijan
riippumattomuutta.
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Jakaumaoletuksien testaaminen
c?-testien jakaumista riippumattomuus ja

el-parametrisuus

o (c?-testit yhteensopivuudelle, homogeenisuudelle ja
riippumattomuudel le ovat jakaumista riippumattomia,
el-parametrisia testg &

(1) Testien yleiset hypoteesit elvat kiinnita havaintojen
jakaumaa.

(i) Testelssa el testata todennakadisyysakauman
parametre a koskevia hypoteeseg a.
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Jakaumaoletuksien testaaminen
Normaalisuuden testaaminen

o Koskanormaalijakaumalla on niin keskeinen asema
tilastoti eteessa, havaintojen normaalisuuden tutkimista
varten on kehitetty useita erilaisia menetelmia.

e Havaintojen normaalisuutta voidaan testata yleisella
c?-yhteensopivuustestilla tai erityisesti normaalisuus-
ol etuksen testaamista varten konstruoiduilla testeilla.

e Bowmanin ja Shentonin testi normaalisuudelle perustuu
havaintojen vinouden ja huipukkuuden mittoihin.

« Wilkin ja Shapiron testi normaalisuudelle perustuu ns.
rankit plot -kuvioon, jota voidaan kayttéa havaintojen
normaal i suuden graafiseen tutkimiseen.
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Jakaumaoletuksien testaaminen

Testit

o Tassaesityksessa tarkastellaan seuraavia seka diskreeteille
ettajatkuville muuttyjille tarkoitettujatestg &

—  c?%yhteensopivuustesti

—  c?*-homogeenisuustesti

—  Cc?riippumattomuustesti

— Bowmanin ja Shentonin testi normaalisuudelle
—  Wilkin ja Shapiron testi normaalisuudelle
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Yhteensopivuuden, homogeenisuuden ja
riippumattomuuden testaaminen

Jakaumaoletuksien testaaminen
>> Yhteensopivuuden testaaminen
Homogeenisuuden testaaminen
Riippumattomuuden testaaminen
Normaalisuuden testaaminen

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhteensopivuuden testaaminen
c?-yhteensopivuustesti:
Testausasetelma 1/2

o Tarkastellaan tutkimustilannetta, jossa perusoukon S
alkioita kuvataan faktorilla eli tekijalla A.

o TekijaA saaollalaatuero-, jarjestys-, valimatka- tal
suhdeastei kollinen muuttuja.

o Tehdaan oletus, ettatekija A noudattaa perusoukossa S
jotakin maar attya todennakoi syys akaumaa.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhteensopivuuden testaaminen
c?-yhteensopivuustesti:
Testausasetelma 2/2

« Poimitaan perugoukosta S yksinkertainen satunnaisotos.

o Haluamme testata otostietojen perusteella tehtya
jakaumaol etusta, joka voidaan muotoilla seuraavilla
tavoilla

(1) Voidaanko havaintojen jakaumaa kuvata ol etuksen

* Yhteensopivuustestissa tutkitaan ovatko otos ja tehty
jakaumaol etus yhteensopivia.
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Yhteensopivuuden testaaminen
c?-yhteensopivuustesti:
Testin suoritus

c?-yhteensopivuustestissa havaintojen ja havaintojen
jakaumasta tehdyn ol etuksen yhteensopivuutta mitataan
seuraavallatavalla:

(1) Valitaan havainnoille sopiva luokitus.
(2) Maaréataan havaintojen luokkafrekvenssit.

(3) Maarétaan tendyn jakaumaol etuksen mukaiset
odotetut luokkafrekvenssit.

(4) Verrataan havaittujaja odotettuja |luokkafrekvensseja
toisiinsa c2-testisuureella.
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Yhteensopivuuden testaaminen
c?-yhteensopivuustesti:
Hypoteesit

Yleinen hypotees H :

Havainnot X, , X, , ... , X, on saatu poimimalla
yksinkertainen satunnaisotos perusoukosta S
Nollahypotees H,:

Havainnot X, , X, , ... , X noudattavat todennakasisyys-

jakaumaa f(Xx ; g), jonka parametrit elvéat kuitenkaan
valttamétta ol e tunnettuja.

Vaihtoehtoinen hypotees H; :

Havainnot X, , X, , ... , X elvat noudata nollahypoteesin
H, maarittel emaa todennakdi syys akaumaa.
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Yhteensopivuuden testaaminen
c?-yhteensopivuustesti:
Havaitut luokkafrekvenssit

* Luokitellaan havainnot X, , X, , ... , X, toisensa pois-
sulkeviin luokkiin, joiden lukumaara olkoon m.

e Olkoon
O.,.k=1,2, ..., m

niiden havaintojen frekvenss el lukumaara jotka kuuluvat
luokkaan k.

* Frekvenss O, on luokkaan k kuuluvien havaintojen
havaittu frekvenssi.
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Yhteensopivuuden testaaminen

c?-yhteensopivuustesti:
Havaittujen luokkafrekvenssien maaraaminen 1/2

» Oletetaan, ettd havainnot X, , X, , ..., X ovat diskreetin
satunnalsmuuttujan X havaittuja arvoja ja, etta satunnais-
muuttujan X mahdolliset arvot ovat

VisYos ooy Yo
» Luokitellaan havainto X luokkaan k, jos
Xi=Vy,1=12 ...,n,k=1,2,...,m

» Luokkaan k kuuluvien havaintojen X havaittu frekvenss
O, on niiden havaintojen lukumaar 4, jotka saavat
arvony, .

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhteensopivuuden testaaminen

c?-yhteensopivuustesti:
Havaittujen luokkafrekvenssien maaraaminen 2/2

» Oletetaan, ettd havainnot X, , X, , ... , X ovat jatkuvan
satunnaismuuttujan X havaittuja arvoja ja, etta
X1 (a,b)

« Jaetaan vl (a, b) pisteilla
a=g<a<a< L <a,,<a,=b
pistevieraisiin osavalethin (a_; ,a] ,k=1,2,..., m
» Luokitellaan havainto X luokkaan k, jos
X1 (a4,a),i=1,2,...,n,k=1,2,...,m

» Luokkaan k kuuluvien havaintojen X havaittu frekvenss
O, on niiden havaintojen lukumaara, jotka kuuluvat valiin
k.
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Yhteensopivuuden testaaminen

c?-yhteensopivuustesti:

Havaittujen luokkafrekvenssien taulukko

« Havaitut luokkafrekvenssit O, voidaan esittéa fr ekvenssi-
taulukk ona seuraavassa muodossa:

Luokka 1 2 m | Summa
Havaittu
frekvenssi O1 | O Onm 4

» Frekvenssia O, kutsutaan tavallisesti havaituks solu-

frekvenssiks frekvenssitaul ukon solussa k.
« Havaitut solufrekvenssit O, toteuttavat yhtal on

é.Ok:n

k=1

TKK
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Yhteensopivuuden testaaminen
c?-yhteensopivuustesti:
Odotetut luokkafrekvenssit 1/2

Oletetaan, etta havainnot X, , X, , ... , X, ovat satunnais-
muuttujan X havaittuja arvojaja, etta havainnot on
luokiteltu toisensa poissulkeviin luokkiin, joiden
lukumaara on m.

Oletetaan, etta nollahypotees H, taysin maaraa satunnais-
muuttujan X jakauman.

Olkoon P, tall6in todennakoisyys sille, etta satunnais-
muuttuja X saa arvon luokasta k, kun nollahypotees H,,
patee.

Talloin luokkaan k kuuluvien havaintojen odotettu
frekvenss E, on

E =nkR , k=12,K,m

TKK
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Yhteensopivuuden testaaminen
c?-yhteensopivuustesti:
Odotetut luokkafrekvenssit 2/2

Oletetaan, etta nollahypoteesi H, maaraa satunnais-
muuttujan X jakauman tyypin, mutta jakauman parametrit
ovat tuntemattomia.

Koska jakauman parametrgja el tunneta, jakaumasta el
volda méaarata todenndkoisyyksi g, ellel jakauman
parametreja ensin estimoida havainnoista.

Olkoon P, tallG6in estimoitu todennakdisyys sille, etta
satunnaismuuttuja X saa arvon luokasta k, kun
nollahypotees H,, patee.

Talloin luokkaan k kuuluvien havaintojen odotettu
frekvenss E, on

E =nkP ,k=12K,m
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Yhteensopivuuden testaaminen
c?-yhteensopivuustesti:
Luokkatodennakoisyydet 1/2

o Oletetaan, ettd X on diskreetti satunnaismuuttuja, jonka
mahdolliset arvot ovaty, , Y, , ... , Vi -

e Tdldin
P.=Pr(X=y),k=12 ..., m

jossa todennakaoisyys Pr(X =y,) maarétaan ol ettaen, etta
nollahypotees H,, patee.

» Todennakdisyydet Pr(X =y,) voidaan mdarata satunnal s-
muuttujan X kertymafunktion tai pistetodennakoisyys-
funktion avulla.
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Yhteensopivuuden testaaminen
c?-yhteensopivuustesti:
Luokkatodennakaoisyydet 2/2

Oletetaan, ettd X on jatkuva satunnaismuuttuja, joka saa
arvojavdlilta (a, b) ja, ettavdli (a, b) on jaettu pistellla
a=g,<a<a,< L <a,,<a,=b
pistevieraisiin osavaehin.
Taloin
P=Pr(a_,<X£a),k=12K,m

jossatodennakaisyysPr(a, , < X £ a, ) maarataan
olettaen, etta nollahypotees H, patee.

Todennakdisyydet Pr(a, , < X £ a,) voidaan méaréta
satunnaismuuttujan X kertyméafunktion tai tiheysfunktion
avulla

TKK
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Yhteensopivuuden testaaminen

c?-yhteensopivuustesti:
Odotettujen luokkafrekvenssien taulukko

» Odotetut frekvenssit E, voidaan esittaa frekvenssi-
taulukk ona seuraavassa muodossa:

Luokka 1 2 m | Summa
Odotettu
frekvenssi Ex | B2 | o | En 4

» Frekvenssia E, kutsutaan tavallisesti odotetuks solu-
frekvenssiks frekvenssitaulukon solussa k.

» Odotetut solufrekvenssit E, toteuttavat yhtal on

J
aE =n
k=1

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhteensopivuuden testaaminen
c?-yhteensopivuustesti:
Testin idea

 Testi nollahypoteesille H, perustuu havaittujen
frekvenssien O, ja odotettujen frekvenssien E, vertailuun.

 Jos havaittujen frekvenssien O, ja odotettujen frekvenssien
E, jakaumat muistuttavat toisiaan, havainnot ovat sopu-
soi nnussa nollahypoteesin H, kanssa.
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Yhteensopivuuden testaaminen

c?-yhteensopivuustesti:
Testisuure — muoto 1

Maéaritelléan c?-testisuure
.. § Q- B
=1 By

(o

jossa
O, = havaittu frekvenss luokassa k
E, = odotettu frekvenss |uokassa k
m = luokkien lukumaara

Testisuure ¢? mittaa havaittujen ja odotettujen
frekvenssien jakaumien yhteensopivuutta tai etaisyytta ja
siks sita kutsutaan usein c2-etéisyydeks.

TKK

(c) likka Mellin (2006)

25



Yhteensopivuuden testaaminen
c?-yhteensopivuustesti:
Testisuure — muoto 2

e c?-testisuure voidaan kirjoittaa myos muotoon
2 —n g (P - Pk)2

C
k=1 Pk
jossa
p. = O/n = havaittu suhteellinen frekvenssi
|luokassa k

P, = todennakaisyys, etta havainto kuuluu luokkaan k,
kun nollahypoteesi H,, patee

m = luokkien lukuméaéra
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Yhteensopivuuden testaaminen

c?-yhteensopivuustesti:
Testisuureen asymptoottinen jakauma

 Jos nollahypotees H, patee, testisuure ¢ noudattaa
suurissa otoksissa approksimatiivisesti ¢?-jakaumaa
vapausasteinf=m- 1- p:
c* , c’(f)
jossa
m= luokkien lukumaara

p = odotettujen frekvenssien E, maaraamiseks
estimoitujen parametrien lukumaara

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhteensopivuuden testaaminen

c?-yhteensopivuustesti:
Jakauma-approksimaation hyvyys

e Testisuure ¢? noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti ¢2-jakaumaa, jos nollahypoteesi H,
patee:

c? _c’(f),f=m-1-p

o Approksimaatio on tavallisesti riittavan hyva, jos odotetut

frekvenssit E, toteuttavat ehdot

E >5,k=12K,m

 Ehdot saadaan toteutumaan valitsemalla havainnoille
sopiva luokitus.
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Yhteensopivuuden testaaminen

c?-yhteensopivuustesti:
Testisuureen normaaliarvo ja testi

Testisuureen ¢2 normaaliarvo €i odotusarvo nolla-
hypoteesin H, pétiessa on

E(c?)=f
jossa
f=m-1-p

Normaaliarvoaan merkitsevasti suuremmat c2-testisuureen
arvot viittaavat siithen, etta nollahypoteesi H, el pade.

Normaaliarvoaan merkitsevasti pienemmat c2-testisuureen
arvot viittaavat sithen, etta nollahypoteesi H,, patee liian
hyvin:

Havainnot saattavat olla vaarennettyja.
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Yhteensopivuuden testaaminen
c?-yhteensopivuustesti:
Kommentteja

c?-yhteensopivuustesti on jakaumista riippumaton, ei-
parametrinen testi:

(1) Testinyleinen hypotees e kiinnitd havaintojen
jakaumaa, joten se soveltuu kaikille todenndkoisyys-
jakaumille.

(i) Testissa e testata todennakadi syysakauman

parametreg a koskevaa hypoteesia, vaan oletusta
havaintojen jakaumasta.
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Yhteensopivuuden testaaminen
c?-yhteensopivuustesti:
Esimerkki 1/13

e Luvuissa
Tilastollisten aineistojen kuvaaminen
Valiestimointi
Tilastollinen testaus
on kasitelty seuraavaa esimerkkia:
» Konetekeeruuvea, joiden tavoitepituus on 10 cm.

* Ruuvien pituus saa vaihdella satunnaisesti jonkin verran, kunhan
valmistettujen ruuvien keskimaarainen pituus on mahdollisimman
|ahell& tavoitearvoaan.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhteensopivuuden testaaminen
c?-yhteensopivuustesti:
Esimerkki 2/13

Ruuvien laadunvalvonnassa niiden keskimaaraista pituutta tutkitaan
siten, etta jokaisesta ruuvierasta poimitaan yksi nkertainen satunnai sotos
ja otokseen poimittujen ruuvien pituudet mitataan.

Olemme aikaisemmin soveltaneet ndin keréttyyn esimerkkiaine stoon
seuraaviatilastollisa menetelmia:

() LuvussaTilastollisten aineistojen kuvaaminen naytettiin, miten
ruuvien pituuden jakaumaa otoksessa voidaan kuvata luokitellulla
frekvenssijakaumalla ja sita vastaavalla histogrammilla.

(i) Luvussa Vviliestimointi naytettiin, miten koneen tekemien ruuvien
keskipituudelle voidaan konstruoida otostietojen perusteella
luottamusvali.

(il1) LuvussaTilastollinen testaus naytettiin, miten voidaan testata
ovatko otoksessa saadut tiedot ruuvien keskipituudesta
SOPUSOI NNhussa ruuvien tavoitepituuden kanssa.
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Yhteensopivuuden testaaminen
c?-yhteensopivuustesti:
Esimerkki 3/13

o Sekaruuvien keskipituuden luottamusvali (ks. lukua valiestimointi)
etta testi ruuvien keskipituuden tavoitearvolle (ks. lukua Tilastollinen
testaus) perustuivat oletukseen, jonka mukaan ruuvien pituus vaihtelee
normaalijakauman mukaan.

e Tatajakaumaoletusta voidaan testata c>-yhteensopivuustestilla
Seuraavassa esitettavélla tavalla

* Yleinen hypotees H :

Ruuvit on poimittu yksinkertaisella satunnaisotannalla koneen
tekemien ruuvien joukosta.

« Nollahypotees H,, :
Koneen tekemien ruuvien pituudet noudattavat normaalijakaumaa.
e Vaihtoehtoinen hypotees H, :
Koneen tekemien ruuvien pituudet eivat noudata normaalijakaumaa.
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Yh

teensopivuuden testaaminen

c?-yhteensopivuustesti:
Esimerkki 4/13

Koneen valmistamien

ruuvien joukosta poimittiin siis
yksinkertainen satunnaisotos,
jonka koko n = 30 ja otokseen
poimittujen ruuvien pituudet
mitattiin.

Ruuvien pituuksien aritmeettinen
keskiarvo otoksessa oli

X =10.09 cm
ja otoskeskihajonta ol
s=0.1038 cm

Taulukko oikealla esittéa
pituuksien luokiteltua frekvenssi-
jakaumaa.

Luokkavalit

Luokkafrekvenssit

(9.85,9.90]

1

(9.90,9.95]

(9.95,10.00]

(10.00,10.05]

(10.05,10.10]

(10.10,10.15]

(10.15,10.20]

(10.20,10.25]

(10.25,10.30]

Rl |OI|W]|OIN
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Yhteensopivuuden testaaminen
c?-yhteensopivuustesti:
Esimerkki 5/13

» Kuvaoikeala esittda otokseen
poimittujen ruuvien pituuksien
luokiteltua frekvenssijakaumaa 7
vastaavaa histogrammia. 6

* Voisko tdlainen 5 -
pituuksien jakauma syntya
normaalijakautuneesta perus-
joukosta poimitusta yksin- ) |
Kertai sesta satunnai s- L
otoksesta?

» Tahan kysymykseen antaa 8% 10
vastauksen c?-yhteen-

Ruuvien pituuksien luokiteltu
frekvenssijakauma

Frekvenssi

10.1 10.2 10.3 10.4

Pituus (cm)

sopivuustesti.
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Yhteensopivuuden testaaminen
c?-yhteensopivuustesti:
Esimerkki 6/13

e c?yhteensopivuustestin vaatimat laskutoimitukset voidaan jarjestéa
seuraavan taulukon muotoon (taulukko on luotu Microsoft Excel -

ohjelmalla):
(1) (2) 3) 4) 5) (6) (1) (8)
Luokka | Luokan | Havaittu | Standardoitu |Kertyma- Kertyma- Odotettu |Khi%-arvo
ylaraja | luokka- [luokan ylaraja| funktion | funktion arvojen| luokka-
frekvenssi arvo erotus frekvenssi
K a Oy Zy F(zy) | F(zk)=F(zk-1) E c’
1 9.90 1 -1.79444 0.03637 0.03637 1.09115 | 0.00762
2 9.95 2 -1.31292 0.09460 0.05823 1.74698 | 0.03665
3 10.00 6 -0.83141 0.20287 0.10827 3.24799 | 2.33177
4 10.05 3 -0.34990 0.36321 0.16034 4.81010 | 0.68116
5 10.10 5 0.13161 0.55235 0.18915 5.67443 | 0.08016
6 10.15 4 0.61313 0.73010 0.17775 5.33245 | 0.33295
7 10.20 5 1.09464 0.86316 0.13306 3.99177 | 0.25466
8 10.25 3 1.57615 0.94250 0.07934 2.38026 | 0.16136
9 10.30 1 2.05766 0.98019 0.05750 1.72487 | 0.30462
Summa * 30 * * 1 30 4.190937
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Yhteensopivuuden testaaminen
c?-yhteensopivuustesti:
Esimerkki 7/13

o Kalvon 6/13 taulukon sarakkeet:
(1) Luokka:k=1,2,..., m=9
(2) Luokankylaraa: a,
(3) Havaittu luokkafrekvenss luokassa k: O,
a. 0,=n=30
(4) Luokan k ylaraja a, standardoituna:
a - X _a -10.09
s 0.1038

jossa X =10.09 cm on ruuvien pituuksien aritmeettinen keskiarvo
ja s=0.1038 cm on pituuksien keskihajonta otoksessa.

Zk:
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Yhteensopivuuden testaaminen
c?-yhteensopivuustesti:
Esimerkki 8/13

« Kalvon 6/13 taulukon sarakkeet (jatkuu):

(5) Standardoidun normaalijakauman N(0,1) kertyméafunktion F(%
arvo pisteessa z, : F(z)
(6) Kertymdafunktion arvojen erotus

F(z) - F(z.0) =Pr(z., <z £2) = P,
on todennakdisyys, etta havainto kuuluu luokkaan k, jos nolla-
hypoteesi H, ruuvien pituuden nor maalijakautunei suudesta patee.
a,.R=1
koska valitun luokituksen ulkopuol ell e jaaneet normaalijakauman
hant&al uel den todenndkdi syysmassat on yhdistetty reunal uokkiin.

(7) Odotettu luokkafrekvenss luokassa k: E, = nP,
o m

a, E=n=30
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Yhteensopivuuden testaaminen
c?-yhteensopivuustesti:
Esimerkki 9/13

« Kalvon 6/13 taulukon sarakkeet (jatkuu):
(8) Luokan k c?-arvo:
c2= OB’
Ek

jossa
O, = havaittu frekvenssi luokassa k
E, = odotettu frekvenssi |uokassa k

c’-yhteensopivuustestin testisuureen arvo saadaan sarakkeen (8)
lukujen sarakesummana:

O o] O E
-8 ¢ a( )

k=1 k=1 Ek

=4.20
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Yhteensopivuuden testaaminen

c?-yhteensopivuustesti:

Esimerkki 10/13

e c?-yhteensopivuustesti
vertaa havaittuja frekvenssg a
O, ja nollahypoteesin mukaan
odotettuja frekvenssg a E,
toisiinsa.

o Geometrisesti vertallu
merkitsee havaittuja luokka-
frekvensse a vastaavien suora-
kaiteiden pinta-alojen O,
vertaamista odotettuja
frekvenssg a E, vastaavien
suorakaiteiden pinta-aloihin;
ks. kuvaa oikealla.

Ruuvien pituuksien luokiteltu
frekvenssijakauma

0O Havaitut frekvenssit
O Odotetut frekvenssit

Frekvenssi

10.0 10.1 10.2

Pituus (cm)

10.3 10.4

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhteensopivuuden testaaminen
c?-yhteensopivuustesti:
Esimerkki 11/13

* Nollahypoteesin

H, : Ruuvien pituudet noudattavat normaalijakaumaa

patiessa testisuure ¢? noudattaa ¢?-jakaumaa vapausastein m- 1 - p:
c>~c)(m- 1- p)

jossa
m =luokkien lukumaara

P =odotettujen frekvenssien E, maaraamiseks estimoitujen
parametrien lukumaara

 Esmerkissa
m-1-p=9-1-2=6
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Yhteensopivuuden testaaminen
c?-yhteensopivuustesti:
Esimerkki 12/13

o Valitaan merkitsevyystasoksi
a=20.05
o Merkitsevyystasoa a = 0.05 vastaava kriittinen arvo on
Clos =12.592
koska c?-jakauman taul ukoiden mukaan
Pr(c®3 12.592) =0.05
jossa
c> c*(6)
 Merkitsevyystasoa a = 0.05 vastaava hylkaysalue on siten muotoa
(12.592, +¥)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhteensopivuuden testaaminen
c?-yhteensopivuustesti:
Esimerkki 13/13

« Koska c?-yhteensopivuustestin testisuureen arvo
c?=4.20<12.592
niin nollahypotees j&a voimaan merkitsevyystasolla a = 0.05:
Havainnot ovat sopusoinnussa nor maalisuusoletuksen kanssa.
 Huomautuksia:

— Microsoft Excel -ohjelman mukaan c?-yhteensopivuustestin
testisuureen arvoa 4.20 vastaava p-ar vo on 0.65.

Siten normaalisuusol etuksen hylkdamiseen el ole mydsk&an testin
p-arvon mukaan mitdan perusteita.

— Tarkkaan ottaen luokkia olis pitanyt yhdistaa niin, etta ehdot
E >5k=1L2K,m

olisivat toteutuneet. Talla el kuitenkaan pitaisi tassa olla vaikutusta
testin tul okseen.
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Yhteensopivuuden, homogeenisuuden ja
riippumattomuuden testaaminen

Jakaumaoletuksien testaaminen
Yhteensopivuuden testaaminen
>> Homogeenisuuden testaaminen
Riippumattomuuden testaaminen
Normaalisuuden testaaminen

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Homogeenisuuden testaaminen

c’>-homogeenisuustesti:
Testausasetelma 1/3

Tarkastellaan tutkimusasetelmaa, jossa perugoukon S
alkioita kuvataan yhdella faktorilla eli tekijalla A.

Tekija A saa ollalaatuero-, jarjestys-, valimatka- tal
suhdeastei kollinen muuttuja.

Oletetaan, etta perusoukko Svoidaan jakaa kahteen tai
useampaan ryhmaan.

Poimitaan ryhmista toisistaan riippumattomat yksin-
Kertaiset satunnaisotokset.

Tarkastellaan tekijan A vaihtelua otoksissa.

Tehd&an oletus, etta tekija A noudattaa kaikissa rynmissa
samaa, tarkemmin méaérittel emétonta todennakaoi syys-
jakaumaa.
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Homogeenisuuden testaaminen
c’>-homogeenisuustesti:

Testausasetelma 2/3

o Haluamme testata tehtya jakaumaol etusta:

(1) Voidaanko eri otoksista (ryhmistd) saatujen havainto-
arvojen jakaumia kuvata samalla todennakoi syys-
jakaumalla?

(i) Voivatko otokset olla saman todennakdi syys akauman
generoimia eli tuottamia?
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Homogeenisuuden testaaminen
c’>-homogeenisuustesti:

Testausasetelma 3/3

 Jos tehty jakaumaol etus patee jatekija A noudattaa
kaikissa ryhmissa samaa jakaumaa, perus oukko on
homogeeninen ja perugoukkoa e tarvitse jakaa tekijaa A
koskevissa tarkasteluissa erillisiksi ryhmiksi.

o Jostehty jakaumaoletus el pade jatekija A noudattaa eri
rynmissa eri jakaumia, perusoukko on heter ogeeninen ja
ryhmia on syyta tarkastella erillisina.

o Tdllaisten jakaumaoletuksien testaamiseen tarkoitettuja
testeja kutsutaan homogeenisuustestelksi.

e Huomautus:

M onissa tutkimusasetel missa toivotaan, etta homogeeni suus-
oletus tulee testissa hylatyks.
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Homogeenisuuden testaaminen

c’>-homogeenisuustesti:
Testin suoritus

c’-homogeenisuustestissa havaintojen janiiden
jakaumasta eri ryhmissa tendyn homogeeni suusol etuksen
yhteensopivuutta mitataan seuraavalla tavalla:

(1) Valitaan havainnoille yhteinen luokitus, jotasiis
kaytetdan jokal sessa otoksessa.

(2) Maaratdan havaintojen luokkafrekvenssit jokaisesta
otoksesta.

(3) Maaréataan tehdyn homogeeni suusol etuksen mukai set
odotetut luokkafrekvenssit.

(4) Verrataan havaittujaja odotettujafrekvenssga
toisiinsa c?-testisuuredlla.
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Homogeenisuuden testaaminen
c’>-homogeenisuustesti:

Hypoteesit

* Yleinen hypotees H :
Perus oukko on jaettu r ryhmaén, joista on poimittu
toisistaan riippumattomat yksi nkertaiset satunnai sSotokset.
 Nollahypotees H,:

Otokseti =1, 2, ..., r on poimittu samasta toden-
nakoisyys akaumasta.

 Vaihtoehtoinen hypotees H, :

Otokseti =1, 2, ..., r on poimittu eri todennakoisyys-
jakaumista.
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Homogeenisuuden testaaminen
c’>-homogeenisuustesti:

Havaitut frekvenssit

Oletetaan, etta tutkimuksen kohteena oleva perusjoukko S
on jaettu r rynmaan.

Poimitaan ryhmista toisistaan riippumattomat yksin-
Kertaiset satunnaisotokset, joiden koot ovat n, ,
1=1,2,...,T.

Luokitellaan havainnot jokai sessa otoksessa samaa
luokitusta kayttaen toisensa poissulkeviin luokkiin, joiden
lukuméaara olkoon c.

Maaratéan ryhmassa i luokkaan j kuuluvien havaintojen
havaittu frekvenss eli lukumaara O;; , kun
1=1,2,...,rjaj=1,2,...,cC.
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Homogeenisuuden testaaminen
c’>-homogeenisuustesti:

Havaittujen frekvenssien taulukko 1/3

e Muodostetaan havaituista frekvensseista O, j

(r° o)-frekvenssitaulukko [O;] :

Luokat
1 2 C Summa
:C.;U' 1 Oll 012 Olc Ny
-
D>:~ 2 O, Oy, Oy no
r Orl Or2 Orc Ny
Summa| C; C, Cec n

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Homogeenisuuden testaaminen
c’>-homogeenisuustesti:

Havaittujen frekvenssien taulukko 2/3

 Olkoon [Q;] havaittujen frekvenssien O; muodostama
(r © c)-frekvenssitaul ukko.

r = ryhmien lukumaara

c = luokkien lukuméara

O, = havaittu frekvenssi ryhman i luokassa],
1=1,2,...,r,]=1,2,...,C

n. = otoskoko ryhmassa |

C; = havaittu frekvenss yhdistetyn havainto-
aineiston luokassa |

n = havaintojen kokonalslukumaara

 Frekvenssia O; kutsutaan tavallisesti havaituks solu-
frekvenssiks frekvenssitaulukon solussa (i, j).
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Homogeenisuuden testaaminen
c’>-homogeenisuustesti:

Havaittujen frekvenssien taulukko 3/3

* Havaittujen frekvenssien O;; frekvenssitaul ukossa patee:

(1) Rivisummat yhtyvat ryhmakohtaisiin otoskokoihin:
é_ O =n,I=L2K,r
j=1

(i) Sarakesummat yhtyvét yhdistetyn havaintoaineiston
luokkafrekvenssa hin:
é 0, =C,,=12K,cC
=1

(111) Haval ntOJen kokonalslukumaara

ééo an—aC—n

i=1 j=1 =1 j=1

TKK (c) llkka Mellin (2006) 53



Homogeenisuuden testaaminen
c’>-homogeenisuustesti:

Nollahypoteesin tulkinta

 Jos nollahypotees H,, patee, havaintojen pitaisi
jakautua (satunnaisvaihtelua lukuun ottamatta) jokaisessa

rynmassai =1, 2, ..., r samalla tavalla luokkiin
]=1,2,...,C.

 Jos nollahypoteesi H,, patee, havaintojen jakautuminen
luokkiinj =1, 2, ..., cd saariippua sita, mihin ryhmaan
1=1, 2, ..., r nekuuluvat.

 Jos nollahypoteesi H,, patee, todennakadisyys, etta havainto
kuuluu luokkaanj =1, 2, ..., ce saariippua sita mihin
ryhmadani =1, 2, ..., r sekuuluu.
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Homogeenisuuden testaaminen
c’>-homogeenisuustesti:
Odotetut frekvenssit 1/4

e Olkoon x on tarkastelun kohteena olevan perugoukon S
akio.

o Madritelldan seuraavat todennakdi syydet:
p, =Pr(xkuuluuryhmaani ja luokkaanj)
p;i = Pr(x kuuluu luokkaan j|x kuuluu ryhmaén i)

p. = Pr(x kuuluu ryhmé&an i)
p; =Pr(x kuuluu luokkaan j)

* Todenndkoisyysaskennan yleisen tulosdanndn mukaan
Py = Py B
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Homogeenisuuden testaaminen
c’>-homogeenisuustesti:
Odotetut frekvenssit 2/4

Jos nollahypotees H, patee, todennakoisyys, etta
perusoukon Salkio x kuuluu luokkaan | el saa riippua
sitd, mihin rynmaan i alkio x kuuluu.

Siten nollahypoteesi H, perusoukon homogeenisuudesta
voidaan ilmaista muodossa

Ho:py =p;,1=L2K,r, =12 K,cC
tal muodossa
Ho:p,=p p,.1=1L2K,r, ] =12K,c
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Homogeenisuuden testaaminen
c’>-homogeenisuustesti:
Odotetut frekvenssit 3/4

» Todennakdisyydet p;, p, , P ; voidaan estimoida
havaituistafrekvensseista O.. , n., C. kaavoilla

J B
. 0 . N . _C

pij:? P, :FI pj:n

 Jos nollahypoteesi H,, patee, solutodennakoisyydet p. j
voldaan estimoida kaavoilla
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Homogeenisuuden testaaminen
c’>-homogeenisuustesti:
Odotetut frekvenssit 4/4

« Maarataan nollahypoteesin H, patiessa odotetut solu-
frekvenssit E; yhtalGilla
C.. nC. _
E, =R =""n="",i=12K,r,j=12K,c

n n

« Taloin odotetut suhteelliset frekvenssit E;;/n; jakautuvat
jokaisessa ryhmassa | samalla tavalla luokkiin
1=1,2,...,C:

E. C | .
L = nJ ) J :1121K1C1| :1121K1r
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Homogeenisuuden testaaminen
c’>-homogeenisuustesti:

Odotettujen frekvenssien taulukko 1/3

* Muodostetaan odotetuista frekvensseista E, j
(r ° o)-frekvenssitaulukko [E;] :

Luokat
1 2 C Summa
EU' 1 Ein | Ep Eic Ny
=
D>:~ 2 E21 E22 EZC no
r Erl Er2 Erc Ny
Summal| C;4 C, C. n

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Homogeenisuuden testaaminen
c’>-homogeenisuustesti:
Odotettujen frekvenssien taulukko 2/3

* Olkoon [E;] odotettujen frekvenssien E;; muodostama
(r ~ c)-frekvenssitaul ukko.

r = ryhmien lukumaara

c = luokkien lukuméara

E. = odotettu frekvenss ryhman i luokassaj,

1=1,2,...,r,]=1,2,...,C

n. = otoskoko ryhmassal

havaittu frekvenssi yhdistetyn havainto-
aineiston luokassa |

n = havaintojen kokonalslukumaara

 Frekvenssia E; kutsutaan tavallisesti odotetuksi solu-
frekvenssiks frekvenssitaulukon solussa (i, j).

O
Il
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Homogeenisuuden testaaminen
c’>-homogeenisuustesti:
Odotettujen frekvenssien taulukko 3/3

* Odotettujen frekvenssien E;; frekvenssitaulukossa patee:

(1) Rivisummat yhtyvat ryhmakohtaisiin otoskokoihin:
aE =n,i=12K,
j=1

(i) Sarakesummat yhtyvét yhdistetyn havaintoaineiston
luokkafrekvensse hin:
aE =C,ji=12K.c
=1

(i11) Havaintojen kokonaislukumaara:

aag=an=ac=n

izl j=1 i=1 j=1
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Homogeenisuuden testaaminen
c’>-homogeenisuustesti:

Testisuure — muoto 1

e Madriteladan c3-testisuure

§ §(O-E)

2
cTaa g
jossa

O, = havaittu frekvenssi solussa(i, j)
E; = odotettu frekvenss solussa(i, j)
r  =ryhmien lukumaara

¢ = luokkien lukumaara

o Testisuure ¢2 mittaa havaittujen ja odotettujen
frekvenssien jakaumien yhteensopivuutta tai etaisyytta ja
siks sita kutsutaan usein c2-etéisyydeks.
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Homogeenisuuden testaaminen

c’>-homogeenisuustesti:
Testisuure — muoto 2

e c?-testisuure voidaan kirjoittaa myos muotoon

r s (P - P)?
sznéé(pu Ij)
i=1 j=1 Rj
jossa
e
pij:—
N
E- n,C
Rj:nJ:I nJ:pipJ
_n ~ _C
p| - pj_—
N N

1=12,K,r, | =12,K,c

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Homogeenisuuden testaaminen

c’>-homogeenisuustesti:
Testisuureen asymptoottinen jakauma

 Jos nollahypotees H, patee, testisuure ¢ noudattaa
suurissa otoksissa approksimatiivisesti ¢?-jakaumaa
vapausasteinf = (r - 1)(c- 1):
c* , c*(f)
jossa
r = ryhmien lukumaara
c = luokkien lukuméaara

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Homogeenisuuden testaaminen

c’>-homogeenisuustesti:
Jakauma-approksimaation hyvyys

Testisuure ¢? noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti ¢2 -jakaumaa, jos nollahypoteesi H,
patee:

c? _c(f), f=(-1(c-2
Approksimaatio on tavallisesti riittdvan hyva, jos odotetut

frekvenssit E;; ja keskimaarai set odotetut frekvenssit C; /r
toteuttavat endot

E >1,i=12K,r,j=12K,c
C /r>5,]=12K,c

Ehdot saadaan toteutumaan valitsemalla havainnoille
sopiva luokitus.
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Homogeenisuuden testaaminen

c’>-homogeenisuustesti:
Testisuureen normaaliarvo ja testi

Testisuureen ¢2 normaaliarvo €i odotusarvo nolla-
hypoteesin H, pétiessa, on

E(c?)=f
jossa
f=(- 1(c- 1)

Normaaliarvoaan merkitsevasti suuremmat c2-testisuureen
arvot viittaavat siithen, etta nollahypoteesi H, el pade.

Normaaliarvoaan merkitsevasti pienemmat c2-testisuureen
arvot viittaavat sithen, etta nollahypoteesi H,, patee liian

hyvin:
Havainnot saattavat olla vaarennettyja.
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Homogeenisuuden testaaminen
c’>-homogeenisuustesti:
Kommentteja

e c¢2-homogeenisuustesti on jakaumista riippumaton, ei-
parametrinen testi:
(1) Testinyleinen hypotees e kiinnitd havaintojen
jakaumaa.
(i) Testissad testata todennékoi syys akauman

parametreg a koskevaa hypoteesia, vaan oletusta
havaintojen jakaumasta.
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Homogeenisuuden testaaminen

c>-homogeenisuustesti ja ¢c?-riippumattomuustesti

e c?-homogeenisuustesti ja seuraavassa kappal eessa
esitettava c?-rii ppumattomuustesti muistuttavat toisiaan.

 Frekvenssitaulukosta el vol sellaisenaan nahda kummasta
testausasetel masta on kyse.

e c?-homogeenisuustesti ja c?-riippumattomuustesti tehdéan
teknisesti tasmalleen samalla tavalla:

—  QOdotetut frekvenssit madrataan samalla kaavalla.
—  Testisuureet lasketaan samalla kaavalla.

—  Testisuureet noudattavat nollahypoteesin patiessa
approksimatiivisesti samaa jakaumaa.

» Testien testausasetelmat ovat kuitenkin taysin erilaiset.
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Homogeenisuuden testaaminen
Homogeenisuustesti vs riippumattomuustesti 1/2

» Homogeenisuustestin testausasetel ma:

(1) Perugoukko koostuu r ryhmasta jatestissa
tarkastellaan perugoukon alkioiden jakautumista
luokkiin eri rynmissa, kun luokittelu on tehty kaikissa
ryhmissa samaa |luokitusta kayttaen.

(i) Havaintoaineisto muodostuu toisistaan

riippumattomista rynmakohtaisista satunnais-
otoksista.

(i11) Sekaryhmakohtaiset otoskoot n; etta havaintojen
kokonaislukuméaaran ovat kiinteita eli el-satunnaisia

(valittuja) lukuja, kun taas sattuma maaraa miten
havainnot jakautuvat luokkiin ryhmien sisdlla.
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Homogeenisuuden testaaminen
Homogeenisuustesti vs riippumattomuustesti 2/2

* Riippumattomuustestin testausasetelma:

(1) Testissatarkastellaan kahden tekijan A ja B
assosiaatiota i riippuvuutta, kun havainnot on
luokiteltu tekijoiden A ja B suhteen ristiin.

(i) Havaintoaineisto muodostuu yhdesta satunnais-
otoksesta.

(i11) Vain havaintojen kokonaislukumaara n on kiintea
eli el-satunnainen (valittu) luku, kun taas sattuma
maaraa miten havainnot jakautuvat luokkiin
tekijoiden A ja B ristiluokituksen suhteen.
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Yhteensopivuuden, homogeenisuuden ja
riippumattomuuden testaaminen

Jakaumaoletuksien testaaminen
Yhteensopivuuden testaaminen
Homogeenisuuden testaaminen
>> Riippumattomuuden testaaminen
Normaalisuuden testaaminen

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Riippumattomuuden testaaminen
Riippumattomuuden testaaminen

laatueroasteikollisilla muuttujilla

« Tarkastellaan kahden laatueroasteikollisen muuttujan
riippumattomuuden testaamista.

o Editettavatesti on c?-testi riippumattomuudelle.
o c2-tedti riippumattomuudelle sopii myos jarjestys-,
valimatka- tal suhdeastelkollisille muuttujille.

o c?-tedti riippumattomuudelle on jakaumista riippumaton,
el-parametrinen testi.
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Riippumattomuuden testaaminen
c2-rilppumattomuustesti:

Testausasetelma 1/2

o Tarkastellaan tutkimusasetelmaa, jossa perusoukon S
alkioita kuvataan kahdella faktorilla eli tekijalla A jaB.

e Tekijat A jaB saavat ollalaatuero-, jarjestys-, valimatka-
tal suhdeastelkollisia muuttujia.

* Poimitaan perugoukosta S yksinkertainen satunnaisotos.
o Tarkastellaan tekijoiden A ja B vaihtelua otoksessa.

e Tehd&an oletus, ettatekijat A ja B ovat riippumattomia.
« Haluamme testata tehtya riippumattomuusol etusta:

Ovatko havainnot sopusoinnussa tehdyn riippumattomuus-
oletuksen kanssa?
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Riippumattomuuden testaaminen
c2-rilppumattomuustesti:
Testausasetelma 2/2

o Jostehty oletus patee jatekijat A jaB ovat
riippumattomia, tekijoita A ja B voidaan tarkastella
erillisina.

o Jostehty oletus el pade jatekijat eivat ole riippumattomia,
tekijat A ja B ovat assosioituneita.

* Riippumattomuusol etuksen testaamiseen tarkoitettuja
testgla kutsutaan riippumattomuustesteiks.
e Huomautus:

M onissa tutki musasetel missa toivotaan, etta riippumattomuus-
oletus tulee testissa hylatyks.
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Riippumattomuuden testaaminen
c2-rilppumattomuustesti:

Testin suoritus

c?-riippumattomuustestissé havaintojen jatehdyn
riippumattomuusol etuksen yhteensopivuutta mitataan
seuraavallatavalla:

(1) Valitaan havainnoille sopivat luokitukset tekijoiden
A jaB suhteen.

(2) Luokitellaan havainnot tekijéiden A ja B suhteen
ristiin ja maarataan havaitut luokkafrekvenssit.

(3) Maarétaan tehdyn riippumattomuusol etuksen
mukaiset odotetut |uokkafrekvenssit.

(4) Verrataan havaittujaja odotettujafrekvenssga
toisiinsa c?-testisuuredlla.
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Riippumattomuuden testaaminen
c2-rilppumattomuustesti:

Hypoteesit

* Yleinen hypotees H :
Perus oukosta on poimittu yksinkertainen satunnaisotos

ja havaintoyksikot voidaan luokitella ristiin kahden tekijan
A jaB suhteen.

* Nollahypotees H,:

Tekijé A jaB ovat riippumattomia.
 Vaihtoehtoinen hypotees H; :

Tekijé AjaB eivat ole riippumattomia.
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Riippumattomuuden testaaminen
c2-rilppumattomuustesti:

Havaitut frekvenssit 1/2

« Poimitaan tutkimuksen kohteena olevasta perusjoukosta S
yksinkertainen satunnaisotos, jonka koko on n.

» Luokitellaan havaintoyksikot tekijan A suhteen toisensa
poissulkeviin luokkiin, joiden lukumaaraonr.

» Luokitellaan havaintoyksikot tekijan B suhteen toisensa
poissulkeviin luokkiin, joiden lukumaara on c.

» Luokitellaan havaintoyksikot tekijoiden A ja B suhteen
ristiin toisensa poissulkeviin luokkiin, joiden lukumaara
onr’c.
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Riippumattomuuden testaaminen
c2-rilppumattomuustesti:
Havaitut frekvenssit 2/2

o Maaratdan tekijan A luokkaan i kuuluvien havaintojen

havaittu frekvenss eli lukumaaraR , kuni=1,2, ... ,r.
o Maarataan tekijan B luokkaan | kuuluvien havaintojen
havaittu frekvenss eli lukumaaraC; , kunj=1,2, ..., c.

o Maaratéan tekijan A luokkaan i ja tekijan B luokkaan j
kuuluvien havaintojen havaittu frekvenss i lukumaara

O kuni=12..,rjaj=12,...,c
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Riippumattomuuden testaaminen
c2-rilppumattomuustesti:
Havaittujen frekvenssien taulukko 1/3

e Muodostetaan havaituista frekvensseista O, j

(r° o)-frekvenssitaulukko [O;] :

A-luokat

B-luokat
1 2 C Summa
1 O | O1 O R1
2 O, | Oy Oy R
r O | Op Orc R,
Summa| C; C, Ce n
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Riippumattomuuden testaaminen
c2-rilppumattomuustesti:

Havaittujen frekvenssien taulukko 2/3

 Olkoon [Q;] havaittujen frekvenssien O; muodostama
(r © c)-frekvenssitaul ukko.

r = A-luokkien lukumaéra

c = B-luokkien lukuméara

O, = havaittu frekvenss luokassa, jonka madraa
A-luokkai ja B-luokkayj,
1=1,2,...,r,]=1,2,...,C

R = havaittu frekvenssi A-luokassa |

C. = havaittu frekvenss B-luokassa |

|
n = havaintojen kokonalslukumaara

« Frekvenssia O; kutsutaan tavallisesti havaituks solu-
frekvenssiks frekvenssitaulukon solussa (i, j).
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Riippumattomuuden testaaminen
c2-rilppumattomuustesti:

Havaittujen frekvenssien taulukko 3/3

* Havaittujen frekvenssien O;; frekvenssitaul ukossa patee:

(1) Rivisummat yhtyvat havaittuihin frekvensseihin
A-luokituksessa:
ao =R,i=L2K,r
j=1

(i) Sarakesummat yhtyvét havaittuihin frekvensseihin
B-luokituksessa:
ao =C ,j=12K,c
=1

(111) Havaintojen kokonaislukumaara:
§40,=84R=4¢ =n

izl j=1 i=1 j=1
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Riippumattomuuden testaaminen
c2-rilppumattomuustesti:

Nollahypoteesin tulkinta

Jos nollahypotees H, patee, havaintojen jakautuminen A-
luokkiin el saa riippua siitd, mihin B-luokkaan havainnot
kuuluvat.

Jos nollahypotees H, patee, todennakaisyys, etta havainto
kuuluu A-luokkaani =1, 2, ... ,r @ saariippua sita,
mihin B-luokkaan | =1, 2, ..., ¢ se kuuluu.

Jos nollahypotees H, patee, havaintojen jakautuminen B-
luokkiin el saa riippua siitd, mihin A-luokkaan havainnot
kuuluvat.

Jos nollahypotees H, patee, todennakaisyys, etta havainto
kuuluu B-luokkaanj =1, 2, ... , c el saariippua sita,
mihin A-luokkaani =1, 2, ..., r se kuuluu.
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Riippumattomuuden testaaminen
c2-rilppumattomuustesti:
Odotetut frekvenssit 1/5

e Olkoon x on tarkastelun kohteena olevan perugoukon S
akio.

o Madritelldan seuraavat todennakdi syydet:
p, =Pr(x kuuluu A-luokkaani ja B-luokkaanj)
P =Pr(x kuuluu A-luokkaan )
p, =Pr(x kuuluu B-luokkaan j)
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Riippumattomuuden testaaminen
c2-rilppumattomuustesti:
Odotetut frekvenssit 2/5

 Jos nollahypoteesi H,, patee, tapahtumat
{x1 S|xkuuluu A-luokkaai}
{x1 S|xkuuluu B-luokkaaj}
ovat riippumattomiakalkilleir =1,2, ... ,r,j=1,2, ..., C.
 Siten nollahypotees H, tekijoiden A jaB
riippumattomuudesta voidaan ilmaista muodossa
Ho:p,=p p,,.1 =1L2K,r, ] =12K,c
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Riippumattomuuden testaaminen
c2-rilppumattomuustesti:
Odotetut frekvenssit 3/5

» Todennakdisyydet p;, p, , P ; voidaan estimoida
havaituista frekvensseista O;; kaavoilla

0 ()ij N :5 2 S,

pij:? P, N pj:#

 Jos nollahypoteesi H,, patee, solutodennakoisyydet p. j
voldaan estimoida kaavoilla
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Riippumattomuuden testaaminen
c2-rilppumattomuustesti:
Odotetut frekvenssit 4/5

« Maarataan nollahypoteesin H, patiessa odotetut solu-
frekvenssit E; yhtalGilla

RC. .
E, =nP = nJ d=12K,r,j=12K,c
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Riippumattomuuden testaaminen
c2-rilppumattomuustesti:
Odotetut frekvenssit 5/5

Odotettuj en solufrekvenssien maaritel masta seuraa,
etta odotetut suhteelliset frekvenssit E;/R; jakautuvat
jokaisessa A-luokassa | samalla tavalla B-luokkiin

]=1,2,...,C:
E, C _
- 11:1121K1C1|:1121K1r
R n

Odotettuj en solufrekvenssien maaritel masta seuraa,
etta odotetut suhteelliset frekvenssit E;;/C; jakautuvat
jokaisessa B-luokassa | samalla tavalla A-luokkiin
1=1,2,...,C:

5 _R i=12,K,r,j=12,K,cC
C n
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Riippumattomuuden testaaminen
c2-rilppumattomuustesti:
Odotettujen frekvenssien taulukko 1/3

* Muodostetaan odotetuista frekvensseista E, j
(r ° o)-frekvenssitaulukko [E;] :

B-luokat

1 2 C Summa
gl 1 Ey | En Eie | Ru
o
—:.—) 2 E21 E22 EZC RZ
<

r Erl Er2 Erc Rr
Summal| C;4 C, C. n
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Riippumattomuuden testaaminen
c2-rilppumattomuustesti:
Odotettujen frekvenssien taulukko 2/3

* Olkoon [E;] odotettujen frekvenssien E;; muodostama
(r ° c¢)-frekvenssitaul ukko.

r = A-luokkien lukuméara

c = B-luokkien lukuméara

E. = odotettu frekvenss luokassa, jonka maaraa
A-luokkai ja B-luokkayj,
1=1,2,...,r,]=1,2,...,C

R = havaittu frekvenssi A-luokassai

C. = havaittu frekvenss B-luokassa |

n = havaintojen kokonalslukumaara

 Frekvenssia E; kutsutaan tavallisesti odotetuksi solu-
frekvenssiks frekvenssitaulukon solussa (i, j).
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Riippumattomuuden testaaminen
c2-rilppumattomuustesti:
Odotettujen frekvenssien taulukko 3/3

* Odotettujen frekvenssien E;; frekvenssitaulukossa patee:
(1) Rivisummat yhtyvat havaittuihin frekvensseihin
A-luokituksessa:

aE =R,i=L2K,r
j=1

(i) Sarakesummat yhtyvét havaittuihin frekvensseihin
B-luokituksessa:
aE =C,ji=12K.c
=1

(i11) Havaintojen kokonaislukumaara:
aaE=aR=ac=n

izl j=1 i=1 j=1
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Riippumattomuuden testaaminen
c2-rilppumattomuustesti:

Testisuure — muoto 1

e Madriteladan c3-testisuure

§ §(O-E)

2
craag
jossa

O, = havaittu frekvenssi solussa(i, j)
E; = odotettu frekvenss solussa(i, j)
r = A-luokkien lukuméaara

¢ = B-luokkien lukumaara

o Tedtisuure ¢2 mittaa havaittujen ja odotettujen
frekvenssien jakaumien yhteensopivuutta tai etaisyytta ja
siks sita kutsutaan usein c2-etéisyydeks.
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Riippumattomuuden testaaminen
c2-rilppumattomuustesti:

Testisuure — muoto 2

e c?-testisuure voidaan kirjoittaa myos muotoon
o o (r)ij B Rj )2

c’=ngQ a
i=1 j=1 Rj
jossa
. _ 0
pij:—
n
E Cc.
Rj: J:R J:pipj
n n n
—_1 —
Y n P n
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Riippumattomuuden testaaminen
c2-rilppumattomuustesti:
Testisuureen asymptoottinen jakauma

 Jos nollahypotees H, patee, testisuure ¢ noudattaa
suurissa otoksissa approksimatiivisesti ¢?-jakaumaa
vapausasteinf = (r - 1)(c- 1):
c* , c*(f)
jossa
r = A-luokkien lukumaara
c = B-luokkien lukuméara
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Riippumattomuuden testaaminen
c2-rilppumattomuustesti:

Jakauma-approksimaation hyvyys

Testisuure ¢? noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti ¢-jakaumaa, jos nollahypoteesi H,
patee:

c? _c(f), f=(-1(c-2
Approksimaatio on tavallisesti riittdvan hyva, jos odotetut

frekvenssit E;; ja keskimaarai set odotetut frekvenssit R /c
ja G, /r toteuttavat ehdot

E, >1,i=12K,r, j=12K,c
R/c>5,i=12K,r  C//r>5,j=12K,c

Ehdot saadaan toteutumaan valitsemalla havainnoille
sopiva luokitus.
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Riippumattomuuden testaaminen

c2-rilppumattomuustesti:
Testisuureen normaaliarvo ja testi

Testisuureen ¢2 normaaliarvo €i odotusarvo nolla-
hypoteesin H, pétiessa on

E(c?)=f
jossa
f=(- 1(c- 1)

Normaaliarvoaan merkitsevasti suuremmat c2-testisuureen
arvot viittaavat siithen, etta nollahypoteesi H, el pade.

Normaaliarvoaan merkitsevasti pienemmat c2-testisuureen
arvot viittaavat sithen, etta nollahypoteesi H,, patee liian

hyvin:
Havainnot saattavat olla vaarennettyja.
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Riippumattomuuden testaaminen
c2-rilppumattomuustesti:
Kommentteja

e C2-riippumattomuustesti on jakaumista riippumaton, ei-
parametrinen testi:
(1) Testinyleinen hypotees e kiinnitd havaintojen
jakaumaa.
(i) Testissad testata todennékoi syys akauman

parametreg a koskevaa hypoteesia, vaan oletusta
havaintojen jakaumasta.
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Riippumattomuuden testaaminen
c2-riippumattomuustesti ja c>-homogeenisuustesti

o c?riippumattomuustesti ja edellisessa kappal eessa esitetty
c?-homogeenisuustesti muistuttavat toisiaan.

 Frekvenssitaulukosta el vol sellaisenaan nahda kummasta
testausasetel masta on kyse.

* c*riippumattomuustesti ja c>-homogeenisuustesti tehdaan
teknisesti tasmalleen samalla tavalla:

—  Qdotetut frekvenssit maarataan samalla kaavalla.
—  Testisuureet lasketaan samalla kaavalla.

—  Testisuureet noudattavat nollahypoteesin patiessa
approksimatiivisesti samaa jakaumaa.

» Testien testausasetelmat ovat kuitenkin taysin erilaiset.
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Riippumattomuuden testaaminen
Rilppumattomuustesti vs homogeenisuustesti 1/2

* Riippumattomuustestin testausasetelma:

(1) Testissatarkastellaan kahden tekijan A ja B
assosiaatiota i riippuvuutta, kun havainnot on
luokiteltu tekijoiden A ja B suhteen ristiin.

(i) Havaintoaineisto muodostuu yhdesta satunnais-
otoksesta.

(i11) Vain havaintojen kokonaislukumaara n on kiintea
eli el-satunnainen (valittu) luku, kun taas sattuma
maaraa miten havainnot jakautuvat luokkiin
tekijoiden A ja B ristiluokituksen suhteen.
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Riippumattomuuden testaaminen

Rilppumattomuustesti vs homogeenisuustesti 2/2

» Homogeenisuustestin testausasetel ma:

(1) Perusioukko koostuu r ryhmasta jatestissa
tarkastellaan perugoukon alkioiden jakautumista
luokkiin eri rynmissa, kun luokittelu on tehty kaikissa
ryhmissa samaa |luokitusta kayttaen.

(i) Havaintoaineisto muodostuu toisistaan

riippumattomista rynmakohtaisista satunnais-
otoksista.

(i11) Sekaryhmakohtaiset otoskoot n; etta havaintojen
kokonaislukuméaaran ovat kiinteita eli el-satunnaisia

(valittuja) lukuja, kun taas sattuma maaraa miten
havainnot jakautuvat luokkiin ryhmien sisdlla.
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Yhteensopivuuden, homogeenisuuden ja
riippumattomuuden testaaminen

Jakaumaoletuksien testaaminen

Yhteensopivuuden testaaminen

Homogeenisuuden testaaminen

Riippumattomuuden testaaminen
>> Normaalisuuden testaaminen
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Normaalisuuden testaaminen

Normaalisuusoletuksen tutkiminen

« Normaalijakaumalla on keskeinen asema til astotieteessa.
 Esimerkiks tavanomaisen t-testin yleisessa hypoteesissa
ol etetaan, ettd havainnot noudattavat normaalijakaumaa.
o Sikd tilastotieteessa on kehitetty useita erilaisia
menetel mia havaintojen normaalisuuden tutkimiseen.

* Normaalisuutta voidaan testata edella esitetylla c2-testill 4,
joka on yleinen yhteensopi vuustesti.

» Seuraavassatarkastellaan kahta erityisesti normaalisuuden
tutkimiseen tarkoitettua menetel maa:

— Bowmanin ja Shentonin testi
— Rankit Plot -kuvio seka Wilkin ja Shapiron testi
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Normaalisuuden testaaminen

Bowmanin ja Shentonin testi:
Testausasetelma

Olkoot g ja g tavanomaiset keskusmomentterhin
perustuvat tunnusluvut todennakadisyys akaumien
vinoudelle ja huipukkuudelle.

Normaalijakaumalle
9=%6=0
Bowmanin ja Shentonin testissa havaintojen

normaal i suuden testaaminen perustuu testisuureeseen, joka
on vastaavien otossuure den funktio.

Testisuure saa suuria arvoja, jos havaintojen vinous
jaltal huipukkuus poikkeavat paljon normaalijakautuneen
satunnal smuuttujan vinoudesta ja/tai huipukkuudesta.
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Normaalisuuden testaaminen

Bowmanin ja Shentonin testi:
Satunnaismuuttujan momentit

e Satunnaismuuttujan X k. origomomentti on
a, =E(X"), k=123 K
o Satunnaismuuttujan X k. keskusmomentti on
m=E&X-a,)f.k=1,23K
o Erityisesti
a, =E(X)=m,
on satunnaismuuttujan X odotusarvo ja
m =EgX- m)g=sx
on satunnaismuuttujan X varianssl.
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Normaalisuuden testaaminen
Bowmanin ja Shentonin testi:

Satunnaismuuttujan vinous ja huipukkuus

e Tunnuslukua
_ m
gl - ni,/z
kaytetdan todenndkoi syysjakauman vinouden mittana.

e Tunnuslukua

9. :E' 3

kaytetdan todenndkoi syysjakauman huipukkuuden
mittana.

e Normaalijakaumalle
9=4%6=0
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Normaalisuuden testaaminen
Bowmanin ja Shentonin testi:

Havaintojen momentit 1/2

 Olkoot X, , X,, ..., X, valimatka- tai sunhdeasteikollisen
satunnaismuuttujan X havaittuja arvoja.

 Havaintojen X, , X, , ..., X, k. origomomentti on
a, -12 X¥ k=12K
N
e Havaintojen X;, X, , ..., X, k. keskusmomentti on

m =28 (X - &) k=12K
=1
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Normaalisuuden testaaminen
Bowmanin ja Shentonin testi:

Havaintojen momentit 2/2

o Erityisesti
3 = X
on havaintojen X, , X, , ... , X, aritmeettinen keskiarvo ja

m =14 (X - X)?=§?
N

on havaintojen X, , X, , ... , X, otosvarianssi.
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Normaalisuuden testaaminen
Bowmanin ja Shentonin testi:

Havaintojen vinous ja huipukkuus

e Tunnuslukua

cl=n1372

kaytetddn havaintoarvojen jakauman vinouden mittana.

e Tunnusluku

m,

C2 :—2' 3

m,

kaytetdan havaintoarvojen jakauman huipukkuuden
mittana.
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Normaalisuuden testaaminen
Bowmanin ja Shentonin testi:

Hypoteesit

* Yleinen hypotees H :
Havainnot X, , X, , ... , X, on poimittu yksinkertaisella
satunnaisotannalla perugoukosta S.

* Nollahypotees H;:

Havainnot X, , X, , ... , X, houdattavat normaalijakaumaa.
 Vaihtoehtoinen hypotees H, :
Havainnot X, , X, , ... , X, elvat houdata normaali-

jakaumaa.
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Normaalisuuden testaaminen
Bowmanin ja Shentonin testi:

Testisuure ja sen jakauma

e Madritelaan c3-testisuure

=D s
24

 Jos nollahypotees H, patee, testisuure ¢ noudattaa
suurissa otoksissa approksimatiivisesti ¢2-jakaumaa 2:lla
vapausastedla:

c? , c*(2)
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Normaalisuuden testaaminen
Bowmanin ja Shentonin testi:

Testisuure ja sen jakauma

e Testisuureen ¢ normaaliarvo €li odotusarvo nolla-
hypoteesin H, pétiessa on
E(c?) =2
* Normaaliarvoaan merkitsevasti suuremmat c3-testisuureen
arvot viittaavat siithen, etta nollahypoteesi H, el pade.

e Normaaiarvoaan merkitsevasti pienemmét c?-testisuureen
arvot viittaavat sithen, etta nollahypoteesi H,, patee liian

hyvin:
Havainnot saattavat olla vaarennettyja.
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Normaalisuuden testaaminen

Normaalisuusoletuksen tutkiminen graafisesti

« Tietokonegrafiikka mahdollistaa haval ntoaineiston
normaalisuuden tutkimisen graafisin keinoin.

« Normaalisuuden tutkimiseen tarkoitetut graafiset
menetelmét perustuvat kuvioihin, joiden ideana on se,
etta normaalijakautuneet havainnot asettuvat (satunnais-
vaihtelua lukuun ottamatta) suoralle viivalle ja havaintojen
epanormaalisuus tulee kuviossa esille poikkeamina tasta
suor asta.

« Tallainen kuvio voidaan muodostaa usealla eri periaatteella;
tassa tarkastellaan ns. Rankit Plot -kuviota.
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Normaalisuuden testaaminen

Rankit Plot -kuvio:
Kuvion idea 1/2

e Olkoot
2,2y, ..., 2,
havainnot X, , X, , ... , X, suuruusjarjestyksessa
pienimmasta suurimpaan.
e Olkoon E(Y;) I. havainnon Y, odotusarvo, jossa
Y; on suuruugjarjestyksessai. havainto standardoidusta
normaalijakaumasta N(0,1) poimitusta satunnai sotoksesta,
1=1,2,...,n.
* Plirretdan pistediagrammi
(E(Y),Z),1=1,2,...,n
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Normaalisuuden testaaminen

Rankit Plot -kuvio:
Kuvion idea 2/2

e Joshavainnot X, , X,, ... , X, ovat normaalijakautuneen
satunnai smuuttujan X havaittuja arvoja, pisteet

(E(Y),Z),1=1,2,...,n
asettuvat (satunnaisvaihtelua lukuun ottamatta) suoralle
viivalle.
» Poikkeamat suorasta viittaavat epanormaalisuuteen.
o Kuviostavoidaan tunnistaa:
— Havaintoarvojen jakauman vinous
— Havaintoarvojen jakauman huipukkuus
—  Poikkeavat havainnot (engl. outliers)
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Normaalisuuden testaaminen
Wilkin ja Shapiron testi:
Testin idea

« Wilkin ja Shapiron testisuure on Rankit Plot -kuvion
pisteista
(E(Y),Z),1=1,2,...,n
lasketun otoskorrelaatiokertoimen nelid.

e Pienet testisuureen arvot viittaavat sithen, etta
normaalisuusol etus el pade.

e Suuret testisuureen arvot ovat sopusoinnussa
nor maali suusol etuksen kanssa.

» Testisuureen jakauma on epastandardi, mutta monet
tilasto-ohjelmistot osaavat |laskea Wilkin ja Shapiron
testisuureen arvoa vastaavia p-arvoja.
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Normaalisuuden testaaminen
Wilkin ja Shapiron testi:
Esimerkki 1/5

o Kappaleessa
Yhteensopivuuden testaaminen
tarkasteltiin seuraavaa esimerkkia:
(i) Konetekee ruuveja, joiden tavoitepituus on 10 cm.
(i) Ruuvien pituus vaihtel ee satunnaisesti jonkin verran.

(i11) Ruuvien pituuksien oletetaan kuitenkin noudattavan
normaalijakaumaa.
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Normaalisuuden testaaminen
Wilkin ja Shapiron testi:
Esimerkki 2/5

* Koneenvamistamien Luokkavalit] Luokkafrekvenssit
ruuvien joukosta poimittiin (9.85,9.90] 1
yksinkertainen satunnaisotos, (9.90,9.95] 2
jonka koko n = 30 ja otokseen (9.95,10.00] 6
poimittujen ruuvien pituudet (10.00,10.05] 3

et (10.05,10.10] 5
mi ' (10.10,10.15] 4

* Ruuvien pituuksien aritmeettinen | (10.15,10.20] 5

keskiarvo otoksessa oli (10.20,10.25] 3
— 10.25,10. 1
X =10.09 cm 10.25.10.30]

ja otoskeskihajonta ol
s=0.1038 cm

o Taulukko oikealla esittéa
pituuksien luokiteltua frekvenssi-
jakaumaa.
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Normaalisuuden testaaminen
Wilkin ja Shapiron testi:
Esimerkki 3/5

» Kuvaoikealla esittdd otokseen
poimittujen ruuvien pituuksien

Ruuvien pituuksien luokiteltu
frekvenssijakauma

luokiteltua frekvenssijakaumaa 7

vastaavaa histogrammia. 6 |
o Kappaleessa 5
Yhteensopivuuden testaaminen § 4
>
todettiin, etta havainnot ovat © 3
SOPUSOI NNussa nor maali suus- 2
oletuksen kanssa yleisen ¢ 1]
yhteensopivuustestin ol —
per USteel Ia 9.8 9.9 10.0

o Tarkastellaan normaalisuus-

10.1

Pituus (cm)

10.2 10.3

10.4

oletusta viela Shapiron ja
Wilkin testin valossa.
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Normaalisuuden testaaminen
Wilkin ja Shapiron testi:
Esimerkki 4/5

* Oikeallaon otokseen
poimittujen ruuvien pituuksista
piirretty Rankit Plot -kuvio.

» Havaintojavastaavien
pisteiden poikkeamat suorasta
viivastaovat niin vahdisi g, etta
normaalisuusoletusta el ole
mitaan syyta asettaa kyseen-
alaiseksi Rankit Plot -kuvion
perusteel|a.

Ordered Data

10.311

10.221

10.131

10.041

9.957

9.861

Wilk-Shapiro / Rankit Plot of PITUUS

<o
<o
<><><><>
&&O&
699@
<><><><30(><§>
O
<o
2 1 0 1 2 3
Rankits

Wilk-Shapiro 0.9779 (p=0.7674) 30 cases
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No

rmaalisuuden testaaminen

Wilkin ja Shapiron testi:
Esimerkki 5/5

Rankit Plot -kuvioon liittyva
Wilkin ja Shapiron testisuureen
arvo on esimerkkiaineiston
tapauksessa

0.9779

jatestisuureen arvoa vastaava
p-arvo on

0.7674

Siten normaalisuusol etusta
el ole syyta asettaa kyseen-
alaiseks myodskaan Wilkin ja
Shapiron testin perusteel la.

Ordered Data

10.311

10.221

10.131

10.041

9.957

9.861

Wilk-Shapiro / Rankit Plot of PITUUS

<o
<o
<><><><>
&&O&
699@
<><><><30(><§>
O
<o
2 1 0 1 2 3
Rankits

Wilk-Shapiro 0.9779 (p=0.7674) 30 cases
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