llkka Mellin
Tilastolliset menetelmat

Osa 3: Tilastolliset testit
Testit laatueroasteikollisille muuttujille
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Testit laatueroasteikollisille muuttujille

>> |Laatueroasteikollisten muuttujien testit
Testi suhteelliselle osuudelle
Suhteellisten osuuksien vertailutesti
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Laatueroasteikollisten muuttujien testit
Testit laatueroasteikollisille muuttujille 1/2

o Tarkastelemme seuraaviatestejalaatueroasteikollisilie
muuttujille:

—  Testi suhtedlliselle osuudelle
—  Suhtedllisten osuuksien vertailutesti

o On syytd huomata, ettatestgga saa- jaon usein myos
jarkevaa - kayttda jarjestys-, valimatka- ja suhde-
astelkollisille muuttujille.

e Mitta-asteikot: ks. lukua Tilastollisten aineistojen keraaminen ja

mittaaminen.
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Laatueroasteikollisten muuttujien testit

Testit laatueroasteikollisille muuttujille 2/2

Testit ovat parametrisia testga, joissa testauksen kohteena
on Ber noulli-jakauman odotusar voparametri.

Testi suhteelliselle osuudelle on yhden otok sen testi.

Suhtedllisten osuuksien vertailutesti on kahden otoksen
testl.

TKK
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Testit laatueroasteikollisille muuttujille

Laatueroasteikollisten muuttujien testit
>> Testi suhteelliselle osuudelle
Suhteellisten osuuksien vertailutesti
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Testi suhteelliselle osuudelle
Testausasetelma 1/3

» Olkoon A perusioukon Stapahtuma ja olkoot
Pr(A)=p
Pr(A9)=1-p=q
o Maéritellddn satunnaismuuttuja X:
11, josA sattuu
- % 0, josAed satu
o Taloin X~ Bernoulli(p) ja
Pr(X=1)=p
Pr(X=0)=1- p=¢
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Testi suhteelliselle osuudelle
Testausasetelma 2/3

o Oletetaan, etta tapahtuma A on muotoa
A =" Perugoukon alkiollaon ominaisuus P’
o Talodin
p=Pr(A)
on todenndkdisyys poimia perusoukosta S satunnai sesti
akio, jollaon ominaisuus P.

» Jos perusgoukko Son aarelinen, niin todenndk6isyys p
kuvaa niiden perusjoukon Salkioiden suhteellista osuutta,
joillaon ominaisuus P.
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Testi suhteelliselle osuudelle
Testausasetelma 3/3

Olkoon X, , X, , ..., X, yksinkertainen satunnaisotos
perusoukosta S, joka noudattaa Bernoulli-jakaumaa

Bernoulli(p)

Asetetaan Bernoulli-jakauman parametrille p
nollahypotees

Hy:Pp=py
Testausongel ma:

Ovatko havalinnot sopusoinnussa nollahypoteesin H,,
kanssa?

Ongelman ratkaisuna on testi suhtedlliselle osuudelle.
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Testi suhteelliselle osuudelle

Hypoteesit

* Yleinen hypotees H :
(1) Havainnot X. ~ Bernoulli(p),1 =12,K,n, jossa
p=Pr(A), Al S
(2) Havainnot X, , X,, ..., X ovat riippumattomia
* Nollahypotees H,:
Ho:P= Py
 Vaihtoehtoinen hypotees H, :
Hl: P> Pou
H, 1P < PP
H,:p! p, 2-suuntainen vaihtoehtoinen hypotees

1-suuntaiset vaihtoehtoiset hypoteesit
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Testi suhteelliselle osuudelle
Parametrien estimointi

e Olkoon f tapahtuman A frekvenss siind n-kertaisessa
toi stokokeessa, jota riippumattomien havaintojen
poimiminen Bernoulli-jakaumasta merkitsee.

o Tdllo6in tapahtuman A suhteellinen frekvenss eli osuus
p=1f/n
on harhaton estimaattori Bernoulli-jakauman parametrille
E(X)=p,i1=12, ...,n
 Huomaa, etta frekvenssi f noudattaa binomijakaumaa para-
metrein njap:

f =Q X, ~Bin(n, p)

=1
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Testi suhteelliselle osuudelle
Testisuure ja sen jakauma

o Maéritelldan testisuure
7 = I@ - P
Jpo (- po)/n
 Jos nollahypotees
Hy:Pp=py
patee, niin testisuure z noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti standardoitua normaalijakaumaa:

z . N(01
e Approksimaatio on tavallisesti riittavan hyva, jos
np3 10jan(l- p)3 10
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Testi suhteelliselle osuudelle
Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:
Perustelu

« Oletetaan, ettatestin yleinen hypotees H ja nollahypotees H, patevat:
X, X, o, XA
X, Bernoulli(p,),1 =1,2,K,n

o Tdldin (ks. monisteen Todennakoisyyslaskenta lukua Stokastiikan

konvergenssikasitteet ja raja-arvolauseet Seka lukuja Otokset ja
otosjakaumat ja Valiestimointi):

jolloin

2= P B NoY
JPs(@- py)/n
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Testi suhteelliselle osuudelle
Testi suhteelliselle osuudelle:

Testisuure z mittaa tilastollista etaisyytta

e Testisuure

7 = f\)' Bo
Jpo(L- po)/n
mittaa parametrin p estimaatin p ja nollahypoteesin
H, : p = p,kiinnittdman parametrin p arvon p, tilastollista
etéisyytta.

« Mittayksikkona on erotuksen p- p, standardipoikkeaman

\/ p(1- p)
n
estimaattori, joka on maarétty ol ettaen, etta nollahypotees

H, patee.
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Testi suhteelliselle osuudelle

Testi

Testisuureen

7 = I@ - P
Jpo (- po)/n
normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin H, patiessa
E(2 =0
e Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen z arvot viittaavat
siihen, etta nollahypoteesi H, el pade.
* Nollahypotees H, hylataan, jostestin p-arvo on kyllin
pieni.
« Hylkaysalueen valintaja p-arvon maaraaminen:
ks. lukua Tilastollinen testaus.
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Testit laatueroasteikollisille muuttujille

Laatueroasteikollisten muuttujien testit
Testi suhteelliselle osuudelle
>> Suhteellisten osuuksien vertailutesti

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Suhteellisten osuuksien vertailutesti
Testausasetelma 1/4

» Olkoon A perugoukon S, k =1, 2 tapahtuma ja olkoot
Pr(A) = py
Pr(A° =1- p=q
o Maaritell&an satunnaismuuttujat X, , k=1, 2
11, jos A tapahtuu perugoukossa S,
- % 0, Jos A & tapahdu perusjoukossa S,
o Tdloin X, ~Bernoulli(p,) ,k=1,2]a
Pr(X, =1) = p,
Pr(X, =0)=1- p, =q,

k
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Suhteellisten osuuksien vertailutesti
Testausasetelma 2/4

Oletetaan, etta tapahtuma A on muotoa

A =" Perugoukon alkiollaon ominaisuus P’
Taloin

P = Pr(A)
on todennakoisyys poimia perugoukosta S, , k=1, 2
satunnaisesti alkio, jolla on ominaisuus P.

Jos perugoukko S, , k=1, 2 on @arellinen, niin
todennakoisyys p, kuvaa niiden perugjoukon S, alkioiden
suhteellista osuutta, joilla on ominaisuus P.

TKK
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Suhteellisten osuuksien vertailutesti

Testausasetelma 3/4

e QOlkoon
Xll’ le’K’ anl

yksinkertainen satunnaisotos perusjoukosta S;, joka
noudattaa Bernoulli-jakaumaa

Bernoulli(p,)
e Olkoon
X12 , Xzz K, Xn22

yksinkertainen satunnaisotos perusjoukosta S,, joka
noudattaa Bernoulli-jakaumaa

Bernoulli(p,)
e Olkoot otokset lisdksi toisistaan riippumattomia.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Suhteellisten osuuksien vertailutesti

Testausasetelma 4/4

» Asetetaan Bernoulli-jakaumien parametreille p, jap,
nollahypotees

Hoip =P, =D
e Testausongelma:
Ovatko havainnot sopusoinnussa hypoteesin H, kanssa?

e Ongelman ratkaisuna on suhteellisten osuuksien
vertailutesti.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Suhteellisten osuuksien vertailutesti

Yleinen hypoteesi

Yleinen hypotees H :
(1) Havainnot X., Bernoulli(p,),i=1,2,K,n,,jossa
p, = Pr(A), Al S
(2) Havainnot X., Bernoulli(p,), j=1,2,K,n,, jossa
p,=Pr(A), Al S,
(3) Havainnot X;; ja X;, ovat rilppumattomia kaikillei ja]
Huomautus:

Oletus (3) sisdltda kolme riippumattomuusol etusta:
 Havainnot ovat riippumattomiaotoksien 1 ja 2 sisdlla.
e Havainnot ovat riippumattomia otoksien 1 ja 2 valilla.

TKK
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Suhteellisten osuuksien vertailutesti
Nollahypoteesi ja vaihtoehtoiset hypoteesit

* Nollahypotees H,:
Hoip =P, =D
 Vaihtoehtoinen hypotees H, :
Hl: B > sz
H,: B < PP
H,:p,' p, 2-suuntainen vaihtoehtoinen hypotees

1-suuntaiset vaihtoehtoiset hypoteesit

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Suhteellisten osuuksien vertailutesti
Parametrien estimointi

» Olkoon f, tapahtuman A frekvenss siina n,-kertaisessa
toistokokeessa, jota riippumattomien havaintojen
poimiminen Bernoulli-jakaumasta k merkitsee, k =1, 2.

o Tdlo6in tapahtuman A suhteellinen frekvenss eli osuus
p.=f./n k=12
on harhaton estimaattori Bernoulli-jakauman parametrille
p=EC),1=1,2,...,n,k=12

* Huomaa, etta frekvenssi f, noudattaa binomijakaumaa
parametrein n, jap,:

f :ék. Xy ~Bin(n, p), k=12

=1
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Suhteellisten osuuksien vertailutesti

Yhdistetty otos

» Josnollahypotees H, : p, = p, = p patee, voidaan
otokset yhdistaa ja parametrin p harhaton estimaattori on
tapahtuman A suhteellinen frekvenss yhdistetyssa
otoksessa:

r): n1r)1+n2r)2 — f1+ f2
n+n, n+n,
 Jos nollahypoteesi H, patee, niin

p(- p) . pd- p)
n2

= p(- |o)g+10

Vaf(lﬁl' r)z):

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Suhteellisten osuuksien vertailutesti
Testisuure ja sen jakauma

e Mairitelldan testisuure
I@ B r)z

Jp(l p)g+1°

 Jos nollahypotees

Hoip =P, =
patee, niin testisuure z noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti standardoitua normaalijakaumaa:

z . N(01
e Approksimaatio on tavallisesti riittavan hyva, jos
nlr)13 5’nl(l_ ﬁl)?’ 5’n2f)23 5’n2(1' I’jz)s S

=
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Suhteellisten osuuksien vertailutesti
Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:
Perustelu 1/3

« Oletetaan, ettatestin yleinen hypotees H ja nollahypotees H, patevat:
X X1 K X1 Xipy X K X 5 A
X, Bernoulli(p),1=12,K,n,
ij Bernoulli(p), ] =1L2,K,n,

o Tdldin (ks. monisteen Todennakoisyyslaskenta lukua Stokastiikan

konvergenssikasitteet ja raja-arvolauseet Seka lukuja Otokset ja
otosjakaumat ja Valiestimointi):

. 1g f & p(l- p)o
plz_a |1:_l aN(;pi p( p)—
n iz n, e n 1%
R 1 @ f & p(l- p)C
P, =—a X12:_2 aN(; ’p( p)—
N, j=1 n, e 2 1%
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Suhteellisten osuuksien vertailutesti
Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:

Perustelu 2/3

« Koskap, ™ p,,niin
Y = P P, “N(0,)
&l 10
\/p(l- p)g T
n Ng
o Koskatodennakoisyys p on tuntematon, satunnaismuuttujan Y lauseke
on testisuureena epaoper ationaalinen.
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Suhteellisten osuuksien vertailutesti

Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:

Perustelu 3/3

» Jos satunnaismuuttujan Y lausekkeessa todennakdisyys p korvataan
otossuureella

f:\):nlpl-l_nzf:\)Z — 1:1+f2

n+n, n +n,
saadaan testisuure
pl B pz

J - g+ 2
n.n !3
joka nollahypoteesin H, patiessa noudattaa suurissa otoksissa
standardoitua normaalijakaumaa N(0O, 1):
z~,N(O, 1)
e Todistus sivuutetaan.

=
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Suhteellisten osuuksien vertailutesti
Testisuure z mittaa tilastollista etaisyytta

e Testisuure
I@ B r)z

Jp(l p)g+1°

mittaa mittaa tapahtuman A otoksista 1 ja 2 maarattyjen
suhteellisten frekvenssien tilastollista etaisyytta.

« Mittayksikkdna on erotuksen p, - p, standardipoikkeaman

Jp(l p)3+1°

estimaattori, joka on maarétty ol ettaen, etta nollahypotees
H, patee.

=
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Suhteellisten osuuksien vertailutesti

Testi 1/2

e Testisuureen
I@ B r)z

Jp(l p)g+1°

normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin H, patiessa
E(2 =0
e Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen z arvot viittaavat
siihen, etta nollahypoteesi H, el pade.

* Nollahypotees H, hylataan, jostestin p-arvo on kyllin
pieni.

=
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Suhteellisten osuuksien vertailutesti

Testl 2/2

« Hylkaysalueen valintaja p-arvon maaraaminen:
ks. lukua Tilastollinen testaus.
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