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Tilastolliset menetelmat

Osa 3: Tilastolliset testit
Testeja suhdeasteikollisille muuttujille
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Testeja suhdeasteikollisille muuttujille

>> Testit normaalijakauman parametreille
Yhden otoksen t-testi

Kahden riippumattoman otoksen t-testi A:
Yleinen tapaus

Kahden riippumattoman otoksen t-testi B:
Yht& suurten varianssien tapaus

t-testi parivertailuille
Yhden otoksen testi varianssille
Varianssien vertailutesti
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Testit normaalijakauman parametreille

Normaalijakauman parametrien tilastolliset testit 1/2

Nor maalijakauma on tilastotieteen tarkein jakauma.
» Oletetaan, etta satunna smuuttuja X noudattaa normaali-
jakaumaa parametrein mja s 2:
X N(ms?)
o Taldin
E(X)=m
on normaalijakauman odotusarvo ja
Var(X) = s 2
on normaalijakauman varianss.
e Parametrit mja s 2 maédraavat taysin normaalijakauman.
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Testit normaalijakauman parametreille
Normaalijakauman parametrien tilastolliset testit 2/2

e Normaalijakauman parametreja koskevat testit voidaan
jakaa kahteen ryhmaan:

— Yhden otoksen testit
— Kahden otoksen testit eli vertailutestit

* Yhden otoksen testeissa testataan yksinkertaisia
nollahypoteese a, jotka koskevat normaalijakauman
odotusarvo- tal varianss parametria.

o Kahden otoksen testit ovat vertailutestga, joilla verrataan
kahden normaalijakauman odotusarvo- tai varianssi-
parametrejatoisiinsa.
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Testit normaalijakauman parametreille
Normaalijakauman parametreille tarkoitettujen

testien yleinen soveltuvuus 1/2

e Testga normaalijakauman odotusarvolle sovelletaan
usein myos sellaisissatilanteissa, joissa havainnot evat
noudata normaalijakaumaa.

o Tama perustuu seuraaviin setkkoihin:
(1) Egitettavét testit odotusarvolle perustuvat havaintojen
aritmeettisiin keskiarvoihin.
(1) Keskeisen raja-arvolauseen mukaan myos ei-
normaalisten havaintojen aritmeettiset keskiarvot

noudattavat — tietyin ehdoin — suurissa otoksissa
approksimatiivisesti normaalijakaumaa.
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Testit normaalijakauman parametreille
Normaalijakauman parametreille tarkoitettujen

testien yleinen soveltuvuus 2/2

e Sendjaantestit normaalijakauman varianssille
eivat yleensa ole kayttokel poisia ei-normaalislle
havainnoille jatilanne el valttamétta parane
suurillakaan havaintojen lukuméaarilla
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Testit normaalijakauman parametreille
Tavanomaiset testit normaalijakauman

parametreille

o Tarkastelemme seuraavia testela normaalijakauman
parametrellle

Y hden otoksen t-testi odotusarvolle

Kahden riippumattoman otoksen t-testi A
odotusarvoille: Yleinen tapaus

Kahden riippumattoman otoksen t-testi B:
odotusarvoille: Yhta suurten varianssien tapaus

t-testi parivertailuille
Y hden otoksen ¢?-testi varianssille

Kahden riippumattoman otoksen F-testi
varianssellle eli varianssien vertailutesti
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Testeja suhdeasteikollisille muuttujille

Testit normaalijakauman parametreille
>> Yhden otoksen t-testi

Kahden riippumattoman otoksen t-testi A:
Yleinen tapaus

Kahden riippumattoman otoksen t-testi B:
Yht& suurten varianssien tapaus

t-testi parivertailuille
Yhden otoksen testi varianssille
Varianssien vertailutesti

TKK (c) likka Mellin (2006)



Yhden otoksen t-testi
Testausasetelma 1/2

e QOlkoon
X X, oy X

yksinkertainen satunnai sotos perusjoukosta S, joka
noudattaa normaalijakaumaa

N(ms?)

o Jakaumariippuu seuraavista parametreista:
m = jakauman odotusarvo
S 2 = jakauman varianss

TKK (c) likka Mellin (2006)



Yhden otoksen t-testi
Testausasetelma 2/2

e Asetetaan normaalijakauman N(/ms *) odotusarvo- i
paikkaparametrille nnollahypotees

Hy,: m=m
e Testausongelma:

Ovatko havalinnot sopusoinnussa nollahypoteesin H,
kanssa?

e Ongelman ratkaisuna on yhden otoksen t-testi.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhden otoksen t-testi

Hypoteesit

* Yleinen hypotees H :
(i) Havainnot X, N(ms?),i=12,K,n
(i) Havainnot X, , X, , ..., X ovat riippumattomia
* Nollahypotees H,:
Hy,: m=m
 Vaihtoehtoinen hypotees H; :
H,:m>mi
H,:m< ngg
H,:m' nm 2-suuntainen vaihtoehtoinen hypoteesi

1-suuntaiset vaihtoehtoiset hypoteesit
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Yhden otoksen t-testi
Parametrien estimointi

e Olkoot
14
X=="9g X
nia;l |
ja
2 1 g v )2
S = a(Xi' X)
- =1

tavanomaiset harhattomat estimaattorit parametreille
E(X)=m,1=12,...,n

ja
Va(X)=s2,i=1,2,...,n

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhden otoksen t-testi
Testisuure ja sen jakauma

e Madritelaan t-testisuure

=X M
s//n
 Jos nollahypotees
Hy,: m=m
patee, niin testisuure t noudattaa Sudentin t-jakaumaa
vapausastein (n- 1):
t t(n-1
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Yhden otoksen t-testi
Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:

Perustelu 1/2

« Oletetaan, ettatestin yleinen hypotees H ja nollahypotees H, patevat:

Xy Xoy oo g XA
X N(m,s?),i=12K,n
o Koskatdloin (ks. lukua Otokset ja otosjakaumat)

- 14 & s2(
X=—a X, N -
na 3"3 né
niin
X -
Z= N(O,1
s/\/_ 0,1

» Koska standardipoikkeama s on tuntematon, satunnaismuuttujan z
lauseke on testisuureena epaoperationaal inen.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhden otoksen t-testi
Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:

Perustelu 2/2

» Jos standardipoikkeama s korvataan satunnaismuuttujan z
|ausekkeessa vastaavalla otossuureella

S:\/ién. (Xi - X)Z

n-175
niin saadaan t-testisuure
AL
s/</n

joka nollahypoteesin H, patiessa noudattaa Sudentin t-jakaumaa
vapausastein (n- 1):
t~t(n- 1)
 Todistus: ks. lukua Otokset ja otosjakaumat.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhden otoksen t-testi
t-testisuure mittaa tilastollista etaisyytta

e Testisuure
(= XM
s//n

mittaa havaintoarvojen aritmeettisen keskiarvon ja nolla-
hypoteesin H,, : m= m kiinnittaman odotusarvoparametrin
marvon m tilastollista etaisyytta.

 Mittayksikkdna on erotuksen X - 3 standardipoikkeaman

s /<n

estimaattori, jota maaréttaessa on ol etettu, etta nolla
hypotees H, pétee.
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Yhden otoksen t-testi

Testi

e Testisuureen

=X M
s/</n

normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin H, : m=m
patiessa
E(t)=0
o Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen t arvot viittaavat
siihen, etta nollahypoteesi H, el pade.

 Nollahypotees H, hylataan, jostestin p-arvo on kyllin
pieni.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhden otoksen t-testi
Testin hylkaysalueen maaraaminen 1/4

o Valitaan testin merkitsevyystasoksi a.
 Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
Hy:m>m
niin kriittinen arvo +t_, saadaan ehdosta
Pr(t3 +t)=a
jossa
t~t(n- 1)
* Testin hylkaysalue on tall6in muotoa
(+t,, +¥)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhden otoksen t-testi
Testin hylkaysalueen maaraaminen 2/4

o Valitaan testin merkitsevyystasoksi a.
 Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
Hi:m<m
niin kriittinen arvo - t, saadaan ehdosta
Prt£-t)=a
jossa
t~t(n- 1)
* Testin hylkaysalue on tall6in muotoa
(-¥,-1,)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhden otoksen t-testi
Testin hylkaysalueen maaraaminen 3/4

o Valitaan testin merkitsevyystasoksi a.
 Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
Hy:m m
niin kriittiset arvot - t_,, ja+t_,, Saadaan ehdoista
Prt£-t ) =al2
Pr(t3 +t_,) = al2
jossa
t~t(n- 1)
» Testin hylkaysalue on tall6in muotoa
(-¥,- ta)E(+ta , +¥)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhden otoksen t-testi
Testin hylkaysalueen maaraaminen 4/4

o Oletetaan, etta testin merkitsevyystasoks on valittu a.

o Testin hylkaysalueen maaraamista voidaan
havainnollistaa alla olevilla kuvioilla.

H,:m>m H :m<m
t(n-1 t(n-1
a a
1- a 1- a

+ -t
— D am—
Hylkays- Hylkays- Hylkays- Hylkays-
alue alue alue alue
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Yhden otoksen t-testi
Testin p-arvo

» Olkoon t-testisuureen havaittu arvo t,,

o Testin p-arvon madraamista voidaan havainnollistaa alla
olevillakuviailla.

H,:m>m H :m<m H :m* m
t(n-1 t(n-1 t(n-1
P P P P
1- p 1- p 1- 2p
to tO ~ |to| +|to|
Testin p-arvo=p Testin p-arvo=p Testin p-arvo = 2p
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Yhden otoksen t-testi
Normaalisuusoletuksen merkitys 1/2

Y hden otoksen t-testin ylel sessa hypoteesi ssa ol etetaan,
etta havainnot ovat normaalijakautuneita.

t-testi @ kuitenkaan ole herkka poikkeamille
normaalisuudesta, jos havaintojen lukuma&dran on
"kyllin suuri”.

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Yhden otoksen t-testi
Normaalisuusoletuksen merkitys 2/2

o Testia on melko turvallista kayttaa, kun havaintojen
lukumaara

n>15

ellel havaintojen jakauma ole kovin vino ja havaintojen
joukossa ole poikkeavia havaintoja.

* Jos havaintojen lukuma&ara
n>40

testia voidaan melko turvallisesti kayttaa jopa selvasti
vinoille havaintojen jakaumille.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhden otoksen t-testi
Testin hyvaksymisvirheen todennakaoisyys ja

voimakkuus 1/6

o Tarkastellaan t-testin hyvaksymisvirheen todennakoisyytta
ja voimakkuutta tilanteessa, jossa normaalijakauman
N(ms ?) varianss s 2 oletetaan tunnetuksi.

» Olkoon nollahypoteesi muotoa
H,: m=m
ja vaihtoehtoinen hypoteesl muotoa
H, :m<m
e Huomautus:

Jos normaalijakauman varianssia s 2 e oleteta tunnetuksi, vaatii
t-testin voi makkuuden madaradminen ns. epakeskisen t-jakauman
méadrittelemista

Taman yleisen tapauksen kasittely sivuutetaan t&ssa esityksessa.
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Yhden otoksen t-testi
Testin hyvaksymisvirheen todennakaoisyys ja

voimakkuus 2/6

e t-testisuure
(= XM

s /+/n

noudattaa nollahypoteesin
H,: m=m
patiessa standardoitua normaalijakaumaa (ks. lukua

Otokset ja otosjakau mat)Z

t ~N(0, 1)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhden otoksen t-testi
Testin hyvaksymisvirheen todennakaoisyys ja

voimakkuus 3/6

» Vaihtoehtoisen hypoteesin
H, :m<m
tapauksessa t-testin paatdssaantd on muotoa:
Hylkaa nollahypotees

Hy,: m=m
JOS
_X-m
= s //n T
 KTriittinen arvo - z, saadaan ehdosta
Pr(z£-z,)=a
jossaz ~ N(O, 1).

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhden otoksen t-testi
Testin hyvaksymisvirheen todennakaoisyys ja

voimakkuus 4/6

» Vaihtoehtoisen hypoteesin
H :m<m
tapauksessa t-testin paatdssaanto voidaan Kirjoittaa my0os
Seuraavaan muotoon:
Hylkaa nollahypotees
H,: m=m
JOS
X<m-zs/Jdn=X_
 KTriittinen arvo - z, saadaan ehdosta
Pr(z£-z,)=a
jossaz ~ N(O, 1).

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhden otoksen t-testi
Testin hyvaksymisvirheen todennakaoisyys ja

voimakkuus 5/6

» Vaihtoehtoisen hypoteesin
H, :m<m
tapauksessa t-testin hyvaksymisvir heen todennak oisyys
b on ehdollinen todennakdisyys
b =Pr(H, jatetaan voimaan |H, e ole tos)
=Pr(X3 X_|m=m)
&. X -mo
=Pr.z3 —° =
| & s/Jn g
jossa

m?t m

TKK (c) likka Mellin (2006)

29



Yhden otoksen t-testi
Testin hyvaksymisvirheen todennakaoisyys ja

voimakkuus 6/6

» Vaihtoehtoisen hypoteesin
H, :m<m
tapauksessa t-testin voimakkuus 1 - b on ehdollinen
todennakoisyys
1- b=Pr(H,hylddan|H, e oletos)
=Pr(X < X_|m=m)
& X -mo

Z < -
5 s/\/ﬁég

=Pr

jossa
m?t m

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhden otoksen t-testi
Testin hyvaksymisvirheen todennakaoisyys ja

voimakkuus: Havainnollistus 1/3

« Kuvio oikealla havainnollistaat-
testin hyvaksymisvirheen toden-
nakoisyytta b ja voimakkuutta N(m,s%/n) N(m,s2/n)
1- b ~ .

* Yleinen hypotees H :
Xy Xoy oy XN
X ~N(ms?),i=1,2,...,n
 Nollahypotees H,: b
m=m
« Vaihtoehtoinen hypoteesi H, : '
m< m m
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Yhden otoksen t-testi
Testin hyvaksymisvirheen todennakaoisyys ja

voimakkuus: Havainnollistus 2/3

Valitaan merkitsevyystasoks a.
Kriittinenraja z, :
Pr(z£-2)=a N(m,s2%/n) N(m3,5%/n)
z~N(0, 1) I -
Kriittinen raja X _ :
X.=m- zs//n
Paatossaanto:
Hylkaa nollahypotees H, , jos
X <X,
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Yhden otoksen t-testi
Testin hyvaksymisvirheen todennakaoisyys ja

voimakkuus: Havainnollistus 3/3

o Hyvaksymisvirheen

todennakaoisyys b -
b=Pr(X3 X_|m=m) N(m,s?/n) N(m,s2/n)
e Voimakkuusl- b: e <~

1- b=Pr(X < X_| m=m)
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Testeja suhdeasteikollisille muuttujille

Testit normaalijakauman parametreille
Yhden otoksen t-testi

>> Kahden riippumattoman otoksen t-testi A:
Yleinen tapaus

Kahden riippumattoman otoksen t-testi B:
Yht& suurten varianssien tapaus

t-testi parivertailuille
Yhden otoksen testi varianssille
Varianssien vertailutesti

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testausasetelma 1/4

e QOlkoon
Xll’ le’K’ anl

yksinkertainen satunnaisotos perusjoukosta S;, joka
noudattaa nor maalijakaumaa

N(m,s 1)

o Jakaumariippuu seuraavista parametreista:
m = jakauman odotusarvo
S,? = jakauman varianssi

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testausasetelma 2/4

e QOlkoon
X12’ Xzz’K’ Xn22

yksinkertainen satunnaisotos perusjoukosta S,, joka
noudattaa nor maalijakaumaa

N(m,s ;)

o Jakaumariippuu seuraavista parametreista:
m = jakauman odotusarvo
S,? = jakauman varianss

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testausasetelma 3/4

» Oletetaan lisaks, etta perugjoukosta S; poimittu otos
Xll’ le’K’ anl
japerugoukosta S, poimittu otos
X12’ Xzz’K’ Xn22
ovat toisistaan riippumattomia.

« Otosten riippumattomuus merkitsee sitg, etta se mika
alkio poimitaan perugoukosta S, e vaikuta sithen mika
alkioista poimitaan perusjoukosta S, ja kaantaen.
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testausasetelma 4/4

» Asetetaan normaalijakaumien N(m,s7) jaN(m,s?)
odotusarvo- eli paikkaparametreille m jam
nollahypotees

Hoy:m=m=n
e Testausongelma:

Ovatko havalinnot sopusoinnussa nollahypoteesin H,,
kanssa?

e Ongelman ratkaisuna on kahden riippumattoman
otoksen t-testi A.

e Huomautus:

Jos voidaan olettaa, ettd s> = s 7 , testauksessa kannattaa kayttaa
kahden riippumattoman otoksen t-testia B.
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Yleinen hypoteesi

* Yleinen hypotees H :

(1) Havainnot X, N(m,s/),i=12K,n,

(2) Havainnot X, N(m,s;),j=12K,n,

(3) Havainnot X;; ja X, ovat riippumattomia kaikillei jaj.
e Huomautuksia

—  Oletus (3) sisdltda kolme riippumattomuusol etusta:
e Havainnot ovat riippumattomiaotoksien 1 ja 2 sisdlla.
e Havainnot ovat riippumattomia otoksien 1 ja 2 valilla.

— Jakaumien varianssit saavat (mutta ei tarvitse) erota toisistaan;
vrt. kahden otoksen t-testi B.
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Nollahypoteesi ja vaihtoehtoiset hypoteesit

* Nollahypotees H,:
Hoy:m=m=n
 Vaihtoehtoinen hypotees H, :
H,om>m
H,:m < mp
H,:m?' m 2-suuntainen vaihtoehtoinen hypotees

1-suuntaiset vaihtoehtoiset hypoteesit

TKK (c) llkka Mellin (2006) 40



Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Parametrien estimointi

e Olkoot
o 1¢g
X =—a Xy k=12
N iz
ja
2 1 2 7 \2
S = a (X - X)), k=12

n-172
tavanomaiset harhattomat estimaattorit parametreille
EX)=m,1=1,2,...,n,k=12
ja
Va(X,)=s52,i=1,2,...,n,k=1,2

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testisuure ja sen asymptoottinen jakauma

e Madritelaan t-testisuure
_ Xl' X2

EP
non,

 Jos nollahypotees

Hoom=m=n
patee, niin testisuure t noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti standardoitua normaalijakaumaa
N(0,1):

t , N(OJ

t
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:

Perustelu 1/3

o Oletetaan, etta testin yleinen hypotees H janollahypotees H, patevat:

Xogs X1 K, X0 Xz X K X

WERAVIE nd?

X, N(ms2),i=12K,n

ij N(ms,f),j:LZ,K,nz
o Tdldin (ks. lukua Otos ja otosjakaumat)

- _1¢g & s’ 0
Xlz_é Xil N(;m

N iz e nlﬂ
- 1o & s20
X,=—a X, Ngm—

N, j=1 e My

« KoskaX, ™ X,,niin

2
%.- X, NBSi4528
2

S n,

2

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:

Perustelu 2/3

» Edellaesitetysta seuraa, etta
Xl - Xz

Z= N(0,1)
2 2
571+572
n n

« Koskavarianssit s? jas? ovat tuntemattomia, satunnai smuuttujan z
lauseke on testisuureena epaoperationaal inen.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus

Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:

Perustelu 3/3

«  Jos satunnaismuuttujan z lausekkeessa varianssit s, ja s korvataan
vastaavilla otossuureilla

1 o _

so=——a (X, - X)?, k=12
nk B 1i:1

niin Saadaan t-testisuure

— Xl_ X2

EPE:
n n
joka nollahypoteesin H, patiessa noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti standardoitua normaalijakaumaa N(O, 1):
t~,N(O, 1)
* Todistus sivuutetaan.

t

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testisuureen jakauman approksimointi 1/2

* Pienissa otoksissa saadaan testisuureen t jakaumalle
parempi approksimaatio kayttamalla approksimaationa
Sudentin t-jakaumaa vapausastein (ns. Satterthwaiten
approksimaatio)

Vd \2
s <2 U
é—sl +—SZL'J
enl ”zu

n =

1 6220 1 62U
éSlL'J“L éSZL'J
rh'lerhu ”z'le”zu

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testisuureen jakauman approksimointi 2/2

« Joskus testisuureen t jakaumaa approksimoidaan myos
Sudentin t-jakaumalla vapausastein

v=min{n,n,}

« Tamaapproksimaatio e kuitenkaan ole yhta hyva kuin
Satterthwaiten approksimaatio.
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
t-testisuure mittaa tilastollista etaisyytta

e Testisuure
t = Xi- X,
2 2
S S
n n

mittaa otoksien 1 ja 2 aritmeettisten keskiarvojen
tilastollista etaisyytta.

« Mittayksikkona on erotuksen X, - X, standardipoikkeaman

2 2
\/51 LS
n n

estimaattori, jota maaréttaessa on ol etettu, etta nolla
hypotees H, pétee.
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus

Testi

e Testisuureen
X, -

/ i
N
normaaliarvo = O, koska nollahypoteessnH,: m=m =n
patiessa
E(t)=0
e Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen t arvot viittaavat
siihen, etta nollahypoteesi H, el pade.

* Nollahypotees H, hylataan, jostestin p-arvo on kyllin
pieni.

[ =

MN N><'
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testin hylkaysalueen maaraaminen 1/5

Kasittel emme seuraavassa kahden otoksen t-testin A
hylkaysal ueen valintaa, jos testisuureen approksimoidaan
standardoidulla normaalijakaumalla N(O, 1).

Jos kahden otoksen t-testin A testisuuretta
approksimoidaan Sudentin t-jakaumalla, jossa
vapausasteiden lukumaara n lasketaan Satterthwaiten
kaavan mukaan, testin hylkaysalue méarétdan samalla
tavalla kuin yhden otoksen t-testin tapauksessa.

TKK
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testin hylkaysalueen maaraaminen 2/5

o Valitaan testin merkitsevyystasoksi a.
 Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
Hy:m>m
niin kriittinen arvo +t_, saadaan ehdosta
Pr(t3 +t)=a
jossa
t~,N(O, 1)
» Testin hylkaysalue on talloin muotoa
(+t,, +¥)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testin hylkaysalueen maaraaminen 3/5

o Valitaan testin merkitsevyystasoksi a.
 Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
Hi:m<m
niin kriittinen arvo - t, saadaan ehdosta
Prt£-t)=a
jossa
t~,N(O, 1)
» Testin hylkaysalue on talloin muotoa
(-¥,-1,)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testin hylkaysalueen maaraaminen 4/5

o Valitaan testin merkitsevyystasoksi a.
 Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
Hy:m m
niin kriittiset arvot - t_,, ja+t_,, Saadaan ehdoista
Prt£-t ) =al2
Pr(t3 +t_,) = al2
jossa
t ~, N(0,1)
» Testin hylkaysalue on talloin muotoa
(-¥,- ta)E(+ta , +¥)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testin hylkaysalueen maaraaminen 5/5

o Oletetaan, etta testin merkitsevyystasoks on valittu a.

o Testin hylkaysalueen maaraamista voidaan
havainnollistaa alla olevilla kuvioilla.

H,:m>m H:m<m
N(0,1) N(0,1)
a a
1- a 1- a

+t -1,
— —]
Hylkays- Hylkays- Hylkays- Hylkays-
alue alue alue alue
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testin p-arvo

» Olkoon t-testisuureen havaittu arvo t,,

o Testin p-arvon madraamista voidaan havainnollistaa alla
olevillakuviailla.

H:m>m Him<m Hi:om* m
N(0,1) N(0,1) N(0,1)
P P P P
1- p 1- p 1- 2p
to tO B |to| +|to|
Testin p-arvo=p Testin p-arvo=p Testin p-arvo = 2p

TKK (c) llkka Mellin (2006) 55



Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Normaalisuusoletuksen merkitys 1/2

Kahden otoksen t-testin A yleisen hypoteesin mukaan
havainnot ovat molemmissa otoksi ssa normaali-
jakautuneita.

Testi e kuitenkaan ole herkkéa poikkeamille
normaalisuudesta, jos molempien otosten otoskoot ovat
"kyllin suuria”.

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Normaalisuusoletuksen merkitys 2/2

» Testia on melko turvallista kayttaa, kun
n,>15jan,>15
jan, jan, eiva eroatoisistaan kovin paljon, elleivat
havaintojen jakaumat ole kovin vinoja jaellel havaintojen
joukossa ole poikkeavia havaintoja.

e Jos
n, >40jan,> 40
testia voidaan melko turvallisesti kayttaa jopa selvasti
vinoille havaintojen jakaumille.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 57



Testeja suhdeasteikollisille muuttujille

Testit normaalijakauman parametreille
Yhden otoksen t-testi

Kahden riippumattoman otoksen t-testi A:
Yleinen tapaus

>> Kahden riippumattoman otoksen t-testi B:
Yht& suurten varianssien tapaus

t-testi parivertailuille
Yhden otoksen testi varianssille
Varianssien vertailutesti

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yht& suurten varianssien tapaus
Testausasetelma 1/4

e QOlkoon
Xll’ le’K’ anl

yksinkertainen satunnaisotos perusjoukosta S;, joka
noudattaa nor maalijakaumaa

N(m,s°)

o Jakaumariippuu seuraavista parametreista:
m = jakauman odotusarvo
S 2 =jakauman varianss

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yht& suurten varianssien tapaus
Testausasetelma 2/4

e QOlkoon
X12’ Xzz’K’ Xn22

yksinkertainen satunnaisotos perusjoukosta S,, joka
noudattaa nor maalijakaumaa

N(m,s°)

o Jakaumariippuu seuraavista parametreista:
m = jakauman odotusarvo
S 2 =jakauman varianss

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yht& suurten varianssien tapaus
Testausasetelma 3/4

» Oletetaan lisaks, etta perugjoukosta S; poimittu otos
Xll’ le’K’ anl
japerugoukosta S, poimittu otos
X12’ Xzz’K’ Xn22
ovat toisistaan riippumattomia.

« Otosten riippumattomuus merkitsee sitg, etta se mika
alkio poimitaan perugoukosta S, e vaikuta sithen mika
alkioista poimitaan perusjoukosta S, ja kaantaen.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 61



Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yht& suurten varianssien tapaus
Testausasetelma 4/4

» Asetetaan normaalijakaumien N(m,s %) jaN(m,s?)
odotusarvo- eli paikkaparametreille m jam
nollahypotees

Hoy:m=m=n
e Testausongelma:

Ovatko havalinnot sopusoinnussa nollahypoteesin H,,
kanssa?

e Ongelman ratkaisuna on kahden riippumattoman
otoksen t-testi yhta suurten varianssien tapauksessa.

e Huomautus:

Jos jakaumien varianssit eivét ole yhta suuret, testauksessa pitaa
kayttaa kahden riippumattoman otoksen t-testia A.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 62



Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yht& suurten varianssien tapaus
Yleinen hypoteesi

* Yleinen hypotees H :

(D) X, N(m.s?),i=12K,n,

(2 X, N(m,s?),j=12Kn,

(3) Havainnot X;; ja X, ovat rilppumattomia kaikillei ja]
e Huomautuksia

—  Oletus (3) sisdltda kolme riippumattomuusol etusta:
e Havainnot ovat riippumattomiaotoksien 1 ja 2 sisdlla.
e Havainnot ovat riippumattomia otoksien 1 ja 2 valilla.

— Jakaumien varianssit on t&ssé ol etettu yhta suuriksi;
vrt. kahden otoksen t-testi A.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 63



Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yht& suurten varianssien tapaus
Nollahypoteesi ja vaihtoehtoiset hypoteesit

* Nollahypotees H,:
Hoy:m=m=n
 Vaihtoehtoinen hypotees H, :
H,om>m
H,:m < mp
H,:m?' m 2-suuntainen vaihtoehtoinen hypotees

1-suuntaiset vaihtoehtoiset hypoteesit

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yht& suurten varianssien tapaus
Parametrien estimointi

e Olkoot
o 1¢g
X =—a Xy k=12
N iz
ja
2 1 2 7 \2
S = a (X - X)), k=12

n-172
tavanomaiset harhattomat estimaattorit parametreille
EX)=m,1=1,2,...,n,k=12
ja
Va(X,)=s2,i=12,...,n.,k=1,2

TKK (c) likka Mellin (2006)



Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yht& suurten varianssien tapaus
Yhdistetty varianssiestimaattori

o Maéritelldan ns. yhdistetty varianssiestimaattor |

— (n1' 1)512 +(n2 - 1)522
n+n,- 2
e Yhdistetty varianssiestimaattori s3 on harhaton
estimaattori varianssiparametrille s 2, jos nollahypotees
H,:m=m = npatee.
e Huomautus:

Y hdistetty varianssiestimaattori s: ei ole sama kuin yhdistetyn
otoksen varianss, koska otoskeskiarvot X, ja X, elvat (yleensd)
ole yhta suuria.

s
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yht& suurten varianssien tapaus
Testisuure ja sen jakauma

e Madritelaan t-testisuure
Xl_ Xz
1 1

B S
> n n

 Jos nollahypotees
Hoy:m=m=n
patee, niin testisuure t noudattaa Sudentin t-jakaumaa
vapausastein (n, + n, - 2):
t t(in+n,- 2

[ =

TKK (c) likka Mellin (2006)



Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yht& suurten varianssien tapaus
Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:

Perustelu 1/3

o Oletetaan, etta testin yleinen hypotees H janollahypotees H, patevat:
X X1, K X Xy X K X

WERAVIE nd?

X N(ms ), 1=1L2,K,n

X, N(ms?),j=12K,n,
o Tdldin (ks. lukua Otos ja otosjakaumat)
- _1g ® s%0
X,==a X, Ncm=—=
N, i1 e 7}
_ 1% & s%0
X,=—a X;, Ngm=—-
_ n2_1=1 e 2 @
« KoskaX, " X,,niin
o e oo
X, - X, 9052881 1
8nl nzﬂz

TKK (c) likka Mellin (2006)



Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yht& suurten varianssien tapaus
Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:

Perustelu 2/3

» Edellaesitetysta seuraa, etta

Xy - X N(0,1)
1 1
S |—+—

n n
» Koska standardipoikkeama s on tuntematon, satunnaismuuttujan z
lauseke on testisuureena epaoperationaal inen.
o Maéritelldan otosvarianssit

= T & (X, - X)? k=12
n, - 1i:1

=

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yht& suurten varianssien tapaus
Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:

Perustelu 3/3

* Jos satunnai smuuttujan z lausekkeessa standardipoikkeama s
korvataan otossuureella

SP:J(m-l)sf+<nz-1)s§
n+n,- 2
niin saadaan t-testisuure
Xl_ Xz
1 1

Sey|t -
N n

joka nollahypoteesin H, patiessa noudattaa Sudentin t-jakaumaa
vapausastein (n, + n, - 2):
t~t(n,+n,- 2)
» Todistus sivuutetaan; ks. kuitenkin vastaavaa todistusta yhden otoksen
t-testin tapauksessa ja siella esitettyja viittauksia.

=
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yht& suurten varianssien tapaus
t-testisuure mittaa tilastollista etaisyytta

e Testisuure
t = Xl' Xz
o [t
n n

mittaa otoksien 1 ja 2 aritmeettisten keskiarvojen
tilastollista etaisyytta.

« Mittayksikkona on erotuksen X, - X, standardipoikkeaman

1 1
s |—+=

n n
estimaattori, jota maaréttaessa on ol etettu, etta nolla
hypotees H, pétee.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 71



Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yht& suurten varianssien tapaus

Testi

e Testisuureen

Xl' Xz

o [T,
N n

normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin H,: m=m =n
patiessa
E(t)=0
o Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen t arvot viittaavat
siihen, etta nollahypoteesi H, el pade.

* Nollahypotees H, hylataan, jostestin p-arvo on kyllin
pieni.

[ =
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yht& suurten varianssien tapaus
Testin hylkaysalueen maaraaminen jatestin p-arvo

Kahden otoksen t-testin B hylkaysalueen valinta tapahtuu
kuten yhden otoksen t-testin tapauksessa paitsi, ettat-testi-
suure noudattaa tassa Studentin t-jakaumaa vapausastein
(n, +n,- 2).

Kahden otoksen t-testin B testisuureen arvoa vastaavan p-
arvon maaraaminen tapahtuu kuten yhden otoksen t-testin
tapauksessa paits, etta t-testisuure noudattaa téssa
Studentin t-jakaumaa vapausastein (n, + n, - 2).

TKK
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yht& suurten varianssien tapaus
Normaalisuusoletuksen merkitys 1/2

« Kahden otoksen t-testin B yleisen hypoteesin mukaan
havainnot ovat molemmissa otoksi ssa normaali-
jakautuneita.

e Testi @ kuitenkaan ole herkka poikkeamille
normaalisuudesta, jos molempien otosten otoskoot ovat
"kyllin suuria”.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yht& suurten varianssien tapaus
Normaalisuusoletuksen merkitys 2/2

» Testia on melko turvallista kayttaa, kun
n,>15jan,>15
jan, jan, eiva eroatoisistaan kovin paljon, elleivat
havaintojen jakaumat ole kovin vinoja jaellel havaintojen
joukossa ole poikkeavia havaintoja.

e Jos
n, >40jan,> 40
testia voidaan melko turvallisesti kayttaa jopa selvasti
vinoille havaintojen jakaumille.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 75



Testeja suhdeasteikollisille muuttujille

Testit normaalijakauman parametreille
Yhden otoksen t-testi

Kahden riippumattoman otoksen t-testi A:
Yleinen tapaus

Kahden riippumattoman otoksen t-testi B:
Yht& suurten varianssien tapaus

>> t-testi parivertailuille
Yhden otoksen testi varianssille
Varianssien vertailutesti

TKK (c) likka Mellin (2006)
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t-testi parivertailuille
Parivertailuasetelma

Parivertailuasetelma syntyy tilastollisessa tutkimuksessa
esimerkiks seuraavissa tilanteissa:
(1) Paamadranaon verrata kahta mittaria mittaamalla

molemmilla mittarellla samat kohteet samoissa
olosuhtel ssa.

(i1) Paaméaarana on tutkia jonkin kasittel yn vaikutusta
mittaamalla samat kohteet ennen kasittelya ja
kasittelyn jalkeen.

(i11) Pa@méaaranaon vertailla kahta perusjoukkoa
mittaamalla saman muuttujan arvot perusoukkojen
alkioiden sovitetuissa pareissa.

TKK
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t-testi parivertailuille
Testausasetelma 1/2

o Oletetaan, ettd havainnot muodostuvat muuttujaa X
koskevista mittaustuloksien pareista

Xy, Xip) ,1=1,2,...,n
jotka ovat riippumattomia.
o Paamadranaon verrata mittauksia toisiinsa:
Antavatko mittaukset keskimaarin saman tuloksen?

o Tallaisissa parivertailuasetelmissa el saa kayttaa
riippumattomien otoksien t-testid A tai B, koska mittaus-
tulokset X, ja X, elvat yleensa ole riippumattomia.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 78



t-testi parivertailuille
Testausasetelma 2/2

Muodostetaan mittaustuloksien X, ja X;, erotukset

D =X,-X,,i=12,K,n
Mittaukset 1 ja 2 antavat keskimaarin saman tuloksen, jos
erotukset D, saavat keskimaarin arvon nolla.

Parivertail uasetel man testausongel man ratkai suna on
tavanomainen yhden otoksen t-testi mittaustuloksien X,
ja X, erotuksien D; odotusarvolle.

TKK
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t-testi parivertailuille

Hypoteesit

* Yleinen hypotees H :
(1) ErotuksetD. N(m,s?),i=12K,n
(2) ErotuksetD,,D,, ..., D, ovat riippumattomia
* Nollahypotees H,:
H,:m =0
 Vaihtoehtoinen hypotees H; :

H,:m >0 _ . . .
7 1-suuntaiset vaihtoehtoiset hypoteesit
H,:m, < Og

H,:m 1 0 2-suuntainen vaihtoehtoinen hypotees

TKK (c) llkka Mellin (2006) 80



t-testi parivertailuille
Parametrien estimointi

e Olkoot
I
D==3 D
nia;l |
ja
=1 4 (D - Dy
Sb n- 194

tavanomaiset harhattomat estimaattorit parametreille
ED)=m,1=1,2,...,n

ja
Var(D)) =sp?,i=1,2,...,n

TKK (c) likka Mellin (2006)
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t-testi parivertailuille
Testisuure ja sen jakauma

e Madritelaan t-testisuure
D

sD/x/ﬁ

 Jos nollahypotees
H,:m =0
patee, niin testisuure t noudattaa Sudentin t-jakaumaa
vapausastein (n- 1):

t t(n-1)

[ =

TKK (c) llkka Mellin (2006) 82



t-testi parivertailuille
Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:

Perustelu 1/2

« Oletetaan, ettatestin yleinen hypotees H ja nollahypotees H, patevat:
D,,D,,...,D,"
D N(0,s?),i=12K,n

o Koskatdloin (ks. lukua Otokset ja otosjakaumat)
2

_ 0 9
D:ié D N%’S_D+

n.Z g n g
niin
D
Z= N(O,1
s, /+/n D

« Koska standardipoikkeama sy on tuntematon, satunnal smuuttujan z
lauseke on testisuureena epaoperationaal inen.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 83



t-testi parivertailuille
Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:

Perustelu 2/2

 Jos satunnal smuuttujan z lausekkeessa standardipoikkeama s,
korvataan vastaavalla otossuureella

Sp :\/ién. (Di B [_))2

n-175
niin Saadaan t-testisuure

D

s, /+/n

joka nollahypoteesin H, patiessa noudattaa Sudentin t-jakaumaa
vapausastein (n- 1):
t~t(n- 1)
* Todistus: ks. kappaletta Yhden otoksen t-testi.

=

TKK (c) likka Mellin (2006)

84



t-testi parivertailuille
t-testisuure mittaa tilastollista etaisyytta

e Testisuure

D
sD/x/ﬁ

mittaa havaintoarvojen erotuksien aritmeettisen keskiarvon
tilastollista etaisyytta nollasta.

* Mittayksikkona on erotuksien D; aritmeettisen keskiarvon
D standardipoikkeaman

Sp

Jn

estimaattori, jota maaréttaessa on ol etettu, etta nolla
hypotees H, pétee.

[ =
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t-testi parivertailuille

Testi

e Testisuureen
D

sD/x/ﬁ

normaaliarvo = O, koska nollahypoteesin H, : m, =0
patiessa
E(t)=0
o Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen t arvot viittaavat
siihen, etta nollahypoteesi H, el pade.

 Nollahypotees H, hylataan, jostestin p-arvo on kyllin
pieni.

[ =
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t-testi parivertailuille
Testin hylkaysalueen maaraaminen jatestin p-arvo

o Parivertallutestin hylkaysalueen valinta tapahtuu kuten
yhden otoksen t-testin tapauksessa.

 Parivertailutestin testisuureen arvoa vastaavan p-arvon
maar aaminen tapahtuu kuten yhden otoksen t-testin
tapauksessa.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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t-testi parivertailuille
Normaalisuusoletuksen merkitys 1/2

Parivertailuasetel man t-testin ylel sessa hypoteesissa
ol etetaan, etta havaintoarvojen erotukset ovat normaali-
jakautuneita.

Testi e kuitenkaan ole herkkéa poikkeamille
normaalisuudesta, jos havaintojen lukuma&dran on
"kyllin suuri”.

TKK
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t-testi parivertailuille
Normaalisuusoletuksen merkitys 2/2

» Testia on melko turvallista kayttaa, kun
n>15

ella erotusten jakauma ole kovin vino ja erotuksien
joukossa ole poikkeavia erotuksia.

e Jos havaintojen lukuma&ara
n>40

testia voidaan melko turvallisesti kayttaa jopa selvasti
vinoille erotuksien jakaumille.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Testeja suhdeasteikollisille muuttujille

Testit normaalijakauman parametreille
Yhden otoksen t-testi

Kahden riippumattoman otoksen t-testi A:
Yleinen tapaus

Kahden riippumattoman otoksen t-testi B:
Yht& suurten varianssien tapaus

t-testi parivertailuille
>> Yhden otoksen testi varianssille
Varianssien vertailutesti

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhden otoksen testi varianssille
Testausasetelma 1/2

e QOlkoon
X X, oy X

yksinkertainen satunnai sotos perusjoukosta S, joka
noudattaa normaalijakaumaa

N(ms?)

o Jakaumariippuu seuraavista parametreista:
m = jakauman odotusarvo
S 2 = jakauman varianss

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhden otoksen testi varianssille
Testausasetelma 2/2

o Asetetaan normaalijakauman N(/ms °) varianssi-
parametrille s 2 nollahypotees

H,:s°=s¢
e Testausongelma:

Ovatko havalinnot sopusoinnussa nollahypoteesin H,
kanssa?

e Ongelman ratkaisuna on yhden otoksen c?-testi
varianssille.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhden otoksen testi varianssille

Hypoteesit

* Yleinen hypotees H :
(1) Havainnot X, N(ms?),i=12K,n
(2) Havainnot X, , X, , ..., X ova riippumattomia.
* Nollahypotees H,:
H,:s°=s¢
 Vaihtoehtoinen hypotees H; :
H,:s°>s:0 | | | |
.,y l-suuntaiset vahtoehtoiset hypoteesit
H 15" <s5p

H,:s°1s? 2-suuntainen vaihtoehtoinen hypotees
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Yhden otoksen testi varianssille
Parametrien estimointi

e QOlkoot

_ 14

X=="9 X
nia;l !

ja

1 & _

s% = X. - X)?
18 (%= X)

tavanomaiset harhattomat estimaattorit parametreille
E(X)=m,1=12,...,n

ja
Va(X)=s2,i=1,2,...,n
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Yhden otoksen testi varianssille
Testisuure ja sen jakauma

o Maaritelldan c?-testisuure
Cz — (n' ]2-)52
SO
» Jos nollahypotees
H,:s°=s¢
patee, niin testisuure ¢? noudattaa c?-jakaumaa vapaus-
astein (n- 1):

c> c’(n-1)
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Yhden otoksen testi varianssille
Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:
Perustelu 1/3

« Oletetaan, ettatestin yleinen hypotees H ja nollahypotees H, patevat:
Xy Xoy oo g XA
X, N(msf),i=1,2K,n

o Tdldin (ks. lukua Otokset ja otosjakaumat)
.2

V=4 )
i=1 8 So @
o Koskaodotusarvo mon tuntematon, satunnaismuuttujan Y lauseke on
testisuureena epaoper ationaalinen.
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Yhden otoksen testi varianssille
Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:
Perustelu 2/3

» Jos satunnai smuuttujan z lausekkeessa odotusarvo mkorvataan
vastaavalla otossuureella

Cz_gw(l-XQZ_(n-l)sz
i=18 So @ So
jossa
&= 8 (X - XY
n-17
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Yhden otoksen testi varianssille
Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:
Perustelu 3/3

» Jos nollahypoteesi H, patee, testisuure ¢? noudattaa c?-jakaumaa
vapausastein (n- 1):
c>~c3(n- 1)
 Todistus: ks. lukua Otokset ja otosjakaumat.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhden otoksen testi varianssille

Testi

o Testisuureen
2
o2 =N 1)8
SO
normaaliarvo = (n - 1), koska nollahypoteesin
H,:s% =5/ patiessa E(s?) = 5.2, jolloin
E(c)=n-1
e Siten seka pienet etta suuret testisuureen ¢? arvot sen
normaaliarvoon (n - 1) ndhden viittaavat siihen, etta
nollahypotees e pade.

* Nollahypotees H, hylataan, jostestin p-arvo on kyllin
pieni.
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Yhden otoksen testi varianssille
Testin hylkaysalueen maaraaminen 1/4

o Valitaan testin merkitsevyystasoksi a.
 Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
H,:s?>s¢
niin kriittinen raja ¢ saadaan ehdosta
Pr(c23 c’)=a

jossa
c’~c*(n- 1)
» Testin hylkaysalue on tall6in muotoa
(Co,+¥)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhden otoksen testi varianssille
Testin hylkaysalueen maaraaminen 2/4

o Valitaan testin merkitsevyystasoksi a.
 Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
H,:s°<s?
niin kriittinen raja ¢; , saadaan ehdosta
Pr(c2Ec/,)=a

jossa
c’~c*(n- 1)
» Testin hylkaysalue on tall6in muotoa
(0,c7,)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Yhden otoksen testi varianssille
Testin hylkaysalueen maaraaminen 3/4

Valitaan testin merkitsevyystasoksi a.

Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
H,:s%1 s

niin kriittiset rajat ¢y, , ja ¢, saadaan ehdoista
Pr(c2Ec’. ,)=al2

1-a/2
Pr(c?2 c;,) = al2
jossa
c’~c*(n- 1)

Testin hylkaysalue on tall6in muotoa
©, Clz-a/Z)E(Cj/Z , +¥)

TKK
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Yhden otoksen testi varianssille
Testin hylkaysalueen maaraaminen 4/4

o Oletetaan, etta testin merkitsevyystasoks on valittu a.

o Testin hylkaysalueen maaraamista voidaan
havainnollistaa alla olevilla kuvioilla.

H,:s%>s¢ H,:s’<s¢
c’(n-1) c’(n-1)
a a
1- a 1- a
. C..
— H
Hylkays- Hylkays-
alue alue
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Yhden otoksen testi varianssille

Testin p-arvo 1/2

Olkoon c?-testisuureen havaittu arvo c;.

Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on 1-suuntainen, testin p-
arvon maaraamista voidaan havainnollistaa ala olevilla

kuvioilla
H,:s%>s¢ H,:s’<s¢
c’(n-1) c’(n-1)
P
1-p 1-p
cs ce

Testin p-arvo=p

Testin p-arvo=p

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Yhden otoksen testi varianssille

Testin p-arvo 2/2

» Olkoon vaihtoehtoinen hypotees 2-suuntainen:
H,:s%1 s
o Talointestin p-arvoon
p=2 min{ Pr(c®3 c),Pr(c? £ 002)}
jossa
c> c*(n-1
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Yhden otoksen testi varianssille
Normaalisuusoletuksen merkitys

o Tassaesitetyn varianssitestin ylei sessa hypoteesissa
oletetaan, ettda havainnot ovat normaalijakautuneita.
o Testi on herkka poikkeamille normaalisuudesta ja testi el

toimi kovinkaan hyvin, jos havaintojen jakauma on vino tai
havaintojen joukossa on poikkeavia havaintoja.

o Talloin suuretkaan havaintojen lukumaarét eivéat yleensa
paranna tilannetta.
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Testeja suhdeasteikollisille muuttujille

Testit normaalijakauman parametreille
Yhden otoksen t-testi

Kahden riippumattoman otoksen t-testi A:
Yleinen tapaus

Kahden riippumattoman otoksen t-testi B:
Yht& suurten varianssien tapaus

t-testi parivertailuille
Yhden otoksen testi varianssille
>> Varianssien vertailutesti
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Varianssien vertailutesti

Testausasetelma 1/4

e QOlkoon
Xll’ le’K’ anl

yksinkertainen satunnaisotos perusjoukosta S;, joka
noudattaa nor maalijakaumaa

N(m,s 1)

o Jakaumariippuu seuraavista parametreista:
m = jakauman odotusarvo
S,? = jakauman varianssi
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Varianssien vertailutesti

Testausasetelma 2/4

e QOlkoon
X12’ Xzz’K’ Xn22

yksinkertainen satunnaisotos perusjoukosta S,, joka
noudattaa nor maalijakaumaa

N(m,s ;)

o Jakaumariippuu seuraavista parametreista:
m = jakauman odotusarvo
S,? = jakauman varianss
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Varianssien vertailutesti

Testausasetelma 3/4

» Oletetaan lisaks, etta perugjoukosta S; poimittu otos
Xll’ le’K’ anl
japerugoukosta S, poimittu otos
X12’ Xzz’K’ Xn22
ovat toisistaan riippumattomia.

« Otosten riippumattomuus merkitsee sitg, etta se mika
alkio poimitaan perugoukosta S, e vaikuta sithen mika
alkioista poimitaan perusjoukosta S, ja kaantaen.
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Varianssien vertailutesti

Testausasetelma 4/4

» Asetetaan normaalijakaumien N(m,s7) jaN(m,s?)
varianssiparametreille s? jas?2 nollahypotees

H,:s2=s.=5"
e Testausongelma:

Ovatko havalinnot sopusoinnussa nollahypoteesin H,
kanssa?

* Ongelman ratkaisuna on kahden riippumattoman

otoksen F-testi varianssallle €li varianssien vertailu-
testl.
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Varianssien vertailutesti

Yleinen hypoteesi

* Yleinen hypotees H :

(1) Havainnot X, N(m,s/),i=12K,n,

(2) Havainnot X, N(m,s;),j=12K,n,

(3) Havainnot X;; ja X, ovat rilppumattomia kaikillei ja]
e Huomautus:

Oletus (3) sisdltda kolme riippumattomuusol etusta:
 Havainnot ovat riippumattomiaotoksien 1 ja 2 sisdlla.
* Havainnot ovat riippumattomia otoksien 1 ja 2 valilla.
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Varianssien vertailutesti

Nollahypoteesi ja vaihtoehtoiset hypoteesit

* Nollahypotees H,:
H,:s2=s.=s5"
 Vaihtoehtoinen hypotees H, :
H,:s/>s2l _ _ _ |

.y l-suuntaiset vahtoehtoiset hypoteesit
H, :S; <52g

H,:s/1 s’ 2-suuntainen vaihtoehtoinen hypotees
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Varianssien vertailutesti
Parametrien estimointi

e Olkoot

o 1g

X =—a Xy k=12
N iz

ja

2 1 2 7 \2

S a (Xic- X)*, k=12
nk'lizl

tavanomaiset harhattomat estimaattorit parametreille
EX)=m,1=1,2,...,n,k=12

ja
Va(X,)=s52,i=1,2,...,n,k=1,2
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Varianssien vertailutesti
Testisuure ja sen jakauma

e Maaritelaan F-testisuure
2
F=3

S
 Jos nollahypotees

H,:s2=s.=5"
patee, niin testisuure F noudattaa Fisherin F-jakaumaa
vapausastein (n, - 1) ja(n, - 1):

F F(n-1n,-1)
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Varianssien vertailutesti

Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:
Perustelu 1/4

« Oletetaan, ettatestin yleinen hypotees H ja nollahypotees H, patevat:
X X K, anl’ Xigs X K, Xn22 "
X, N(m,s?),i=12K,n
ij N(”Z,Sz), ] =1L2,K,n,

o Tdldin (ks. lukua Otokset ja otosjakaumat)

o X, - /7]62 2
Y: [ e C

& X, - 1736')2
Y, =g 2<% c?n,)
° Ja=.18 S a i

« KoskaY;” Y,,niin
Y,/
= F ’
v, in, (n,n,)
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Varianssien vertailutesti
Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:
Perustelu 2/4

« Koska odotusarvot m ja m ovat tuntemattomia, satunnal smuuttujan
v Yin,
Y, /In,
lauseke on testisuureena epaoperationaal inen.

« Korvataan satunnaismuuttujien Y; ja Y, lausekkeissa odotusarvot m ja
m vastaavilla otossuureilla

> _1g

Xe=—a Xy k=12

Kk 1=1
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Varianssien vertailutesti

Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:

Perustelu 3/4

o Saamme satunnaismuuttujat (ks. lukua Otokset ja otosjakaumat)

_ 2 81 o A
— (nl 3—)51 =q 3@(4 Xlg 62(nl _ 1)
S i=1 S 4]

_(nz' 1)522 — o ae\(jz' Xz
V2_ 2 —ag
S i=1 S

V

1

Cz(nz - 1)

SENeW

jossa
1 g -
o= A (X~ X)? k=12
n, - 1 i=1
e Lisaks satunnaismuuttujat V, ja V, ovat riippumattomia:
Vl N V2

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Varianssien vertailutesti
Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:
Perustelu 4/4

o Maéritelldan F-testisuure
- V(-1 _s
V,/(n,-1) s
« Jos nollahypoteesi H, patee, testisuure F noudattaa Fisherin F-
jakaumaa vapausastein (n, - 1) ja(n, - 1):
F F(n-1n,-1)
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Varianssien vertailutesti

Testi

Testisuureen
S
F==

normaaliarvo » 1, koska nollahypoteesin H,:s; =s? =s°
patiessa (jajos n, on kyllin suuri)
EFy="2"1 51
n,-3
Siten seka pienet etta suuret testisuureen F arvot sen
normaaliarvoon » 1 ndhden viittaavat siithen, etta

nollahypotees e pade.

Nollahypoteesi H, hylataan, jos testin p-arvo on kyllin
pieni.
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Varianssien vertailutesti

Testin hylkaysalueen maaraaminen 1/4

o Valitaan testin merkitsevyystasoksi a.
 Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
H,:s2>s’
niin kriittinen raja F, saadaan endosta
Pr(F3 F,)=a
jossa
F~F(n,- 1,n,- 1)
» Testin hylkaysalue on talloin muotoa
(Fg, +¥)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Varianssien vertailutesti

Testin hylkaysalueen maaraaminen 2/4

Valitaan testin merkitsevyystasoksi a.

Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
H,:s2<s’

niin kriittinen raja F,_ , saadaan ehdosta
Pr(FEF, )=a

jossa
F~F(n,- 1,n,- 1)

Testin hylkaysalue on tall6in muotoa
(0,Fy )

TKK
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Varianssien vertailutesti

Testin hylkaysalueen maaraaminen 3/4

o Valitaan testin merkitsevyystasoksi a.
 Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
H,:s/1s?
niin kriittiset rajat F,__, jaF,;, Saadaan ehdoista
Pr(FEF,__,)=al2
Pr(F3 F_,)=al2
jossa
F~F(n - 1,n,- 1)
» Testin hylkaysalue on tall6in muotoa
(0, Fy 2)E(Fap, +¥)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Varianssien vertailutesti

Testin hylkaysalueen maaraaminen 4/4

o Oletetaan, etta testin merkitsevyystasoks on valittu a.

o Testin hylkaysalueen maaraamista voidaan
havainnollistaa olevillakuvioilla.

H,:s’>s? H,:s’<s:
F(n,-1n,-1 F(n,-1n,-1 -1
a a
1- a 1- a

Fa Fl—a

— H

Hylkays- Hylkays- Hylkays- Hylkays-

alue alue alue alue
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Varianssien vertailutesti

Testin p-arvo 1/2

Olkoon F-testisuureen havaittu arvo F .

Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on 1-suuntainen, testin p-
arvon maaraamista voidaan havainnollistaa ala olevilla

kuvioilla
H,:s’>s? H,:s’<s:
F(n-1n,-1) F(n-1n,-1)
P
1-p 1-p
FO

Testin p-arvo=p

Testin p-arvo=p

TKK
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Varianssien vertailutesti

Testin p-arvo 2/2

» Olkoon vaihtoehtoinen hypotees 2-suuntainen:
H :s/ts’
o Talointestin p-arvoon
p=2" min{Pr(F 3 F,),Pr(F £ F,)}
jossa
F~F(n,- 1,n,- 1)
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Varianssien vertailutesti
Normaalisuusoletuksen merkitys

o Tassaesitetyn varianssien vertailutestin yleisessa
hypoteesissa ol etetaan, etta havainnot ovat molemmissa
otoksissa normaalijakautuneita.

e Testi on herkka poikkeamille normaalisuudesta jatesti &
toimi kovinkaan hyvin, jos havaintojen jakauma on vino tai
havaintojen joukossa on poikkeavia havaintoja.

o Talloin suuretkaan havaintojen lukumaérét eivat yleensa
paranna tilannetta.
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