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Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio
Muuttujien valiset riippuvuudet

tilastollisen tutkimuksen kohteena

Tietedlisen tutkimuksen tarkeimmat jamielen-
kiintoisimmat kysymykset liittyvat tavallisesti tutkimuksen
kohteena olevaa ilmi6téa kuvaavien muuttujien valisiin
riippuvuuksiin.

Jos tilastollisen tutkimuksen kohteena olevaan 1lmiGon
liittyy useampia kuin yksi muuttuja, yhden muuttujan
tilastolliset menetel méat antavat tavallisesti vain
rajoittuneen kuvan ilmiosta.

Sovellusten kannalta enka merkittavin osatilastotiedetta
kasittelee kahden tal useamman muuttujan valisten
riippuvuuksien kuvaamista ja mallintamista.
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Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio
Esimerkkeja riippuvuustarkasteluista

o Miten tyGttomyysaste Suomessa
(% tyOvoimasta) riippuu BKT:n
(bruttokansantuotteen) kasvu-
vauhdista Suomessa, Suomen
viennin volyymista sekda BKT:n
kasvuvauhdista muissa EU-
maissa ja USA:ssa?

* Miten akoholin kulutus
(I per capita vuodessa) riippuu
alkoholijuomien hintatasosta,
Ihmisten kaytettavissa olevista
tuloistaja alkoholin
saatavuudesta?

Miten todenndkisyys sairastua
keuhkosyopaan (p) riippuu
tupakoinnin méarasta ja
kestosta?

Miten vehnan hehtaarisato

(t/ha) riippuu kesan keskilampo-
tilasta ja sademadrasta seka maan
muokkauksesta, lannoituksestaja
tuholaisten torjunnasta?

Miten betonin lujuus (kg/cm?)
riippuu sen kuivumisaj asta?
Miten kemiallisen aineen saanto
(%) riippuu valmistusprosessissa
kaytettdvasta lampdtilasta?
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Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio
Eksakti vs tilastollinen riippuvuus

o Tarkastelemme tassa esityksessa yksinkertaisuuden vuoksi
padasiassa kahden muuttujan valista riippuvuutta:

(1) Muuttujien valinen riippuvuus on eksaktia,
jostoisen arvot voidaan ennustaa tarkasti toisen
saamien arvojen perustedlla.

(i) Muuttujien vainen riippuvuus on tilastollista,
josniiden vdlilla e ole eksaktia riippuvuutta, mutta
toisen muuttujan arvoja voidaan kayttaa apuna toisen
muuttujan arvojen ennustamisessa.
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Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio
Tilastollinen riippuvuus ja korrelaatio

o Kahden muuttujan valista (lineaarista) tilastollista
riippuvuutta kutsutaan til astoti eteessa taval li sesti
korrelaatioksl.

« Korrelaation eli (lineaarisen) tilastollisen riippuvuuden
voimakkuutta mittaavia tilastollisia tunnusl ukuja kutsutaan
korrelaatiokertoimiksi.

« Korrelaatiot muodostavat perustan muuttujien valisten
riippuvuuksien ymmartamiselle.
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Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio
Tilastollinen riippuvuus ja regressio

Vaikka korrelaatiot muodostavat perustan muuttujien
valisten riippuvuuksien ymmartamiselle, riippuvuuksia
hal utaan tavallisesti analysoida myds tarkemmin.
Regressioanalyysi on tilastollinen menetelma,
jossajonkin, ns. selitettavan muuttujan tilastollista
riippuvuutta joistakin toisista, ns. selittavista muuttujista
pyritéan mallintamaan regressomalliksi kutsutulla
tilastollisella mallilla; ks. lukua sohdatus regressioanalyysiin.
Huomautus.

Ta&ssa luvussa ragjoitutaan tarkastelemaan korrel aatioiden
estimointia ja testaamista.
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Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio
Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Kuten yhden muuttujan havaintoal nei stojen tapauksessa,
|ahtokohdan kahden tal useamman muuttujan havainto-
aineistojen kuvaamiselle muodostaa tutustuminen
havaintoarvojen jakaumaan.

Havaintoarvojen jakaumaa voidaan kuvailla ja esitella

tiivistamal & havaintoarvoihin sisdlityva informaatio

Sopivaan muotoon:

— Havaintoarvojen jakaumaa kokonaisuutena voidaan
kuvata sopivasti vaituilla graafisilla esityksilla.

— Havaintoarvojen jakauman karakteristisia
ominaisuuksia voidaan kuvata sopivasti valituilla
otostunnusluvuilla.

TKK
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Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio
Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen:

Graafiset menetelmat

« Koska useampi- kuin kaksiulotteisten kuvioiden
tekeminen e ole kaytannossa mahdollista, kolmen tai
useamman muuttujan havaintoai neistoja havainnollistetaan
tavallisesti niin, ettd muuttujia tarkastellaan pareittain.

e Kahden jarjestys-, valimatka- ta suhdeasteikoillisen
muuttujan havaittujen arvojen pareja havainnollistetaan
tavallisesti graafisella esitykselld, jota kutsutaan
pistediagrammiksi.

 Huomautus:

Monimuuttujamenetel missa on kehitetty myds sellaisia
tilastografiikan menetelmi4, joilla voidaan havainnollistaa
useampi- kuin kaks ulotteisia aineistoja.
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Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio
Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen:

Tunnusluvut

e Usean muuttujan havaintoaineistojen karakteristisia
ominaisuuksia voidaan kuvata muuttujakohtaisilla
otostunnusluvuilla.

e Muuttujakohtaiset otostunnusiuvut eivat kuitenkaan vo
antaa informaatiota muuttujien valisista riippuvuuksista.

e Muuttujien pareittaisia tilastollisia riippuvuuksia voidaan
kuvata sopivasti valitullakorrelaation mitalla.
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Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio
Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen:
Korrelaatio

o Tutkittavien muuttujien mitta-asteikolliset ominaisuudet
ohjaavat korrelaation mitan valintaa:

— Vdimatka- ja suhdeastelkollisille muuttujille
kaytetdan tavallisesti Pear sonin korrelaatiokerrointa.

— Jarjestysasteikollisille muuttujille kaytetéan
tavallisesti Spearmanin tai Kendallin jarjestys-
korrelaatiokerrointa.
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Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio
Testit korrelaatiolle

Satunnai smuuttujien valiseen korrelaatioon voidaan
kohdistaa erilaisiatilastollisia testgja.
Tarkastelemme téassa esityksessa seuraavia Pearsonin
korrelaatiokertoimelle sopiviatestg a

— Yhden otoksen testi korrelaatiokertoimelle

— Korrelaatiokertoimien vertailutesti

— Testi korreloimattomuudelle

Tarkastelemme tassa esityksessa seuraavia Spearmanin ja
Kendallin jarjestyskorrel aatiokertoimille sopiviatestg &

—  Testit korreloiomattomuudelle

TKK
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Tilastollinen riippuvuus ja korrelaatio

Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio

>> Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Jarjestyskorrelaatiokertoimet

TKK (c) likka Mellin (2006)

13



Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Pistediagrammi

o Tarkastellaan tilannetta, jossa tutkimuksen kohteina
olevista havaintoyksikoista on mitattu kahden jarjestys-,
valimatka- tal suhdeasteikollisen muuttujan x jay arvot.

e Muuttujien x jay arvojen samaan havaintoyksikkoon
liittyvien parien muodostamaa havaintoai nei stoa voidaan
kuvata graafisesti pistediagrammilla.

e Pistediagrammi sopii erityisesti kahden muuttujan valisen
riippuvuuden havainnollistamiseen.

o Pistediagrammi on keskeinen tydvaline korrelaatio- ja
regressioanal yysissa.
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Pistediagrammi:
Maaritelma

Olkoot X jay jarjestys-, valimatka- tal suhdeasteikollisia
muuttujia, joiden havaitut arvot ovat

Xq s Xo g ene 3 X,

Yi: Y2, o0 Y
Oletetaan lisdksi, etta havaintoarvot x jay, liittyvét
samaan havaintoyksikkoon kaikillei =1, 2, ... , n.
Havaintoarvojen X, , X, , ... , X jay;, Yo, --. , Y, parien
pistediagrammi saadaan esittamalla lukuparit

%,y),i=1,2 ...,n
pisteind avaruudessa  °.

TKK
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Pistediagrammi:
Havainnollistus

« Kuvio oikedlla esittéé lukuparien y
(%, Y)
ja
(%, )
maarittelemien pisteiden

esittamista tasokoordinaati stossa. (X
Yi [T ?

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Pi
1.

stediagrammi:
esimerkki = 1/2

Hooken lain mukaan
Kierrgjousen pituus riippuu

lineaarisesti jouseen ripustetusta

palnosta.

Oikealla on tulokset kokeesta,
jossa Hooken lain pétevyytta

Paino (kg) | Pituus (cm)
0 43.00
2 43.60
4 44.05
6 44.55
8 45.00
10 45.50

tutkittiin ripustamalla jouseen

6 erikokoista painoa.
Merkitaan:

(x,y),1=1,2,3,4,506

jossa
X = panol
y, = jousen pituus, kun
painonaon x;

TKK

(c) likka Mellin (2006)

17



Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Pistediagrammi:
1. esimerkki = 2/2

e P Stedlagramml olkealla Kierrejousen pituuden riippuvuus
hava nnollistaa koetuloksia jouseen ripustetusta painosta
. . 46.00
graafisesti. e | .
» Ovatko havainnot sopusoinnussa £ 4500 | .
Hooken lain kanssa? 2 sas0! .
 Vastausta tarkastellaan luvuissa 2 4400 ] >
Johdatus regressioanalyysiin ja 3 43.50 | .
Yhden selittdjan lineaarinen 4300
regressiomalli. 42.50

-2 0 2 4 6 8 10 12
Paino (kg)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Pistediagrammi:
2. esimerkki = 1/2

* Perinndllisyystieteen

Isien ja poikien pituudet

P * oo
. 0..' 223 g’.o,
Y * 8
o* o o .’0‘ ¢
- L ] . .Q
.

mukaan lapset perivat geneettiset 195
ominai suutensa vanhemmiltaan. 190
* Periytyykd isan pituus heidan g 18
pojilleen? g 180 -
« Havaintoaineisto koostuu g7
300:n isan ja heidan poikiensa o 170
pituuksien muodostamasta 165
|ukuparista o0 =

x,y),i=1,2,...,300

jossa
X =1san i pituus

y, =isan i pojan pituus

160 165 170 175 180 185 190

Isan pituus (cm)

» Ks. pistediagrammia oikealla.

TKK
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Pistediagrammi:

2. esimerkki = 2/2

* Yhtapitkillaisilla nayttaa olevan sien ja poikien pituudet
monen mittaisia poikia. 195 :

- Mutta: Lyhyillaisillangyttaa T
olevan keskiméarin lyhyempia g us Y A AN
poikia kuin pitkillaisillajapitkilla | £ :,,s‘i;;;:
isillanayttad olevan keskimadrin - | g | ¢
pitempia poikia kuin lyhyilla & 170 A
ElE! 165 .o

+ Tallaisten tilastollisten Vs 10 165 10 17 180 185 100
riippuvuuksien analysoimista Isén pituus (cm)
lineaaristen regressiomallien
avulla tarkastellaan luvuissa
Johdatus regressioanalyysiin ja
Yhden selittgjan lineaarinen
regressiomalli.
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Pi
3.

stediagrammi:
esimerkki = 1/2

Onko keuhkosyopa yleisempaa
sellaisissa maissa, joissa
tupakoidaan paljon?
Oikealla on tiedot savukkeiden
kulutuksesta ja keuhkosy6van
yleisyydesta 10:ss& maassa.
Havaintoaineisto koostuu 10:sta
|lukuparista

(XI 1yi)1i:1121 110
jossa

X = savukkeiden kulutus

maassai 1930

y, = sarastuvuus keuhko-
syOpddn maassai 1950

Savukkeiden Keuhkosyopa-
tapausten Ikm
Maa kulutus (kpl) per .
capita 1930 per 1 milj.
henkil6a 1950
Islanti 220 58
Norja 250 90
Ruotsi 310 115
Kanada 510 150
Tanska 380 165
Itavalta 455 170
Hollanti 460 245
Sveitsi 530 250
Suomi 1115 350
Englanti 1145 465

TKK
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Pistediagrammi:
3. esimerkki = 2/2

 Pistediagrammi oikealla Savukkeiden kulutus ja sairastuvuus
havainnollistaa savukkeiden 500 keuhkosydpaan l-
kulutuksen ja keuhkosy6vén
yleisyyden vélista yhteytta. 8 2 + Suomi
+ Sairastuvuus keuhkosySpaan ; > R
ndyttaa ol evan keskimaarin S5 o mgagla,
korkeampaa sellai sissa maissa, 23 0o , fuots
joissa savukkeiden kulutus on < * slant
ol lut keskimaaraista suurempaa. i 0 200 400 600 800 1000 1200 1400
» Tallaisten tilastollisten > per capita 1930

riippuvuuksien analysoimista
lineaaristen regressiomallien
avullatarkastellaan luvussa
Yhden selittdjan lineaarinen
regressiomalli.
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Pistediagrammi:
4, esimerkki = 1/2

* Kokeessatutkittiin betonin Betonin vetolujuuden riippuvuus
vetolujuuden riippuvuutta betonin 50.0 kuivumisajasta
Kuivumisgj asta. ,

e Havaintoaineisto koostuu 21:sté o0 ; X
Iukuparista g 300 | ¢

x,y),1=1,2,...,21 _‘gzo.o .
jossa g \
X = betoniharkon i 10.0
kuivumisaika o | - |
Yi = betoniharkon i ° °  Kaivamisaika (vr2|?) =
vetolujuus

» Ks. pistediagrammia oikealla.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Pistediagrammi:

4. esimerkki = 2/2

e Vetol Uj uus nayttaa i ppuvan Betonin vetolujuuden riippuvuus
kuivumisgjasta epalineaarisesti. 50.0 kulvumisajasta

o Tassa tapauksessa muuttujien :
valinen epalineaarinen riippuvuus | < . i s
voidaan kuitenkin linearisoida; g 00| ¢
ks. lukua Johdatus regressio- g .
analyysiin. § 200

e Linearisoinnin jalkeen " 100}
riippuvuutta voidaan analysoida
lineaaristen regressiomallien Tt 1 % o e
a.VUI I a Kuivumisaika (vrk)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Aikasarjadiagrammi:
Maaritelma 1/2

o Oletetaan, etta jarjestys-, valimatka- tai suhdeasteikollisen
muuttujan x havaitut arvot
Xq s Xo g ene 3 X,
muodostavat aikasarjan.
o Talatarkoitetaan sitg, etta havaintoarvot on indeksoitu
niin, etta indeksit viittaavat perakkaisiin ganhetkiin,
jolloin havainnot ovat aikajarjestyksessa.
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Aikasarjadiagrammi:
Maaritelma 2/2

« Aikasarjadiagrammi on pistediagrammi, jossa lukuparit
(t,x),t=1,2,...,n
esitetdan pistelnd avaruudessa
o Tavallisesti perakkaisiin ajanhetkiin liittyvat pisteet
(t—1,%x,).(t,x),t=2,3,...,n
yhdistetaan aikasarjadiagrammissa toisiinsa janoilla.

2

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Aikasarjadigarammi:

Havainnollistus
* Kuvio oikealla esittéé aikasarjan . @)
X,t=1,2,...,n N
perdkka sten havaintoarvojen
X1 Xs X

maéarittelemien pisteiden _ )
es ttami sta tasok oordi naati stossa. !

t-1 t t+1
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Aikasarjadiagrammi:
Esimerkki

» Aikasarjadiagrammi oikealla

esittaa eraan tukkukaupan kk- 300

myynnin arvon vaihtelua.

 Havantoainesto koostuu 144:sta
|lukuparista

(t,x)

Myynti (indeksi)

250

- L AM

Myynti 1970/1-1981/12

- L e

t = aka(1970/1-1981/12)
X, = kk-myynnin arvoa

100 T T T T T T T T T T T T
1970 1972 1974 1976 1978 1980 1982

“/\NVWUUVV

kuvaava indeks
(1960/1 = 100)

* Huomaa, etta kk-myynnissa on
ollut nouseva trendi ja selvaa
kausivai htelua.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Tunnusluvut

Kahden valimatka- tai suhdeasteikollisen muuttujan
havaintoarvojen parien muodostamaa jakaumaa voi daan
karakterisoida seuraavilla tunnusluvuilla:

Havaintoarvojen keskiméaaraista sijaintia kuvataan
aritmeettisilla keskiarvoilla.

Havaintoarvojen hajaantunei suutta tal
keskittynei syytta kuvataan keskihajonnoilla tai
(otos-) varianssellla.

Havaintoarvojen (lineaarista) riippuvuutta kuvataan
otoskovarianssilla jaotoskorrelaatiokertoimella.

TKK
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Havainnot
e Olkoot
Xqy Xoy wen y Xo
ja
Vi Yos ooy Yo

valimatka- tal suhdeasteikollisten muuttujien x jay
havaittujaarvoja.

o Oletetaan lisaksl, etta havaintoarvot x; jay; liittyvét

samaan havaintoyksikkoon i kaikillei =1, 2, ..., n.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Aritmeettiset keskiarvot:

Maaritelmat
e Havantoarvojenx,, X, , ... , X, aritmeettinen keskiarvo

on

+ X +L_+
a X = 4T X
n

. HavalntoarVOJen Yi.Y,, .-, Y, aritmeettinen keskiarvo

on

y=—ay=

13 y1+y2+|—+yn
n .- n

TKK
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Aritmeettiset keskiarvot:
Tulkinnat

e Havaintoarvojen pareista

%,¥),i=1,2, ...,n
|laskettujen aritmeettisten keskiarvojen X jay muodostama
lukupari

(X,y)
on havaintoarvojen parien muodostamien pisteiden
painopiste.
e Havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo kuvaa havainto-
arvojen keskimaaraista sijaintia.
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Varianssit:
Maaritelmat
e Havantoarvojenx,, X,, ..., X, (otos-) varianss on
1 o 2
Sy —— - X
jossax on x-havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo.
e Havantoarvojeny,,Vy,, ..., Y, (otos) varianss on

1 ¢ 2
§=——aly-vy
y n_lia:i( )

jossay on y-havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo.

e Havaintoarvojen varianssi mittaa havaintoarvojen
hajaantuneisuutta tai keskittynei syytta havaintoarvojen
aritmeettisen keskiarvon suhteen.
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Keskihajonnat:
Maaritelmat

e Havantoarvojenx,, X, , ... , X, keskihajonta on
1 o \2
= .= X
S, \/ L) (% - )
jossa X on x-havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo.
e Havantoarvojeny,,Vy,, ..., Y, keskihajonta on
1 ¢ N2
S, = -
A ey
jossay on y-havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo.

« Havaintoarvojen keskihajonta mittaa havaintoarvojen
hajaantuneisuutta tai keskittyneisyytta havaintoarvojen
aritmeettisen keskiarvon suhteen.
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Otoskovarianssi:
Maaritelma

e Havantoarvojen pareista(x ,Vy;) ,1 =1, 2, ..., nlaskettu
otoskovarianss on

1 o =
Sy=——-a (%-X)(%-)
jossa
X = X-havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo

y = y-havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo

 Huomaa, etta x- jay-havaintoarvojen otoskovarianssit

niiden itsensa kanssa ovat niiden varianssg a:
2

S =

_ 2
Syy_Sy
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Otoskovarianssi:
Merkin maaraytyminen 1/4

Otoskovarianssin S,y mer kin maaraa summal auseke

(D ax-x0-y)
Summalausekkeen (1) i. termin

(% - XY -Y)
Itselsarvo
% - x|yi-y
on sellaisen suorakaiteen pinta-ala, jonka sivujen pituudet ovat
% - X
ja
Y-V

TKK
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Otoskovarianssi:
Merkin maaraytyminen 2/4

o Summalausekkeen (1) i. termin

(% - X)(Y; - ¥)
merkki maaraytyy seuraavallatavalla:
] Cvsn LIOSXE XAy *y
AT Fisx exjay £y
. s o _
(x- Xy - Y)EO [0 XIANEY
Josx £Xjay, ®y
o Merkin méaraytymista voidaan havainnollistaa geometrisesti
seuraavallatavalla (ks. kuviota seuraavalla kalvolla):
(i) Jaetaan xy-taso neljaan osaan €li neljannekseen pisteen (X, )
kautta piirretyilla koordinaattiakseleiden suuntaisilla suorilla.
(i) Termin (x - X)(y; - Y) merkin maaraa se, mihin neljannekseen
havaintopiste (X , y; ) Sijoittuu.
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Otoskovarianssi:
Merkin maaraytyminen 3/4

(5-X)(¥, - y)£0 5= X)(¥,-y)® 0
7D it R (% %)
i (X, 7)
4
(X, ;) oo L%, )
(% - X)(¥;-¥)* 0 (% - X)(¥;- Y)£O

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Otoskovarianssi:

Merkin maaraytyminen 4/4

Jos positiiviset termit summal ausekkeeseen

(D ax-x0-y)

tuottavien suorakaiteiden yhteenlaskettu pinta-ala on suurempi
(pienempi) kuin negatiiviset termit tuottavien suorakaiteiden yhteen-
laskettu pinta-ala, otoskovarianssin s, merkki on positiivinen
(negatiivinen).

Siten otoskovarianssilla on taipumus saada positiivisia (negatiivisia)
arvoj a, jos havaintopisteiden muodostama pistepilvi tai -parvi nayttaa
nousevalta (laskevalta) oikealle mentaessa; ks. pistediagrammin
Ilmeen ja Pearsonin otoskorrel aatiokertoimen yhteytta kuvaavia

havai nnollistuksia tassa kappal eessa.
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Otoskovarianssi:
Tulkinta

Havaintoarvojen pareista(x ,vy) ,1=1,2, ... ,n
laskettu otoskovarianss s,, mittaa x- jay-havaintoarvojen
yhteisvaihtelua niiden aritmeettisten keskiarvojen

ymparilla

Mita suurempi on otoskovarianssin s, itseisarvo
[Syl

sita voimakkaampaa on x- ja y-havaintoarvojen

yhteisvaihtel u.
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Otoskovarianssi ja
Pearsonin otoskorrelaatiokerroin

Otoskovarianssin s,, avullavoidaan maaritellax- jay-
havaintoarvojen lineaarisen tilastollisen riippuvuuden
voimakkuuden mittari, jota kutsutaan Pear sonin
otoskorrelaatiokertoimeks.

Pearsonin otoskorrelaatiokerroin r,,, saadaan otos-
kovarianssista s,, normeerausoperaatiolla, jossa x- jay-
havaintoarvojen otoskovarianssi s, jaetaan x- jay-
havaintoarvojen keskihajonnoillas, jas, .

TKK
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Pearsonin otoskorrelaatiokerroin:
Maaritelma 1/2

e Havantoarvojen pareista(x ,Vy;) ,1 =1, 2, ..., nlaskettu
Pear sonin otoskorrelaatiokerroin on

jossa
S,y = X~ Jay-havaintoarvojen otoskovarianss
S, = X-havaintoarvojen keskihajonta
S, = Y-havaintoarvojen keskihajonta
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Pearsonin otoskorrelaatiokerroin:
Maaritelma 2/2

e Havantoarvojen pareista(x ,Vy;) ,1 =1, 2, ..., nlaskettu

Pear sonin otoskorrelaatiokerroin voidaan kirjoittaa myos

muotoon
a (% - x)(%-y)
r)(y = n = n
J& 0 % & - 9
jossa

X = X-havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo
y = y-havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Pearsonin otoskorrelaatiokerroin:
Ominaisuuksia

Havaintoarvojen pareista(x , V) ,1 =1, 2, ... , nlasketulla
Pear sonin otoskorrelaatiokertoimela r,, ON Seuraavat
ominai suudet:

(i) -1Er £+1
(i1) ry =%1,]josjavan jos
y, =a + bx
jossaa jab ovat readisiavakiotaja bt O.

()  Korrelaatiokertoimellar,, jakovarianssillas,,
on aina sama merkki.
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Pearsonin otoskorrelaatiokerroin:
Tulkinta

Havaintoarvojen pareista(x ,vy) ,1=1,2, ... ,n

|askettu Pearsonin otoskorrelaatiokerroin r,, mittaa x- ja
y-havaintoarvojen lineaarisen tilastollisen riippuvuuden
vol makkuutta.

Josr,, = %1, niin x- Jay-havaintoarvojen vailla on eksakii
eli funktionaalinen lineaarinen riippuvuus, mika merkitsee
Sitg, etta kaikki havaintopisteet (x; , y;) asettuvat samalle
suoralle.

Josr,, = 0, niin x- jay-havaintoarvojen valilla el voi olla
eksaktia lineaarista riippuvuutta.

Vakkar,, =0, x- Jay-havaintoarvojen valilla saattaa silti
olla jopa eksakti epalineaarinen riippuvuus.
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(c) likka Mellin (2006) 45



Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Pearsonin otoskorrelaatiokerroin:

Havainnollistus

o Kuviot alla havainnollistavat kahden muuttujan havaittujen arvojen
(n = 30) pistediagrammin ilmeen ja korrelaation valista yhteytta

ry=08L . ||||r, =062 |||y =048 .
. .o.‘::. o o ::: P o .. 0:.. ..Oo
* °:. ) .o °: ..o .°. .ss\
—_ - - ) ° ) - .-
ry=-043 . ry=-0.83 . My =-1
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Tunnuslukujen laskeminen 1/4

o Oletetaan, etta haluamme laskea havaintoarvojen pareista
(X,y),1=1,2,...,n
seuraavat otostunnusluvut kasin tal kayttamallalaskinta:
(1) Aritmeettiset keskiarvot: X , y
(ii) Varianssit: s}, s
(1) Keskihajonnat: s, , S,
(lv) Kovarianssi: s,
(v) Korrelaaatio: r

« Talloin tarvittavat laskutoimitukset on mukavinta jarjestaa
seuraavalla kalvolla esitettavan kaavion muotoon.
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Tunnuslukujen laskeminen 2/4

o Maardtdan ensin havaintoarvojen summat, neliosummat ja
tulosumma:

i x |y | X | Y | xy

1 2 I S I VA A2

2 % | Yol % | Y2 | %Y

\ I I I I I

n | Yo | X | Ya | XV
Summa élx c_’"ilyi élxz élyf élw
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Tunnuslukujen laskeminen 3/4

e Havaintoarvojen aritmeettiset keskiarvot, varianssit ja
kovarianss saadaan havaintoarvojen summista, nelio-
summista ja tulosummasta alla esitetyilla kaavoilla:

14 , 1 & 18 00
=-q X S - = -

ngx ¥ nlax gax g

14 , 1 & 1l 60
- : S = - = .
y ne.l)’. y nlay. gay.._

072
=180 %) g2 Y

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Tunnuslukujen laskeminen 4/4

e Havaintoarvojen keskihajonnat ja Pearsonin otos-
korrelaatiokerroin saadaan havaintoarvojen variansseista
jakovarianssista alla esitetyilla kaavoilla

S, =4S
S, =4/S
rxy

Sy
S

X
2
y

Sy

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Tunnuslukujen laskeminen:

Havainnollistava esimerkki 1/5

 Taulukossaoikeallaon

| X y
keinotekoisen kahden muuttujan 1 1 2.5
aineiston havaintoarvot (n = 6). 2 > s

* Aineistoakuvaava 4 6 5
pistediagrammi on oikealla > . L
alhaalla

Pistediagrammi

10

8 2

2
6 2
> L 2

4 .

L 4
L 2
2 .
0 ‘
0 2 4 6 8 10

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Tunnuslukujen laskeminen:

Havainnollistava esimerkki 2/5

» Allaolevassa taulukossa on laskettu muuttujien X jay havaittujen
arvojen summat, neliosummat ja tulosumma.

[ X y X © y* Xy
1 1 2.5 1 6.25 2.5
2 3 3 9 9 9
3 4 6 16 36 24
4 6 5 36 25 30
5 7 7.5 49 56.25 52.5
6 8 8 64 64 64
Summa 29 32 175 196.5 182

* Muuttujien x jay havaittujen arvojen aritmeettiset keskiarvot,
otosvarianssit, keskihajonnat, otoskovarianss ja otoskorrelaatio
voidaan laskea naista viidestd summasta; ks. seuraavaa kalvoa.
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Tunnuslukujen laskeminen:

Havainnollistava esimerkki 3/5

o Keskiarvot, otosvarianssit ja otoskovarianssi:
1

x:léxzé' 29=4.833
n O .

s? = ax -lg’éxg__ 1@75-%' 292%:6.967

14 1,
y=-3 y =-"32=5333

nia;ly' 6

1 & a0 OO 1 1. o)
2 = 2_ = H06.5- =  3229=5167
Y n- ga y| 8a y|. T 18 6 .

o0 1 a?_
= o= 82- 1 29" 3290

S nlga”' 8 a%ay'mes 1€ 6 5

=5.467
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Tunnuslukujen laskeminen:

Havainnollistava esimerkki 4/5

» Otoskeskihajonnat ja otoskorrel aatio:
s, =+/s2 =/6.967 = 2.639
s, = /s =+/5.167 =2.273

S, 5467

Fy = — = =0.9112
ss, 2639 2273

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Tunnuslukujen laskeminen:
Havainnollistava esimerkki 5/5

» Kuvioon oikealla on lisétty havainto-
pisteiden painopiste
(X,¥) =(4.833,5.333)
o Lisdks kuvioon on piirretty painopisteen
kautta kulkevat koordinaattiakseleiden
suuntaiset suorat seka kovarianssin ja

korrelaation merkin maaraytymista
havainnollistavat suorakaiteet.

o Kovarianss (jasiten my0ds korrel aatio)

on positiivinen, koskal jalll neljanneksen
suorakaiteiden yhteenlaskettu pinta-ala on
suurempi kuin Il jalV neljanneksen suora-

kaiteiden yhteenlaskettu pinta-ala; ks.
tassa kappal eessa esitettya selitysta
Kovarianssin merkin madraytymisesta.

Pistediagrammi

10

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Tilastollinen riippuvuus ja korrelaatio

Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio
Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
>> Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus

Jarjestyskorrelaatiokertoimet

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Korrelaation estimointi ja testaus

Tarkastellaan valimatka- tai suhdeasteikollisten
satunnaismuuttujien X ja'Y Pearsonin (tulomomentti-)
korrelaatiokertoimen r ., estimointia seka seuraavia
testegja korrelaatiokertoimelle r :

— Yhden otoksen testi korrelaatiokertoimelle

— Korrdaatiokertoimien vertailutesti

— Korrdoimattomuuden testaaminen

L i1sétietoja moniul ottel sista satunnaismuuttujista ja
jakaumista: Ks. monisteen Todennikasisyyslaskenta lukuja

Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja jakaumat jaMoniqutteisia

jakaumia.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus

Satunnaismuuttujien kovarianssi ja korrelaatio 1/2

e Olkoon
(X,Y)
satunnaismuuttujien X ja'Y muodostama jarjestetty pari.
e Olkoot
m, = E(X)
m = E(Y)
satunnaismuuttujien X ja'Y odotusarvot ja
sy =Va(X) =D*(X) =E[(X - m)’]
Sy =Va(Y)=D*(Y) =E[(Y- m)]
satunnaismuuttujien X ja'Y varianssit.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus

Satunnaismuuttujien kovarianssi ja korrelaatio 2/2

o Maaritelldan satunnaismuuttujien X jaY kovarianss S,y
kaavalla

Sy = Cov(X,Y) =E[(X - m)(Y- m)]
» Maaritelldan satunnaismuuttujien X jaY korrelaatio r.
kaavalla

I =Cor(X,Y) = > x¥
SXSY

jossa

s, =D(X)=y/s?
sy =D(Y)=ys?

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Satunnaismuuttujien korrelaatio

Satunnaismuuttujien X ja'Y korrelaatiota

I = Cor(X,Y)
kutsutaan tavallisesti Pear sonin (tulomomentti-)
korrelaatiokertoimeksi.

Pearsonin korrelaatiokerroin r, mittaa
satunnaismuuttujien X ja'yY lineaarisen riippuvuuden
vol makkuutta.

TKK
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus

Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi 1/3

Oletetaan, etta satunnaismuuttujien X ja’Y muodostama
jarjestetty pari (X, Y) noudattaa 2-ul otteista normaali-
jakaumaa N,(m, M, Sy?, S\, I'yy), j0SSa

m, =E(X) m = E(Y)
s2 =Var(X) sé=Val(Y)
I =Cor(X,Y)

Olkoon

(X.,Y),i=14,2,K,n
riippumaton satunnai sotos satunnaismuuttujien X ja’Y
muodostaman parin (X, Y) jakaumasta.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi 2/3

e Olkoot
14 14
X=="3 X Y==3Y
1 o _ 1 & _
S X, - X)?  s;= - Y)?
X n_lia:.(| ) SY n'].,a:i(l )
1 o _ -
S = X - XY -Y
XY n_lla:.(| )(| )
rXY:SXY
Sy Sy

tavanomaiset havaintoarvojen pareista (X.,Y,) ,i1 =1,2,K,n
lasketut otostunnusluvut.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus

Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi 3/3

e Satunnaismuuttujien X ja'Y Pearsonin (tulomomentti-)
korrelaatiokerroin

I =Cor(X,Y) = > x
SXSY

voidaan estimoida vastaavalla Pear sonin otoskorrel aatio-
kertoimella

— Sxy
Sx Sy

e Huomautus:

Estimaattori r. voidaan johtaa seka momenttimenetelmalla etta
suurimman uskottavuuden menetelmalla.

rXY
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Fisherin z-muunnos

Maaritellaan Fisherin z-muunnos kaavalla

7= f(U) ——|og§'+l‘j°

Soveltamalla Fisherin z-zmuunnosta luottamusvalit ja
testit Pearsonin tulomomenttikorrelaatiokertoimelle
I Voidaan konstruoida samanlaisella tekniikalla kuin
luottamusvalit jatestit konstruoidaan normaalijakauman
odotusarvolle; ks. lukuja valiestimointi ja Testit suhde-

asteikollisille muuttujille.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Luottamusvali Pearsonin korrelaatiokertoimelle:

Oletukset

Oletetaan, etta satunnaismuuttujien X ja’Y muodostama
jarjestetty pari (X, Y) noudattaa 2-ul otteista normaali-
jakaumaa N,(m, M, Sy?, S\, I'yy), j0SSa

m, =E(X) m = E(Y)
s2 =Var(X) sé=Val(Y)
I =Cor(X,Y)

Olkoon

(X.,Y),i=14,2,K,n
riippumaton satunnaisotos satunnaismuuttujien Xja'Y
muodostaman parin (X, Y) jakaumasta.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Luottamusvali Pearsonin korrelaatiokertoimelle:
Parametrien estimointi

e Estimoidaan 2-ulottelsen normaalijakauman parametrit
tavanomaisilla estimaattorellaan:

14 _ 14
X=—a X Y=—aY
1 d - 1 & _
S% = X - X)? = - Y)?
X n'lia:i(l ) SY n'].,a:i(l )
1 o - -
S\ = X - X)Y-Y
XY n_lla:.(| )(| )
rXY:SXY
Sx Sy
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus

Luottamusvali Pearsonin korrelaatiokertoimelle:
Fisherin z-muunnos 1/2

Sovelletaan Fisherin zzmuunnosta z = f (u) otoskorre aatio-
kertoimeen ry :
aa+ rxY

z=f(ry) == Ioggl , @
XY

V oidaan osoittaa, ettd satunnai smuuttuja z noudattaa
suurissa otoksissa approksimatiivisesti normaalijakaumaa:

z ,N(m,s;)
jossa
+ o .
nz=3l09<a}a T D ja s7=—
2 &l-ry g n-3

Approksimaatio on kaytannossariittavan hyva,
Kunn> 25,
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus

Luottamusvali Pearsonin korrelaatiokertoimelle:
Fisherin z-muunnos 2/2

Pearsonin korrelaatiokertoimelle r . voidaan konstruoida
approksimatiivinen luottamusvali Fisherin z-muunnoksen
avulla

Olkoon
+ o .
nz:lmgge' rXY+ ja SZZZL
2 &l-ry g n-3
Talloin standardoitu satunnai smuuttuja
v=2""1

S V4
noudattaa suurissa otoksi ssa approksimatiivisesti

standardoitua normaalijakaumaa N(0,1):
v . N(0,1)
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Luottamusvali Pearsonin korrelaatiokertoimelle:

Luottamustaso

o Maardtaan approksimatiivinen luottamusvali Pear sonin
korrelaatiokertoimelle ry., .

e Valitaan luottamustasoks
1- a
« Luottamustason valinta kiinnittda todennakdisyyden, jolla

konstruoitava luottamusvali peittda korrel aatiokertoimen
I' v OlKean arvon.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Luottamusvali Pearsonin korrelaatiokertoimelle:

Luottamuskertoimet 1/2

e Olkoon luottamustasona (1 - a).

o Valitaan luottamuskerroin €li piste
+Za/2 _
siten, etta se erottaa standardoidun normaalijakauman
N(O, 1) oikealle hannalle todennakdisyysmassan a/2.

« Koskanormaalijakaumaon symmetrinen, luottamus-
kerroin eli piste

"~ “al2
erottaa standardoidun normaalijakauman vasemmalle

hannalle todennakadi syysmassan a/2.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Luottamusvali Pearsonin korrelaatiokertoimelle:
Luottamuskertoimet 2/2

» Siten luottamuskertoimet +z,, ja—z_,, valitaan siten, etta
PH(2° +2,,) =

Pr(zE-z,,) :%
J0ssa satunnal smuuttuja z noudattaa standardoitua
normaalijakaumaa:
z N(0,1
 Huomaa, etta
Pr(-z,,£EzE+z,,,)=1-a

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus

Luottamusvali Pearsonin korrelaatiokertoimelle:

Parametrin m luottamusvali 1/2

e Parametrin

approksimatiivinen luottamusvali luottamustasolla
(1- a)on edella&sitetyn nojalla muotoa

1 ¢
Z,, e
& 2 In-3’ /Zx/n— 3¢

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus

Luottamusvali Pearsonin korrelaatiokertoimelle:

Parametrin m luottamusvali 2/2

e Parametrin m approksi matiivisen luottamusvalin

QZF Fsg

kaavassa

aa+ rxY

gl My @
n = havaintojen lukumaara

- 2,0, 2, = luottamustasoon (1 - a) liittyvat
|uottamuskertoimet standardoidusta
normaalijakaumasta N(0O, 1)

z=1(ry) = Iog

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Luottamusvali Pearsonin korrelaatiokertoimelle:

Parametrin m luottamusvalin tulkinta

Parametrin m approksi matiivisen luottamusvalin

1 ¢
Z, .
& \/n— /zx/n— 3¢

konstruktiosta seuraa, etta

Praez ——Em£Ez+z , =, 1-a
5 \/ 3 & \/ 3@

Siten konstruoitu luottamusvali peittaa parametrin 13
oikean arvon approks matiivisesti todennakdisyydella
(1- a)jased peita parametrin m oikeata arvoa
approksimatiivisesti todennakoisyydella a.

TKK
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Luottamusvali Pearsonin korrelaatiokertoimelle:

Korrelaatiokertoimen r, luottamusvali 1/2

» Pearsonin korrelaatiokertoimen r ., approksimatiivinen
luottamusvali saadaan parametrin m luottamusvdlista
ratkaisemalla r ., epayhtél oketjusta

1 1 1+r1, 1
Z- 2, =_log - Ly
n- 3 2 l_ rXY n- 3
+
£n;:1|og1 v
Y
1 1 1+r 1
£z+2z = X +7
a2 723 2 gl- » al2 [
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Luottamusvali Pearsonin korrelaatiokertoimelle:

Korrelaatiokertoimen r,, luottamusvali 2/2

» Pearsonin korrelaatiokertoimen r.
approksimatiiviseks luottamusvaliks saadaan

(Ib, ub)
jossa
B (1+ rXY)' (1' rxv)exp('l'zza/z/\'n' 3)
C@+r,) + (- ry)exp(+2z,,,/Vn- 3)

on luottamusvdlin alaraja ja

(1+ rXY)' (1' rxv)exp(' Zzalz/Vn' 3)
(1+ rxv)'l'(l' rXY)exp(— ZZa,z/vn- 3)

on luottamusvélin ylaraja.

Ib

ub =
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Luottamusvali Pearsonin korrelaatiokertoimelle:

Korrelaatiokertoimen r, luottamusvalin tulkinta

 Pearsonin korrelaatiokertoimen r . approksimatiivisen
luottamusvalin

(b, ub)
konstruktiosta seuraa, etta

Pr(lbEr,, £ub)=,1-a

o Siten konstruoitu luottamusvali peittaa korrelaatio-

kertoimen r . oikean arvon approksimatiivisesti toden-
nakoisyydella (1 - a) jase e peita korrelaatiokertoimen
I« Olkeata arvoa approksimatiivisesti todennakoisyydella
a.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus

Yhden otoksen testi korrelaatiokertoimelle:
Testausasetelma

» Tarkastellaan yhden otoksen testia Pearsonin
korrelaatiokertoimelle.

* Fisherin zmuunnoksen avullatesti voidaan pukea
tavanomai sen t-testin muotoon.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus

Yhden otoksen testi korrelaatiokertoimelle:
Yleinen hypoteesi

* Yleinen hypotees H :
(1) Oletetaan, etta satunnaismuuttujien X jaY

muodostama jarjestetty pari (X, Y) noudattaa 2-
ulotteista normaalijakaumaa, jonka parametrit ovat

m, = E(X) m = E(Y)
s2 =Var(X) sé=Val(Y)
I =Cor(X,Y)

(ii) Olkoon

(X.,Y),i=14,2,K,n
riippumaton satunnaisotos satunnaismuuttujien Xja'Y
muodostaman parin (X, Y) jakaumasta.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Yhden otoksen testi korrelaatiokertoimelle:

Nollahypoteesi ja vaihtoehtoinen hypoteesi

* Nollahypotees H,:
Ho:ry =7,

 Vaihtoehtoinen hypotees H, :
Hyiryy > 100
Hoiry < rog

H,:r.,t r, 2-suuntainen vaihtoehtoinen hypotees

1-suuntaiset vaihtoehtoiset hypoteesit
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Yhden otoksen testi korrelaatiokertoimelle:

Parametrien estimointi

e Estimoidaan 2-ulottelsen normaalijakauman parametrit
tavanomaisilla estimaattorellaan:

14 _ 14
X="9 X Y="3Y
1 d - 1 & _
2 = X - X)? &= - Y)?
X n'lia:i(l ) SY n'].,a:i(l )
1 d _ _
S\ = X - X)Y-Y
XY n_lla:.(| )(| )
rXY:SXY
Sx Sy
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Yhden otoksen testi korrelaatiokertoimelle:

Fisherin z-muunnos 1/2

o Sovelletaan Fisherin zmuunnosta z = f (u) otoskorre aatio-
kertoimeen ry :
aa+ rxY

z=f(ry) == Ioggl , @
XY

e Satunnalismuuttuja z noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti normaalijakaumaa:

z ,N(m,s;)
jossa
+ o .
nz=3l09<a}a T D ja s7=—
2 &l-ry g n-3

o Approksimaatio on riittdvan hyva, kun n > 25.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus

Yhden otoksen testi korrelaatiokertoimelle:
Fisherin z-muunnos 2/2

Testi nollahypoteesille

HO T XY =r 0
voidaan perustaa Fisherin z-muunnoksen kayttoon.
Jos nollahypotees H, péatee,

a+r, 0
E(2) ——Ioggl_ = nf

Siten satunnai smuuttuj a
_z-m
S Z
noudattaa nollahypoteesin H, patiessa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti standardoitua normaalijakaumaa.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Yhden otoksen testi korrelaatiokertoimelle:

Testisuure ja sen jakauma

e Mairitelldan testisuure

1 a&+rXYo_1I &+r,0

81 rxvﬂ 2 gl ro@
1
n- 3

 Jos nollahypotees
Ho:ry =1,
patee, testisuure v noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti standardoitua normaalijakaumaa:

v . N(0,1)
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus

Yhden otoksen testi korrelaatiokertoimelle:
Testi

e Testisuureen v normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin
H,:r,, =r,patiessa
E(v)=0
e Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen v arvot viittaavat
siihen, etta nollahypoteesi H, el pade.
* Nollahypoteesi H, hylataan, jostestin p-arvo on kyllin
pieni.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Korrelaatiokertoimien vertailutesti:

Testausasetelma

o Tarkastellaan vertailutestia Pearsonin korrelaatio-
kertoimille,

* Fisherin zmuunnoksen avullatesti voidaan pukea

tavanomaisen riippumattomien otosten t-testin muotoon.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Korrelaatiokertoimien vertailutesti:

Hypoteesit

* Yleinen hypotees H :

Oletetaan, etta kaytdssa on kaksl toisistaan riippumatonta
yksinkertai sta satunnai sotosta perusjoukoista, jotka
noudattavat 2-ulotteisia normaalijakaumia, joiden
korrelaatiokertoimet ovat r, jar, .

* Nollahypotees H,:
Ho:r{=r,=rg,
 Vaihtoehtoinen hypotees H; :
Hoir,>r,i
H :r, < rzg
H,:r,* r, 2-suuntainen vaihtoenhtoinen hypotees

1-suuntaiset vaihtoehtoiset hypoteesit
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Korrelaatiokertoimien vertailutesti:

Parametrien estimointi

o Olkoot
ngjan,
otoskoot otoksistal ja2.
o Olkoot
ryjar,
otoksista l ja 2 lasketut Pearsonin otoskorrelaatio-
kertoimet.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus

Korrelaatiokertoimien vertailutesti:
Fisherin z-muunnokset

Olkoon

z =f(r)==> Iog?”o

- le

Fisherin z-muunnos otoksesta k |asketulle otoskorrel aatio-
kertoimeller, , k=1, 2.

Jos nollahypotees H, : ry = r, = r 4 patee,
satunnalsmuuttuja z, , k = 1, 2 noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti normaalijakaumaa N(77,s 7), jossa

+r,0 .
nf="loge 0l ja s
2 &l-r,g n -3

Approksimaatio on riittavan hyva, kun n, > 25 jan, > 25.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Korrelaatiokertoimien vertailutesti:

Testisuure ja sen jakauma 1/2

» Koska satunnaismuuttujat z;, jaz, ovat riippumattomia,
satunnal smuuttuja

2- 2,

1 1
+
\/nl-B n,- 3

noudattaa nollahypoteesin H, : r, = r, = r, patiessa
suurissa otoksissa approksimatiivisesti standardoitua
normaalijakaumaa:

v~_ N(0,1)

V=

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus

Korrelaatiokertoimien vertailutesti:
Testisuure ja sen jakauma 2/2

e Mairitelldan testisuure

1I aa+r, o_ 1I a+r, o

0g
2815 2 8-

1 1
+
n-3 n,-3

 Jos nollahypotees
Ho:r{=r,=rg,
patee, testisuure v noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti standardoitua normaalijakaumaa:

v . N(0,1)

V=
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Korrelaatiokertoimien vertailutesti:

Testi

e Testisuureen v normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin
Hy:r,=r,=r,patiessa
E(v)=0
e Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen v arvot viittaavat
siihen, etta nollahypoteesi H, el pade.
* Nollahypoteesi H, hylataan, jostestin p-arvo on kyllin
pieni.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Korreloimattomuuden testaaminen:

Testausasetelma

 Monissatutkimustilanteissa ollaan kilnnostunaita siita
ovatko satunnaismuuttujat X ja'Y korreloimattomia val €.

e Huomautuksa:

—  Satunnaismuuttujien X ja 'Y korreloimattomuudesta e
valttdmatta seuraa niiden riippumattomuus, vaikka satunnais-
muuttujien X ja 'Y riippumattomuudesta seuraa aina niiden
korreloimattomuus.

— Jos satunnaismuuttujat X ja'Y noudattavat 2-ul otteista normaali-
jakaumaa, satunnaismuuttujien X ja'Y korreloimattomuudesta
seuraa niiden riippumattomuus.

— M oni ssa tutki musasetel missa toivotaan, etta korrel oimattomuus-
oletus tulee testissa hylatyks.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Korreloimattomuuden testaaminen:

Yleinen hypoteesi

* Yleinen hypotees H :
(1) Oletetaan, etta satunnaismuuttujien X jaY jarjestetty
pari (X, Y) noudattaa 2-ul otteista normaalijakaumaa,
jonka parametrit ovat

m, = E(X) m = E(Y)
s2 =Var(X) sé=Val(Y)
I =Cor(X,Y)

(ii) Olkoon

(X.,Y),i=14,2,K,n
riippumaton satunnaisotos satunnaismuuttujien Xja'Y
muodostaman parin (X, Y) jakaumasta.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Korreloimattomuuden testaaminen:

Nollahypoteesi ja vaihtoehtoinen hypoteesi

* Nollahypotees H,:
Hy: 7y =0
 Vaihtoehtoinen hypotees H, :

7 1-suuntaiset vaihtoehtoiset hypoteesit
H 7y < Og

H,:r., 10 2-suuntainen vaihtoentoinen hypotees
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus

Korreloimattomuuden testaaminen:
Parametrien estimointi

e Estimoidaan 2-ulottelsen normaalijakauman parametrit
tavanomaisilla estimaattorellaan:

14 _ 14
X="9 X Y="3Y
1 d - 1 & _
S% = X - X)? = - Y)?
X n'lia:i(l ) SY n'].,a:i(l )
1 d _ _
S\ = X - X)Y-Y
XY n_lla:.(| )(| )
rXY:SXY
Sx Sy
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Korreloimattomuuden testaaminen:

Testisuure ja sen jakauma

e Madritelaan t-testisuure

t=+n-2 "
J1- 12

 Jos nollahypotees
Hy: 7y =0
patee, testisuure t noudattaa Sudentin t-jakaumaa, jonka
vapausastelukuon n - 2:

t t(n- 2)
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Korreloimattomuuden testaaminen:

Testi

e Testisuureen t normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin
H,:r,, =0patiessa
E(t)=0
e Sitenitseisarvoltaan suuret testisuureent arvot viittaavat
siihen, etta nollahypoteesi H, el pade.
* Nollahypoteesi H, hylataan, jostestin p-arvo on kyllin
pieni.
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Tilastollinen riippuvuus ja korrelaatio

Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio

Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
>> Jarjestyskorrelaatiokertoimet

TKK (c) likka Mellin (2006)

99



Jarjestyskorrelaatiokertoimet
Korreloimattomuuden testaaminen

jarjestysasteikollisilla muuttujilla

Tarkastellaan korrelaatiokertoimen maarittelemista ja
korreloimattomuuden testaamista jarjestysasteikollisille
muuttujille.

Tarkastelun kohteena ovat seuraavat jarjestyskorrelaatio-
kertoimet:

— Spearmanin jarjestyskorrelaatiokerroin
— Kendallin jarjestyskorrelaatiokerroin

Tarkasteltavat jarjestyskorrel aatiokertoimet jatestit
sopivat my0ds valimatka- ja suhdeasteikollisille muuttujille.
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Jarjestyskorrelaatiokertoimet
Spearmanin jarjestyskorrelaatiokerroin:

Kertoimen idea

e Jpearmanin jarjestyskorrelaatiokerroin r ¢ mittaa kahden
muuttujan havaintoarvojen suuruug arjestyksien yhteen-
Sopivuutta.

e Spearmanin jarjestyskorrelaatiokerroin sopii jarjestys-,
valimatka- ja suhdeasteikollisille muuttyjille.

e Spearmanin jarjestyskorrel aatiokertoimella on saman-

tapai set ominaisuudet kuin Pearsonin otoskorrel aatio-
kertoimella.
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Jarjestyskorrelaatiokertoimet
Spearmanin jarjestyskorrelaatiokerroin:

Maaritelma 1/3

o Olkoot X;, X, , ..., X, jaYy,Y,, ..., Y, jarjestys,
valimatka- tal suhdeasteikollisten satunnaismuuttujien X ja
Y havaittujaarvoja.

o Oletetaan lisaksl, etta havainnot X; ja Y, liittyvat samaan
havaintoyksikkoon kaikillei =1, 2, ... , n.

o Jarjestetdan sekd X- ettd Y-muuttujan havaitut arvot
suuruug arjestykseen pienimmasta suurimpaan.
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Jarjestyskorrelaatiokertoimet

Spearmanin jarjestyskorrelaatiokerroin:
Maaritelma 2/3

Liitetdan seka X- ettda Y-muuttujan havaittuihin arvoihin
niiden suuruug arjestyksien mukaiset jarjestysnumerot:
R(Xi) = havainnon X jarjestysnumero parissa
R(Y;) = havainnonY; jarjestysnumero parissal
seka maaritellaan erotukset
D; = R(X) —R(Y))

Muuttujien X jaY havaituille arvoille voidaan méaritella
jarjestyskorrelaatiokerroin erotuksien D; avulla.
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Jarjestyskorrelaatiokertoimet
Spearmanin jarjestyskorrelaatiokerroin:

Maaritelma 3/3

e Maaritellaan Spear manin jarjestyskorrelaatiokerroin rg
eli Soearmanin rho kaavalla

69 D>
rs =1 nlgl— n
e Spearmanin jarjestyskorrelaatiokerroin r ¢ voidaan

|askea my0Os soveltamalla Pear sonin otoskorrel aatio-
kertoimen kaavaa muuttujien X ja'Y havaittujen arvojen
parga (X , Y;) vastaaviin jarjestysiukujen eli rankien
parelhin

(RX) , R(Y)
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Jarjestyskorrelaatiokertoimet
Spearmanin jarjestyskorrelaatiokerroin:
Ominaisuudet 1/2

e Spearmanin jarjestyskorrel aatiokertoimella r g on kaikki
hyvalta korrelaation mitalta vaadittavat ominaisuudet:

(i) -1ErgE+1
(1) Jos muuttujien X ja'Y havaittujen arvojen jarjestys-
numerot ovat jokal sessa havaintoparissa samat,
rs=+1
(111) Jos muuttujien X ja'Y havaittujen arvojen jarjestys-
numerot liittyvét toisiinsataysin satunnaisesti,
rs»0

Jos r = 0, sanotaan, etta muuttujat X ja 'Y ovat
korreloimattomia.
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Jarjestyskorrelaatiokertoimet
Spearmanin jarjestyskorrelaatiokerroin:

Ominaisuudet 2/2

(Iv) Jos seka suuret muuttujien X ja 'y jarjestysnumerot
etta pienet muuttujien X jaY jarjestysnumerot liittyvét
havaintopareissa (X; , Y;) toisiinsa, kertoimella ron
talpumus saada positiivisia arvoja.

(v) Jossuuret japienet muuttujien X jaY jarjestys-
numerot liittyvat havaintopareissa (X , Y;) toisiinsa,
kertoimella r 5 on taipumus saada negatiivisia arvoja.
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Jarjestyskorrelaatiokertoimet
Spearmanin jarjestyskorrelaatiokerroin:
Korreloimattomuuden testaaminen 1/2

e Madritelaan t-testisuure

z=+n- 2 's
J1- 1

 Jos nollahypotees
H,:Cor(X,Y)=0

patee, testisuure z noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti standardoitua normaalijakaumaa:

z . N(O)
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Jarjestyskorrelaatiokertoimet
Spearmanin jarjestyskorrelaatiokerroin:

Korreloimattomuuden testaaminen 2/2

Testisuure z noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti standardoitua normaalijakaumaa
N(O, 1), jos nollahypotees H, patee.

Approksimaatio on melko hyvajo, kun n> 10 jariittava
|ahes kaikkiin tarkoituksiin, kun n > 30.

Testisuureen z normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin H,
patiessa

E(2 =0
Siten itselsarvoltaan suuret testisuureen z arvot viittaavat
siihen, etta nollahypoteesi H, el pade.

Nollahypotees H, hylataan, jos testin p-arvo on kyllin
pieni.
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Jarjestyskorrelaatiokertoimet
Kendallin jarjestyskorrelaatiokerroin:

Kertoimen idea

o Kendallinjarjestyskorrelaatiokerroin ¢ mittaa kahden
muuttujan havaintoarvojen suuruug arjestyksien yhteen-
Sopivuutta.

o Kendallin jarjestyskorrelaatiokerroin sopii jarjestys-,
valimatka- ja suhdeasteikollisille muuttujille.

o Kendalin jarjestyskorrel aatiokertoimella on saman-

tapal set ominaisuudet kuin Pearsonin otoskorrelaatio-
kertoimella.
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Jarjestyskorrelaatiokertoimet
Kendallin jarjestyskorrelaatiokerroin:

Maaritelma 1/3

Olkoot X; , X, , ..., X jaY;, Y,, ..., Y, jarjestys-,
valimatka- tal suhdeasteikollisten satunnaismuuttujien X ja
Y havaittujaarvoja.

Oletetaan lisaksl, etta havainnot X ja Y, liittyvat samaan
havaintoyksikkoon kaikillei =1, 2, ... , n.

Jarjestetaan parit (X , Y;) muuttuyjan X havaittujen arvojen
mukaan suuruug arjestykseen pienimmasta suurimpaan.
Kendallin jarjestyskorrel aatiokerroin perustuu tunnus-
lukuun, joka mittaa muuttujan Y arvojen epdjarjestysta
muuttujan X arvoihin néhden.
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Jarjestyskorrelaatiokertoimet

Kendallin jarjestyskorrelaatiokerroin:
Maaritelma 2/3

o Jarjestetaan parit (X, Y;),1 =1, 2, ... , nmuuttujan X
havaittujen arvojen mukaan siten, etta ensimmaiseksi tulee
pari, jossa muuttujan X arvo on pienin javiimeiseksl pari,
J0ssa muuttujan X arvo on suurin.

Olkoon (X, , Y,) jarjestetykseen asetetuista pareista
numero k.

Maaritellaan havaintoarvoon Y, liittyvat epajarjestyspisteet
S, I=k+1L, k+2, ... ,n,k=1,2,...,n-1
seuraavallatavalla
S, =+1,josY,>Y,
S, =-1,josY, <Y,
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Jarjestyskorrelaatiokertoimet

Kendallin jarjestyskorrelaatiokerroin:
Maaritelma 3/3

 Muuttujan Y arvojen epajarjestysmitta S muuttujan X
arvojen suhteen maaritelldan kaavalla

n-1 n
S:é. é. S¥
k=1 l=k+1
o Madritellédn Kendallin jarjestyskorrelaatiokerroin ¢t i
Kendallin tau kaavalla

S
in(n-1)
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Jarjestyskorrelaatiokertoimet
Kendallin jarjestyskorrelaatiokerroin:

Ominaisuudet 1/2

Kendallin jarjestyskorrelaatiokertoimella ¢ on kaikki
hyvalta korrelaation mitalta vaadittavat ominaisuudet:

(i) -1£t£+1
(i) Jos muuttujien X ja'Y havaittujen arvojen jarjestys-
numerot ovat jokal sessa havaintoparissa samat,
t=+1
(111) Jos muuttujien X ja'Y havaittujen arvojen jarjestys-
numerot liittyvét toisiinsataysin satunnaisesti,
t»0

Jos t = 0, sanotaan, ettd muuttujat X ja’Y ovat
korreloimattomia.
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Jarjestyskorrelaatiokertoimet
Kendallin jarjestyskorrelaatiokerroin:

Ominaisuudet 2/2

(Iv) Jos seka suuret muuttujien X ja 'y jarjestysnumerot
etta pienet muuttujien X jaY jarjestysnumerot liittyvét
havaintopareissa (X; , Y;) toisiinsa, kertoimella t on
talpumus saada positiivisia arvoja.

(v) Jossuuret japienet muuttujien X jaY jarjestys-
numerot liittyvat havaintopareissa (X , Y;) toisiinsa,
kertoimella t on talpumus saada negatiivisia arvoja.
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Jarjestyskorrelaatiokertoimet
Kendallin jarjestyskorrelaatiokerroin:
Korreloimattomuuden testaaminen 1/2

o Maéritelldan testisuure
[
2(2n+5)
\/9n(n +1)
 Jos nollahypotees
H,:Cor(X,Y)=0
patee, testisuure z noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti standardoitua normaalijakaumaa:

z . N(O)

=
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Jarjestyskorrelaatiokertoimet
Kendallin jarjestyskorrelaatiokerroin:

Korreloimattomuuden testaaminen 2/2

Testisuure z noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti standardoitua normaalijakaumaa
N(O, 1), jos nollahypotees H, patee.

Approksimaatio on melko hyvajo, kun n> 10 jariittava
|ahes kaikkiin tarkoituksiin, kun n > 30.

Testisuureen z normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin H,
patiessa

E(2 =0
Siten itselsarvoltaan suuret testisuureen z arvot viittaavat
siihen, etta nollahypoteesi H, el pade.

Nollahypotees H, hylataan, jos testin p-arvo on kyllin
pieni.
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