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Regressioanalyysin lahtokohdat ja tavoitteet
Regressioanalyysin idea 1/2

o Oletetaan, etta haluamme selittda jonkin selitettavan
tekijan ta muuttujan havaittujen arvojen vaihteun
joidenkin sdlittavien tekij6iden tar muuttujien
havaittujen arvojen vaihtelun avulla.

o Jostilastollisesti merkitseva osa selitettdvan muuttujan
havaittujen arvojen vaihtelusta voidaan sdlittaa selittavien
muuttujien havaittujen arvojen vahtelun avulla, sasnomme,
etta selitettava muuttujariippuu tilastollisesti
selittg)ina kaytetyista muuttujista.
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Regressioanalyysin lahtokohdat ja tavoitteet
Regressioanalyysin idea 2/2

Regressioanalyysissa selitettdvan muuttujan
tilastolliselle riippuvuudelle sdlittavista muuttujista
pyritaan rakentamaan tilastollinen malli, jota kutsutaan
regressiomalliksi.

Koska riippuvuuksien analysointi on tavallisesti
tieteellisen tutkimuksen keskeinen tavoite, r egr essio-
analyysi on ehka eniten sovellettu ja tarkein tilasto-
tieteen menetelma.

TKK
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Regressioanalyysin lahtokohdat ja tavoitteet
Regressioanalyysin tavoitteet

* Regressioanalyysin mahdollisiatavoitteita:
(1) Selitettdvan muuttujan ja selittavien muuttujien
tilastollisen riippuvuuden luonteen kuvaaminen:

— Millainen on riippuvuuden muoto?

— Kuinka voimakasta riippuvuus on?
(i) Selitettdvan muuttujan ja selittavien muuttujien
tilastollisen riippuvuuden luonteen salittaminen.
(il1) Selitettavan muuttujan arvojen ennustaminen.

(iv) Selitettavan muuttujan arvojen kontrolli.
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Regressioanalyysin lahtokohdat ja tavoitteet
Regressiomallien luokittelu 1/2

» Regressioanalyysissa sovellettavat tilastolliset mallit
voidaan luokitella usealla eri periaatteella.

« Luokittelu regressiomallin funktionaalisen muodon
mukaan:

— Lineaariset regressomallit
— Epélineaariset regressomallit
« Luokittelu regressiomallin yntal 6iden lukumaaran
mukaan:
— Yhden yhtalon regressiomallit
—  Moniyhtalomallit

TKK (c) likka Mellin (2006)



Regressioanalyysin lahtokohdat ja tavoitteet
Regressiomallien luokittelu 2/2

Tassa johdatuksessa til astotieteeseen kasitel|dan pddasiassa
lineaarisia yhden yhtalon regressiomallg a; ks. lukuja
Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli jaYIeinen lineaarinen malli.
On hyodyllista tietdd, etta varianssianalyysin tilastolliset

mallit voidaan ymmartaa yleisen lineaarisen mallin
erikoistapauksiksi.

TKK
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Regressioanalyysin lahtékohdat ja tavoitteet
Regressioanalyysin sovellukset tilastotieteessa

Regressiomallgja kaytetaan apuvalineina monilla
tilastotieteen osa-alueilla.
Esimerkkejaregressiomallien kayttokohteista
tilastotieteessa:

Varianssianalyys

Koesuunnittelu

M onimuuttujamenetelméat

Kalibrointi

Biometriatal -statistiikka
Aikasarjojen analyys jaennustaminen
Ekonometria

TKK
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Regressioanalyysin lahtokohdat ja tavoitteet
Regressioanalyysin [ahtokohdat

Regressioanalyysilla on kaks erilaistalahtbkohtaa, joilla
on kuitenkin monia yhtymakohtia:

(1) Ongelmat deter minististen mallien sovittamisessa
havaintoihin; ks. kappal etta peterministiset matlit ja

regressioanalyysi.

(i) Moniulotteisten todenndkoisyys akaumien
ehdollisten odotusarvojen di regressiofunktioiden
parametrien estimointi; ks. kappal etta regressiofunktiot ja

regressioanalyysi.
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Johdatus regressioanalyysiin

Regressioanalyysin lahtokohdat ja tavoitteet

>> Deterministiset mallit ja regressioanalyysi
Regressiofunktiot ja regressioanalyysi
Kaksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot
Regressioanalyysin tehtavat
Regressiomallin lineaarisuus

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Deterministiset mallit ja regressioanalyysi
Deterministiset mallit regressio-analyysin

lahtokohtana 1/2

o Oletetaan, etta haluamme selittda jonkin selitettavan
tekijan ta muuttujan kayttaytymisen joidenkin
selittavien tekijoiden tai muuttujien avulla

o Oletetaan, ettd seka selitettava muuttuja etta selittg ét ovat
el-satunnaisia muuttujia.

« Taloin tavoitteeseen voidaan pyrkia kuvaamalla

selitettdvan muuttujan arvojen riippuvuus sdlittavien
muuttujien arvoista deter ministisen mallin avulla.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 11



Deterministiset mallit ja regressioanalyysi
Deterministiset mallit regressio-analyysin

lahtokohtana 2/2

Oletetaan, etta selitettavan muuttujan riippuvuutta
selittavista muuttujista kuvaavan deterministisen mallin
muoto riippuu tuntemattomasta par ametrista (vakiosta).

Talldin parametrin arvo voidaan pyrkia estimoimaan el
arvioimaan havaintojen avulla.

Oletetaan, etta parametrille e ole mahdollista |0ytaa
sellaista arvoa, joka saisi mallin sopimaan saman-
aikaisesti kaikkiin havaintoihin.

Voidaanko parametrille |16ytaa kuitenkin sellainen
arvo, joka saisi mallin sopimaan havaintoihin jossakin
mieessa niin hyvin kuin se on mahdollista?

TKK
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Deterministiset mallit ja regressioanalyysi
Deterministiset mallit

Oletetaan, etta selitettavan muuttujan y eksaktia
(kausaalista) riippuvuutta selittg asta x halutaan mallintaa
yhtalélla

y=f(x; b)
jossa funktion f muoto riippuu parametrista eli vakiosta b.
Y htal 0 madrittelee deter ministisen mallin selitettavan
muuttujan y ja selittg an x riippuvuudelle:

Jos selittdjan x ja parametrin b arvot tunnetaan, niin
selitettavan muuttujan y arvo on taysin maar atty.

TKK
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Deterministiset mallit ja regressioanalyysi
Deterministiset mallit ja regressio-ongelma 1/4

Oletetaan, etta sdlitettavan muuttujan y riippuvuutta
selittg asta x halutaan mallintaa deterministisdla yntalélla

y=f(x; b)
Oletetaan, etta funktion f muodon maaraavan parametrin b
arvo on tuntematon.

Haluamme |0ytaa parametrille b parhaan mahdollisen
havaintoi hin perustuvan estimaatin eli arvion.

Regr essio-ongel ma syntyy determinististen mallien
soveltamisen yhteydessa tilantei ssa, joissa parametrille b
el voida |0ytaa sellaista arvoa, joka saisi ym. yhtal on
toteutumaan samanaikaisesti kaikille havainnoille.

TKK
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Deterministiset mallit ja regressioanalyysi
Deterministiset mallit ja regressio-ongelma 2/4

o Oletetaan, ettd muuttujiax jay koskevat havainnot x; jay;
liittyvat samaan havaintoyksikkoon kaikillei =1, 2, ... , n.

o Oletetaan, ettd el ole olemassa yhta parametrin b arvoa,
joka saa yhtalon
y=f(x; b)
toteutumaan samanaikaisesti kaikille havainnoille x; jay; .
o Kirjoitetaan
y, = t(x;0)+e,1=1L2K,n
jossa e on havaintoyksikosta toiseen vaihteleva jadnnos-
eli virhetermi.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 15



Deterministiset mallit ja regressioanalyysi
Deterministiset mallit ja regressio-ongelma 3/4

e Oletetaan, ettd jaannds- €i virhetermit e yhtal 6ssa
y.=f(x;b)+e,i=12K,n
vaihtelevat satunnaisesti yhtal 6sta toiseen.

Huomaa, etta ol etuksesta seuraa, etta selitettavan muuttujan y
havaittujen arvojen y; on oltava satunnaisia.

e Yhtalo
y, = t(x;0)+e,1=1L2K,n
kuvaa sdlitettavan muuttujan y tilastollista riippuvuutta
selittdvan muuttujan x saamista arvoista.

e Sanomme, etta yhtal0 maarittel ee selitettavan muuttujan y
regressiomallin selittdvan muuttujan x suhteen.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 16



Deterministiset mallit ja regressioanalyysi

Deterministiset mallit ja regressio-ongelma 4/4

Regressioanalyysissa parametrin b arvo pyritaan
valitsemaan tavalla, jokatekee kaikista jaannostermeista e
samanaikaisesti mahdollisimman pienia.

Tama on kayransovitusongel ma:
Miten parametrin b arvo pitéavalita, jotta kayra
y=f(x; b)
kulkis jossakin mielessd mahdollisimman |ahelta jokaista
havaintopistetta

(x,y)I  ?,i=1,2K,n?
Eraan ratkaisun tahan kayransovitusongel maan tarjoaa
pienimman neliésumman menetel ma.

TKK
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Deterministiset mallit ja regressioanalyysi
Deterministiset mallit ja regressio-ongelma:
Esimerkki 1/4

* Hooken lain mukaan Paino (kg) | Pituus (cm)
(ideaalisen) kierrgjousen pituusy 0 43.00
riippuu lineaarisesti jouseen y =
ripustetusta painosta x: 5 2455

y=a + bx 8 45.00
_ 10 45.50
jossa

a = jousen pituus ilman painoa
b = ns. jousivakio
» Jousivakion maaraamiseks jouseen
ripustettiin seuraavat painot: O, 2, 4,
6, 8, 10 kg jajousen pituus
mitattiin.
o Mittaustulokset on annettu
taulukossa oikealla.
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Deterministiset mallit ja regressioanalyysi
Deterministiset mallit ja regressio-ongelma:

Esimerkki 2/4

* Pistediagrammi oikealla
havainnollistaa koetuloksia.
o« Kysymys1.:
Ovatko havaintotul okset

sopusoi nhussa Hooken lain
kanssa?

o Kysymys 2:

Onko olemassa yksikasitteinen

suora, joka kulkee kaikkien
havai ntopisteiden kautta?

46.00

Kierrejousen pituuden riippuvuus
jouseen ripustetusta painosta

45.50 A

N
o
o
o

44.50 A

44.00 A

Jousen pituus (cm)

I
w
Ul
o

43.00 A

L 4

42.50

Paino (kg)

12
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Deterministiset mallit ja regressioanalyysi
Deterministiset mallit ja regressio-ongelma:

Esimerkki 3/4

» Kuvio oikeallatodistaa, etta el
ole olemassa yhta suoraa, joka
kulkis kaikkien havainto-

pisteiden kautta:

(1) Suora A kulkee pisteiden

1 ja 2 kautta.

(1) Suora B kulkee pisteiden

4 ja 5 kautta.

* Onko mahdollista méaréata
yksikasitteisella tavalla suora,

Jousen pituus (cm)

Kierrejousen pituuden riippuvuus
jouseen ripustetusta painosta

SuoraA —

\

Suora B

0 2 4 6 8 10
Paino (kg)

12

joka kulkis jossakin mielessa
mahdollisimman |&helta jokaista

havai ntopi stetta?

TKK
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Deterministiset mallit ja regressioanalyysi
Deterministiset mallit ja regressio-ongelma:

Esimerkki 4/4

¢ Kayttama”a plenl mrnén Kierrejousen pituuden riippuvuus
neliosumman kelnoa voimme jouseen ripustetusta painosta
IR T D) 4600
Maarata suoran y = 0.2457x + 43.055
~ 45.50 | R = 0.9983
y—c’:l+bX §45.00—
kertoimet niin, etta neliosumma £ 450 |
n n = 44.00 |
e ~2_29 2 o
aq_a(x_a_b)ﬂ) 3 43.50 1
i=1 i=1
.. . 43.00 1
minNimoltuu.
42.50 ‘
e Kuvioon oikeallaon o 2 4 6 8 10 B
r T Paino (kg)
piirretty néin magratty suora; ks. -
tarkemmin lukua Yhden selittajan
lineaarinen regressiomalli.
TKK (c) llkka Mellin (2006) 21



Deterministiset mallit ja regressioanalyysi
Syyt regressio-ongelman syntymiseen

Mitka syyt johtavat regressio-ongelman syntymiseen
determinististen mallien yhteydessa?
Syita regressio-ongel man syntymiseen:

(1)
(1)

Havaintovirheet selitettdvan muuttujan y havaituissa
arvoissa.

Yhtal6

y=1(x;b)
on idealisointi:
Osaa selitettavan muuttujan y kayttaytymiseen
vaikuttavista tekijoista el haluta tal el pystyta
ottamaan huomioon.

TKK
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Deterministiset mallit ja regressioanalyysi
Regressiomalli ja kiinteat selittajat 1/2

e Olkoon
y, = t(x;0)+e,1=1L2K,n
selitettavan muuttujan y tilastollista riippuvuutta selittavan
muuttujan X saamista arvoista kuvaava regressiomalli.
e Oletukset:

() Sdittavan muuttujan x arvot x, voidaan valita, jolloin
ne ovat kiinteita eli ei-satunnaisia.

(if) Jadnnos- eli virhetermit g ovat satunnaisia, jolloin
my0s selitettavan muuttujan y havaitut arvot y; pitaa
olettaa satunnaisiksl.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 23



Deterministiset mallit ja regressioanalyysi
Regressiomalli ja kiinteat selittajat 2/2

 Regressiomallissa
y, = f(x:;b)+e,i=12K,n
On Seuraavat osat:

y, = selitettavan muuttujan y satunnainen ja
havaittu arvo havaintoyks kGssa |

X = selittavan muuttujan eli sdlitta an x ei-
satunnainen ja havaittu arvo havaintoyksikossa i

b = tuntematon jakiinted eli ei-satunnainen
parametri (vakiokerroin)

e = satunnainen jael-havaittu jaannos- €li
virhetermi havaintoyksikGssa i

TKK (c) llkka Mellin (2006) 24



Deterministiset mallit ja regressioanalyysi
Regressiomallit ja kiinteat selittajat:

Kommentteja

Kun regressiomallga sovelletaan luonnontietelssa
tal tekniikassa, oletus selittavien muuttujien ei-
satunnaisuudesta on usein hyvin perusteltu.

Tama johtuu siitd, ettda monissa luonnontieteiden tai
tekniikan sovelluksissa regressiomallien selittdjien arvot
voidaan valita eli sdittgé ovat muuttujia, joiden arvoja
voidaan kontrolloida.

Esmerkki:  Puhtaat koeasetelmat.

Monissatilastotieteen sovelluksissa kohdataan kuitenkin
sellaisiatilanteita, joissa ainakin osa sdlittgjista on
sellaisia, joiden arvot madraytyvéat satunnaisesti;

ks. kappal etta rRegressiofunktiot ja regressioanalyysi.

TKK
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Johdatus regressioanalyysiin

Regressioanalyysin lahtokohdat ja tavoitteet
Deterministiset mallit ja regressioanalyysi

>> Regressiofunktiot ja regressioanalyysi
Kaksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot
Regressioanalyysin tehtavat
Regressiomallin lineaarisuus

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Regressiofunktiot ja regressioanalyysi
Regressiofunktiot regressio-ongelman

lahtokohtana 1/2

o Oletetaan, etta haluamme selittda jonkin selitettavan
tekijan ta muuttujan kayttaytymisen joidenkin
selittavien tekijoiden tas muuttujien avulla

o Oletetaan, ettd seka selitettava muuttuja etta selittg ét ovat
satunnai smuuttujia.

« Taloin tavoitteeseen voidaan pyrkia kuvaamalla
selitettavan muuttujan riippuvuutta selittavista muuttujista
selitettavan muuttujan regr essiofunktiolla selittgien
suhteen.
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Regressiofunktiot ja regressioanalyysi
Regressiofunktiot regressio-ongelman
lahtokohtana 2/2

o Oletetaan, etta selitettavan muuttujan riippuvuutta
selittavista muuttujista kuvaavan regressiofunktion muoto
riippuu tuntemattomasta par ametrista (vakiosta).

o Taloin parametrin arvo voidaan pyrkia estimoimaan €li
arvioimaan havaintojen avulla.

e Miten parametrille|0ydetdan jossakin mielessa
mahdollissmman hyva estimaatti eli arvio?

TKK (c) llkka Mellin (2006) 28



Regressiofunktiot ja regressioanalyysi
Ehdollinen jakauma

. Ql koon fxy(x., y) satunnaismuuttujien X jay yhteis-
jakauman tiheysfunktio.

* Olkoot f,(x) Jaf,(y) satunnaismuuttujien x jay reuna-
jakaumien tiheysfunktiot.

o Satunnaismuuttujan y ehdollisen jakauman tiheysfunktio
satunnal smuuttujan x suhteen on

_ Ty(xy)
()

fy|x(y|X) ’ jOSfx(X) >O

TKK (c) llkka Mellin (2006) 29



Regressiofunktiot ja regressioanalyysi
Ehdollinen odotusarvo

Satunnaismuuttujan y endollinen odotusar vo satunnais-

muuttujan X suhteen on
+¥

E(y|x) = O¥i,x(y[x)dy
jossa |
1:y|x(y| X)

on satunnaismuuttujan y ehdollisen jakauman tiheys-
funktio satunnai smuuttujan x suhteen

Huomaa, ettd ehdollinen odotusarvo on ehtomuuttujan x
funktiona satunnai smuuttuja.

TKK
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Regressiofunktiot ja regressioanalyysi

Regressiofunktio 1/2

o Tarkastellaan satunnaismuuttujan y endollista odotusarvoa
ehtomuuttujan x arvojen funktiona.

« Ehdollista odotusarvoa
E(y[X)
kutsutaan ehtomuuttujan x arvojen funktiona satunnais-
muuttujan y regressiofunktioks muuttujan x suhteen.

* Regressiofunktion E(y|X) muoto riippuu satunnais-
muuttujan y ehdollisen jakauman

1:y|x (y | X)
parametreista.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 31



Regressiofunktiot ja regressioanalyysi

Regressiofunktio 2/2

Olkoon

E(y[Xx)
satunnal smuuttujan y regressiofunktio satunnali smuuttujan
X suhteen.

Koska haluamme korostaa regressiof unktion arvojen
riippuvuutta entomuuttujan x arvoista, kirjoitamme

E(y|x)=1(x; b)
jossa b on satunnai smuuttujan y ehdollisen jakauman

1:y|x (y | X)
muodon madraava parametri.

TKK
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Regressiofunktiot ja regressioanalyysi
Lisatietoja

o Lisdtietojamoniulottesista satunnaismuuttujista ja
niiden yhteig akaumista, reunajakaumista, ehdollisista
jakaumista, ehdollisista odotusarvoista jaregressio-
funktioista:

Ks. monisteen Todennakdisyyslaskenta |lukua Moniulotteiset

satunnaismuuttujat ja jakaumat.
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Regressiofunktiot ja regressioanalyysi
Regressiofunktio ja ennustaminen 1/3

* Olkoonf, (X, y) satunnaismuuttujien x jay yhteig akauman
tiheysfunktio.

o Oletetaan, etta satunnalsmuuttujan x arvo tunnetaan.
e Kysymys:
Miten tietoa satunnal smuuttujan X saamasta arvosta

voldaan kayttaa hyvaks satunnaismuuttujan y arvon
ennustamisessa?

e Olkoond(y|X) muuttujan X saamaan arvoon perustuva
ennuste muuttujan y arvolle.

e Miten ennusted(y|x) valitaan optimaalisella tavalla?

TKK (c) llkka Mellin (2006) 34



Regressiofunktiot ja regressioanalyysi
Regressiofunktio ja ennustaminen 2/3

e Valitaan ennusted(y|X) siten, etta ennusteen
keskindidvirhe
MSE[d(y|x)] =E[y- d(y|x)]’
mi Nimoituu.
* Voldaan osoittaa, ettda keskineliovirne MSE(d(y | X))
minimoituu valinnalla

d(y|x) =E(y[x)

e Siten satunnaismuuttujan y regressiofunktio E(y | x)
satunnai smuuttujan X suhteen tuottaa muuttujan X saamiin
arvoihin perustuvat, keskineliovirheen mielessa
optimaaliset ennusteet muuttujalleyy.
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Regressiofunktiot ja regressioanalyysi
Regressiofunktio ja ennustaminen 3/3

e Olkoon
y- E(ylx)=e
optimaalisen ennusteen E(y | X) ennustevirhe.
o Taloin voimme kirjoittaa
y=E(y|x)+te
=f(x;b)+e
jossa
E(y[x)=1(x;b)
on satunnaismuuttujan y regressiofunktio satunnais-
muuttujan X suhteen.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Regressiofunktiot ja regressioanalyysi
Regressiofunktio regressiomallina

« Edellisen nojalla muuttujan x arvoihin perustuva
optimaalinen ennuste satunnaismuuttujan y arvolle
méadrittelee regressiomallin

y=E(y|x)+e
=f(x;b)+e
jossay on mallin sdlitettava muuttuja jax on mallin
selittava muuttuj a.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Regressiofunktiot ja regressioanalyysi
Regressiofunktiot ja regressio-ongelma 1/3

o Oletetaan, etta selitettavan muuttujan y riippuvuutta
selittg asta x halutaan mallintaa regressiofunktiolla

E(y|x)=1(x; b)
o Oletetaan, etta regressiofunktion f muodon madraavan
parametrin b arvo on tuntematon.

o Parametrille b halutaan |0ytaa paras mahdollinen
estimaatti eli arvio havaintojen perustedlla.

* Regressio-ongelmalla tarkoittaa tassa regressiofunktion
muodon maaraavan parametrin b valintaongel maa.
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Regressiofunktiot ja regressioanalyysi
Regressiofunktiot ja regressio-ongelma 2/3

o Oletetaan, ettd satunnaismuuttujiax jay koskevat
havainnot x; jay; liittyvéat samaan havaintoyksi kkdon
kaikillei =1, 2, ..., n.

« Edellaesitetyn nojalla voimme kirjoittaa yhtal 6n

y, = t(x;b)+e,1=12K,n
jossa e on havaintoyksikostéa toi seen satunnai sesti
vaihteleva jaannos- €li virhetermi.

e Yhtalo kuvaa muuttujan y tilastollista riippuvuutta
muuttujan X saamista arvoista.

e Sanomme, etta yhtalo maarittel ee selitettavan muuttujan y
regressiomallin selittdvan muuttujan x suhteen.
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Regressiofunktiot ja regressioanalyysi
Regressiofunktiot ja regressio-ongelma 3/3

Regressioanalyysissa parametrin b arvo pyritaan

valitsemaan sellaisellatavalla, joka tekee kaikista j&8nnos-

termeista @ samanaikaisesti mahdollisimman pienié.

Tama on kayransovitusongel ma:

Miten parametrin b arvo on valittavaniin, etta kayra
y=f(x; b)

kulkisi mahdollisimman [&helta jokaista havaintopistetta
(x,y)I ?,i=1,2K,n?

Eraan ratkaisun tahan kayransovitusongel maan tarjoaa

pienimman neliésumman menetel ma.

TKK
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Regressiofunktiot ja regressioanalyysi
Mita regressiofunktio mallintaa?

Esimerkki 1/6

» Perinndllisyystieteen

Isien ja poikien pituudet

P . o0
. 0..' 223 g’.o,
Y * 8
o* e 34 .:.5 .
. )
.

mukaan lapset perivat geneettiset 195
ominaisuutensa vanhemmiltaan. 190 |
* Periytyyko isan pituus heidan E 18
pojilleen? é 180 -
« Havaintoaineisto koostuu 517
300:n isan ja heidan poikiensa & 470
pituuksien muodostamasta 165 1
|lukuparista o0 =

x,y),i=1,2,...,300

jossa
X =isan 1 pituus

y, =isan i pojan pituus

160 165 170 175 180 185 190

Isan pituus (cm)

» Ks. pistediagrammia oikealla.

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Regressiofunktiot ja regressioanalyysi
Mita regressiofunktio mallintaa?

Esimerkki 2/6

e Pojan pituuden riippuvuus isan
pituudesta el ole eksaktia.

o Mutta: Lyhyillaisilla nayttéa
olevan keskimaarin lyhyempia
poikia kuin pitkillaisillajapitkilla
Isi||& nayttéa olevan keskimaarin
pitempia poikia kuin lyhyilla

Isila.

 Miten téllaistatilastollista

riippuvuutta voidaan
havainnollistaa?

Pojan pituus (cm)

Isien ja poikien pituudet

160 165 170 175 180 185 190

Isan pituus (cm)

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Regressiofunktiot ja regressioanalyysi

Mita regressiofunktio mallintaa?

Esimerkki 3/6

o Taulukko oikedllaesittdaisienja [x-vainnro] x-vall | M (x[x) | M, (Y X)
heldan poikiensa pituuksien 1 (155,160 159.7 172.2
ehdollisia keski arvoj a 2 (160,165]|] 163.5 172.0

_ 3 (165,170]| 168.2 176.8

M, (X[X) ja M, (y[X) 4 (170,175]] 172.6 178.8

: 5 (175,180]| 177.1 180.6
JOSsa 6 | (180,185 1815 | 1836
M, (X]X) =niiden isien 7 (185,190]| 186.0 184.0

pituuksien keskiarvo,
joiden pituus kuuluu
x-valiin k

M, (y[X) =niiden poikien
pituuksien keskiarvo,
joiden isien pituus
kuuluu x-vaiin k

k=1,2,3,4,56,7

TKK (c) likka Mellin (2006)

43




Regressiofunktiot ja regressioanalyysi

Mita regressiofunktio mallintaa?
Esimerkki 4/6

Ehdollisten keskiarvojen

Isien ja poikien pituudet

(M (x}x), M,(y[x)) 1% .
maaraamia pisteita on merkitty 0 RIS ROV
kuviossa oikealla nelisilla. g it o

« Havainnotonsiisluokiteltuisien | 2| | Siweedc;
pituuden mukaan 7 luokkaan. I LA
e Kuviossaluokkia on kuvattu ) . SHRNA
katkoviivojen erottamilla . R N N
pyStyVOIHa. 155 160 165 170 175 180 185 190
« Jokaisen nelion koordinaatit An e
on saatu laskemalla keskiarvot ko.
neli0ta vastaavaan pystyvyohon
kuuluvien havai ntopisteiden
koordinaatel sta.
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Regressiofunktiot ja regressioanalyysi
Mita regressiofunktio mallintaa?

Esimerkki 5/6

» Qikedlaolevaan kuvioon

Isien ja poikien pituudet

nelidilla merkityt ehdollisten 195 -
keskiarvojen madraamét pisteet 190 R
RS AT
(M(XIX), My(y[x)) g 155 3 oo o
. . . . (%)) : 0.‘ A NG 4 ‘0 s (94 :.
kuvaavat poikien pituuksien Efa | ‘E,.;‘\ ,3%1. ve |
C weewer e g : 3 | o ot SIIEIT I N
keskiméaaraista tai tilastollista el R
riippuvuutta heidan isiensa @ 170 TSy
pituuksista. e S
. . . 160 ‘ 1 ‘ ‘ ‘ ‘
° R“ppuvuus nayttaa OI evan |ahes 155 160 165 170 175 180 185 190
||neaa|’|sta Isan pituus (cm)
* Regressioanalyysin tehtavana
on juuri téllaisen tilastollisen
riippuvuuden mallintaminen.
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Regressiofunktiot ja regressioanalyysi
Mita regressiofunktio mallintaa?

Esimerkki 6/6

o Kayttamalla pienimman o i ookien oituad
eliosumman keinoa voimme en R poTen P
n T 19 IV = 04707 + 97,301 . |
maarata suoran 190 R?=0.1938 . st
| %,
y=a-+ b X £ 185 ]
kertoimet niin, ettd neliosumma 3 1801
N N S 175
o 2 _ O 2 .g
ael—a(yl—a-b)g) £ 170 |
i=1 i=1 165 |
minimoituu. ol
° KUV| OOﬂ Ol keal I a On 155 160 165 ISéi?;)ituuiiim) 180 185 190
piirretty nain maaratty suora; ks.
tarkemmin lukua Yhden selittajan
lineaarinen regressiomalli.
TKK (c) llkka Mellin (2006) 46



Johdatus regressioanalyysiin

Regressioanalyysin lahtékohdat ja tavoitteet
Deterministiset mallit ja regressioanalyysi
Regressiofunktiot ja regressioanalyysi

>> Kaksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot
Regressioanalyysin tehtavat
Regressiomallin lineaarisuus

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot
Multinormaalijakauma

Normaalijakauman yleistysta moniulottel seen avaruuteen
kutsutaan multinor maalijakaumaksi tai moniulottel seksi
normaalijakaumaksi.

Multinormaalijakauman maaraavét taydellisesti jakaumaan
liittyvien satunna smuuttujien odotusarvot, varianssit ja
korrelaatiot.

Multinormaalijakauma nayttel ee lineaaristen regressio-
mallien teoriassa keskeista 0saa, koska multinor maali-
jakauman kaikki regressiofunktiot ovat lineaarisia.

Seuraavassatarkastellaan |ahemmin 2-ulotteista normaali-
jakaumaa; lisdtietoja: ks. monisteen Todennaksisyyslaskenta
lukua Moniulotteisia jakaumia.

TKK
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Kaksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot
2-ulotteinen normaalijakauma:
Tiheysfunktio 1/2

o 2-ulotteisen normaalijakauman ti heysfunktlo on

1
foy (X, Y) = p| Q(x y)
Y 2ps .S \J1-rk i 2(1' o) %
jossa )
2 . .
0 &x- mo®y- mo a&/-mo
(?(Xy):g nl_-ZI’Xyg nl_g nz/++g nz/_
Sx o Sx 2 Sy g é Sy g
ja
¥ <m<H¥ - ¥ <m<+¥
5,>0,s,>0
—1£rxy£+1
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Kaksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot
2-ulotteinen normaalijakauma:

Tiheysfunktio 2/2

« 2-ulotteisen normaalijakauman parametreina ovat
satunnalsmuuttujien x jay odotusarvot, varianssit ja
korrelaatio:

m = E(X) = muuttujan x odotusarvo
m, = E(y) = muuttujan y odotusarvo

s 2 = Var(x) = muuttujan X varianssi

< N X

s = Var(y) = muuttujan y varianssi

r,= Cor(x,y) = muuttujien x jay korrelaatio

TKK (c) llkka Mellin (2006) 50



Kaksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot
2-ulotteinen normaalijakauma:

Jakauman parametrit

o Oletetaan, etta satunnaismuuttujien X jay muodostama pari
(X, y) noudattaa 2-ulottei sta normaalijakaumaa.

« Koska satunnaismuuttujien x jay odotusarvot, varianssit ja
korrelaatio

E(x) =m E(y)=m,
Var(x)=s? Var(y) =s,
Cor(x,y)=r,,

madraavat taydellisesti 2-ulottelsen normaalijakauman,
merkitaan

(X! y) - NZ(nQ’ n% SXZ’ Sy2’ rxy)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 51



Kaksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot
2-ulotteinen normaalijakauma:

Parametrien tulkinta 1/2

Oletetaan, etta satunnaismuuttujien X jay muodostama pari
(X, y) noudattaa 2-ulottei sta normaalijakaumaa.

Satunnai smuuttujien x jay odotusarvot

E(x) =m E(y) =m,
madraavét satunnaismuuttujien x jay yhteigakauman
todennakadi syysmassan painopisteen.
Satunnaismuuttujien X jay varianssit

Var(x)=s? Var(y)=s,
kuvaavat satunnaismuuttujien x jay todennakoisyys-

massoj en hajaantuneisuutta niiden odotusarvojen m ja iy
ymparilla

TKK
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Kaksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot
2-ulotteinen normaalijakauma:

Parametrien tulkinta 2/2

o Satunnaismuuttujien x jay korrelaatio
Cor(x,y) =r,,
Kuvaa satunnaismuuttujien X jay lineaarisen riippuvuuden
voimakkuutta.

o Koskapari (X, y) houdattaa 2-ulotteista normaalijakaumaa,
satunnaismuuttujat X jay ovat korreloimattomia, josja
vain jos ne ovat riippumattomia.

o Yleisesti patee:
Cor(x,y) =%1
josjavainjosonolemassavakiot ajab?! O siten, etta
y=a+bxX
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Kaksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot
2-ulotteinen normaalijakauma:

Ehdolliset jakaumat 1/2

2-ulottel sen normaalijakauman ehdolliset jakaumat ovat
normaalisia.

Satunnai smuuttujan y ehdollinen jakauma satunnais-
muuttujan x suhteen on

Y%~ N(m.s )
jossa S
My =E(YIX)=m+1,y ~(x-m)

2

S y|x

=Var(y|x) = (- r2)s’

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot
2-ulotteinen normaalijakauma:

Ehdolliset jakaumat 2/2

2-ulottel sen normaalijakauman ehdolliset jakaumat ovat
normaalisia.

Satunnai smuuttujan x ehdollinen jakauma satunnais-
muuttujan y suhteen on

x|y~N(my,.s3,)
jossa <
m, =E(X|y)=m+ fxys—x(y- m)
y

s2,=Va(x|y)=(1- r2)s?

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot
2-ulotteinen normaalijakauma:

Regressiofunktiot 1/2

o 2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot €li
ehdolliset odotusarvot ovat lineaarisia.

e Satunnaismuuttujan y regressiofunktio satunnais-
muuttujan x suhteen

S
M =E(Y1)=m+r, " (x-m)
madrittel ee xy-koordinaati stossa suoran
Sy
y:In-l_rxyS—(X_ m)

 Suora kulkee satunnaismuuttujien x jay yhteigakauman
todennakdisyysmassan painopisteen (/m, m) kautta.
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Kaksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot
2-ulotteinen normaalijakauma:

Regressiofunktiot 2/2

o 2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot €li
ehdolliset odotusarvot ovat lineaarisia.

e Satunnaismuuttujan X regressiofunktio satunnais-
muuttujan y suhteen

my =E(X|y)=m+r,, X(y m)
maari tteI ee xy—koordl naati stossa suoran
1.5y
y=m+ — ~(x-m)

o Suorakulkee satunnal smuuttujien x jay yhtelgakauman
todennakdisyysmassan painopisteen (/m, m) kautta.
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Kaksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot
2-ulotteinen normaalijakauma:

Regressiosuorat

2-ulottel sen normaalijakauman regressiof unktioiden
madrittelemien regr essiosuor ien yhtaldista

S
y=m+r,y (- m)

1 S
= + T Y (x-
y=m, . SX( m)
nahdaan seuraavaa:

() Josr,, =0, suorat ovat kohtisuorassa toisiaan
vastaan.

(i) Josr, =1, suorat yhtyvat.

TKK
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Kaksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot
2-ulotteinen normaalijakauma:

Regressiosuorien ominaisuudet 1/2

Muuttujan y regressiosuoralla muuttujan x suhteen
y=m e, m)

on seuraavat ominaisuudet:

(1) Josr,, >0, suoraon nouseva.

(i) Josr,, <O, suoraon laskeva.

(i) Jos r, =0, suora on vaakasuorassa.

(iv) Suorajyrkkenee (loivenee), jos
— korrelaationitseisarvo | r | kasvaa (pienenee)
— standardipoikkeama s, kasvaa (pienenee)
— standardipoikkeama s, pienenee (kasvaa)

TKK
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Kaksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot
2-ulotteinen normaalijakauma:

Regressiosuorien ominaisuudet 2/2

e Muuttujan x regressiosuoralla muuttujan y suhteen

y=nl+r1 ' zy(X- m)

on seuraavat ominaisuudet:

(1) Josr,, >0, suoraon nouseva.

(i) Josr,, <O, suoraon laskeva.

(i) Jos r, =0, suora on pystysuorassa.

(iv) Suorajyrkkenee (loivenee), jos
— korrelaationitseisarvo | r | pienenee (kasvaa)
— standardipoikkeama s kasvaa (pienenee)
— standardipoikkeama s |, pienenee (kasvaa)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot
2-ulotteinen normaalijakauma:

Ehdolliset varianssit 1/2

Satunnaismuuttujan y ehdollinen varianss satunnais-
muuttujan x suhteen on

s2 =Var(y|x)=(1- r3)s’
ja se kuvaa satunnai smuuttujan y ehdol lisen jakauman
(satunnai smuuttujan x suhteen) todennékoi syysmassan

hajaantunei suutta regressiosuoran
S
Y=+, Y (x- m)
ymparilla.

TKK
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Kaksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot
2-ulotteinen normaalijakauma:

Ehdolliset varianssit 2/2

Satunnaismuuttujan x ehdollinen varianss satunnais-
muuttujan y suhteen on

Sy =Va(x|y)=(@- r})s;
ja se kuvaa satunnai smuuttujan x ehdol lisen jakauman
(satunnaismuuttujan y suhteen) todennékoi syysmassan
hajaantunei suutta regressiosuoran
y=m+ t S (x- m)
r. S

Xy y

ymparilla.

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot
2-ulotteinen normaalijakauma:

Ehdollisten varianssien ominaisuudet 1/2

e Satunnaismuuttujan y ehdollisella varianssilla satunnais-
muuttujan X suhteen

52, =Var(y|x)=(- r2)s’

On seuraavat ominai suudet:
(i) s §|x £s j

(i) Josr,,=0,niins;, =5,

(iii) Josr,, =#1, niin s, = 0jasatunnaismuuttujien x ja
y yhtelgakauman todennakaisyysmassa keskittyy
muuttujien x jay yhteiselle regressiosuoralle.
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Kaksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot
2-ulotteinen normaalijakauma:

Ehdollisten varianssien ominaisuudet 2/2

e Satunnaismuuttujan X ehdollisella varianssilla satunnais-
muuttujan y suhteen

s2,=Var(x|y)=(1- r3)s’

on seuraavat ominal suudet:
(i) sg £S5

(i) Josr,, =0,niinsy, =5;.

(iii) Josr,, =#1, niin s, = 0jasatunnaismuuttujien x ja
y yhtelgakauman todennakaisyysmassa keskittyy
muuttujien x jay yhteiselle regressiosuoralle.
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Johdatus regressioanalyysiin

Regressioanalyysin lahtékohdat ja tavoitteet

Deterministiset mallit ja regressioanalyysi

Regressiofunktiot ja regressioanalyysi

Kaksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot
>> Regressioanalyysin tehtavat

Regressiomallin lineaarisuus

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Regressioanalyysin tehtavat
Regressiomalli ja sen osat 1/2

e Yhden yhtalon regressiomallin yleinen muoto on

y=f(x;b)+e
jossa
y = selitettdva muuttuja
f(x; b) = mallin systemaattinen €li rakenneosa
e = mallin satunnainen osa

o Mallin systemaattinen osaf (x; b) on selittavan
muuttujan x funktio, joka riippuu funktion f muodon
madrdavasta parametrista b.

« Mallin satunnainen osa eon jaannoster mi, joka
tavallisesti @ riipu salittg asta x.
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Regressioanalyysin tehtavat
Regressiomalli ja sen osat 2/2

* Regressiomallin
y=1f(x;b)+e
systemaattinen osa f (X ; b) kuvaa sdlitettdvan muuttujan y
riippuvuutta selittavasta muuttujasta x.

* Regressioanalyysissa padasiallinen kiinnostus kohdistuu
regressiomallin systemaattiseen osaan f (X ; b) ja sen
muotoon.

e Regressiomallin jaannostermia epidetdan usain pelkkana
virhetermina, mutta jaannoster mista etehdyt ol etukset
vaikuttavat ratkaisevalla tavalla siihen tapaan, jolla
regressioanalyys tehdaan.
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Regressioanalyysin tehtavat
Regressioanalyysi

Regressioanalyys tarkoittaa seuraavia malliin
y=f(x;b)+e

liittyvien tehtavien suorittamista:

—  Funktion f valinta

—  Parametrin b estimointi

—  Parametria b koskevien hypoteesien testaaminen

—  Estimoidun mallin hyvyyden arviointi

— Mallistatehtyjen oletusten tarkistaminen

—  Sditettavan muuttujan kayttaytymisen ennustaminen
jaennusteiden epavar muuden arviointi

TKK
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Johdatus regressioanalyysiin

Regressioanalyysin lahtékohdat ja tavoitteet
Deterministiset mallit ja regressioanalyysi
Regressiofunktiot ja regressioanalyysi
Kaksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot
Regressioanalyysin tehtavat

>> Regressiomallin lineaarisuus

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Regressiomallin lineaarisuus

Regressiomalli

e Olkoon
y=1f(x;b)+e
yhden yhtalon regressiomalli, jossa
y = selitettava muuttuja
f(x; b) = mallin systemaattinen €li rakenneosa
e = mallin satunnainen osa

o Mallin systemaattinen osaf (x; b) on selittavan
muuttujan x funktio, joka riippuu funktion f muodon
madrdavasta parametrista b.

« Mallin satunnainen osa eon jaannoster mi, joka
tavallisesti @ riipu salittg asta x.
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Regressiomallin lineaarisuus
Lineaarinen regressiomalli — miksi?

* Regressiomallin
y=f(x;b)+e
soveltaminen yksi nkertaistuu huomattavasti, jos malin

rakenneosa f (X ; b) on parametrin b suhteen lineaarinen
funktio.

e Josmallinrakenneosaf (x; b) on parametrin b suhteen
lineaarinen funktio, mallia kutsutaan lineaar iseksi
regressiomalliksi.

e Huomautus:

Epélineaaristen regressiomallien soveltaminen e ole nykyisilla
tietokoneilla ja ohjelmistoilla kovinkaan hankal aa.
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Regressiomallin lineaarisuus
Lineaarinen regressiomalli — milloin?
- 1/2

» Valkkaoletus regresssomallin lineaarisuudesta saattaa
tuntua rgjoittavalta, oletus on kaytanngdssa osoittautunut
monissa regressioanal yysin sovellustilanteissa erittain
hyvin toimivaks.

o Erityisesti, jos muuttujat X jay ovat satunnalsmuuttujia,
joiden yhtelg akauma on multinor maalinen, lineaarisen
regressiomallin soveltaminen on perusteltua, koska kaikki
multinormaalijakauman regressiofunktiot eli endolliset
odotusarvot ovat lineaarisia; ks. kappal etta kaksiulotteisen

normaalijakauman regressiofunktiot.
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Regressiomallin lineaarisuus
Lineaarinen regressiomalli — milloin?

— 212

« Lineaarisen regressiomallin soveltaminen saattaa olla
perusteltua myds monissa sellaisissa tilanteissa, joissa
selitettavan muuttujan y riippuvuus selittgasta x on
epdlineaarista:

(1) Muuttujieny jax riippuvuutta voidaan usein
approksimoida ainakin lokaalisti lineaarisella
mallilla

(i) Muuttujieny jax epdineaarinen riippuvuus voidaan
usein linearisoida sopivilla muunnoksilla.
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Regressiomallin lineaarisuus

Epalineaarisen riippuvuuden linearisointi:

Esimerkki 1/2

« Betonin vetolujuus riippuu betonin
Kuivumisajasta.

« Havantoaineisto koostuu 21:sta
|lukuparista

x,y),j=12..,21
jossa
X, = betoniharkon |
kuivumisaika
y, = betoniharkon |
vetolujuus
» Vetolujuus riippuu selvasti
epalineaarisesti kuivumisgasta;
ks. kuviota oikealla.

Vetolujuus (kg/cm2)

50.0

40.0

30.0

20.0

10.0

0.0

Betonin vetolujuuden riippuvuus
kuivumisajasta
L 4
z *
&> r 3
L 4
L 4
o0
*
$
0 5 10 15 20 25 30
Kuivumisaika (vrk)
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Regressiomallin lineaarisuus

Epalineaarisen riippuvuuden linearisointi:

Esimerkki 2/2

 Vetolujuuden epélineaarinen
riippuvuus kuivumisajasta voidaan
linearisoida seuraavilla
muunnoksilla:

x@= 1/x
yi = log(y,)
jossa
X, = betoniharkon |
kuivumisaika
y, = betoniharkon |
vetolujuus

e Vrt. kuviota oikealla eddllisen
kalvon kuvioon.
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