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Valiestimointi

>> Todennakoisyysjakaumien parametrien estimointi
Luottamusvali
Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali
Normaalijakauman varianssin luottamusvali
Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali
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Todenndakoisyysjakaumien parametrien estimointi

Todennakodisyysjakaumat tilastollisten aineistojen
Kuvaajina

o Tilastollinen aineisto koostuu tutkimuksen kohteita
kuvaavien muuttujien havaituista arvoista.

» Tilastollisissa tutkimusasetel missa havaintoihin liittyy aina
epavar muutta ja satunnaisuutta.

o Tilastollisissa tutkimusasetel missa tutkimuksen kohteita
kuvaavat muuttujat tulkitaan satunnaismuuttujiksi, jotka
generoivat muuttujien havaitut arvot.

e Havaintoarvot generoine den satunnaismuuttujien
todennakoi syys akauma muodostaa tilastollisen mallin
sille satunnaisiimioélle, jota havainnot koskevat.
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Todenndakoisyysjakaumien parametrien estimointi

Todennakdisyysjakaumien parametrit 1/2

o Tarkastellaan jotakin tutkimuksen kaikkien mahdollisten
kohtelden muodostaman perusgoukon Salkioiden
ominai suutta kuvaavaa satunnai smuuttujaa X.

o Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa toden-
nakoisyys akaumaa, jonka pistetodennakdisyys- tai
tiheysfunktio

f(x; Q)
riippuu parametrista g .
 Merkint&
X~1(x;q)
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Todenndakoisyysjakaumien parametrien estimointi

Todennakdisyysjakaumien parametrit 2/2

e Satunnaismuuttujan X pistetodenndkoisyys- tai
tiheysfunktio

f(x; Q)
kuvaa satunnai smuuttujan X todennakdisyysakaumaa ja
parametri g kuvaa jotakin jakauman karakteristista
ominaisuutta.

o Koskaparametrin g arvoa e sovellustilanteessa yleensa
tunneta, tilastollisen tutkimuksen tarkeimpia osatehtavia
on estimoida €eli arvioida tuntemattomalle parametrille g
sopiva arvo jakaumasta f(x ; g) poimitun otoksen
perusteella.
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Todenndakoisyysjakaumien parametrien estimointi
Yksinkertainen satunnaisotos

Olkoon
X X, oy X
yksinkertainen satunnaisotos jakaumasta, jonka

pistetodennakadisyys- tai tiheysfunktio f(x ; g) riippuu
parametrista g.

Taloin havainnot X, , X, , ... , X ovat riippumattomia,
Identtisesti jakautuneita satunnaismuuttujia, joillaon sama
pistetodennakadisyys- tal tiheysfunktio f(X ; q):

Xy X, K, XA

X ~f(x;q9),1=1L2,K,n
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Todenndakoisyysjakaumien parametrien estimointi
Havainnot ja havaintoarvot

» Oletetaan, etta satunnaismuuttujat (havainnot)

Xy Xy oo ) X,
saavat poimitussa otoksessa havaituiks arvoikseen luvut
Xqy Xoy weny Xo
e Havaintoarvot
Xqy Xoy een y Xo
vaihtelevat satunnaisesti otoksesta toiseen jakaumasta
f(x; q)

saatavin todennakoisyyksin.
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Todenndakoisyysjakaumien parametrien estimointi

Estimaattorit ja estimaatit 1/2

parametrin g estimoimiseen kaytetdan satunnaismuuttujien
X, Xy, ..., X, funktiota éli tunnuslukua

T=9(X;, X5, ... , X))
Tdloin funktiota T = g(X;, X, , ... , X)) kutsutaan
parametrin g estimaattoriks ja havaintoarvoista

YD S &
|askettua funktion g arvoa

t=g(X, %, ... , X))
kutsutaan parametrin g estimaatiksi.
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Todenndakoisyysjakaumien parametrien estimointi

Estimaattorit ja estimaatit 2/2

e QOlkoon

T=9(X;, X5, ... , X))
jakauman f(x ; g) parametrin g estimaattori.
o Tdllo6in estimaattorin T havaintoarvoista

Xq s Xoy eee 3 X,
|askettu arvo eli estimaatti

t=0(X, %, ..., X))
on satunnaismuuttujan T arvon realisaatio otoksessa.
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Todenndakoisyysjakaumien parametrien estimointi
Estimaattoreiden johtaminen

* Hyvien estimaattore den johtaminen todenndk6isyys-

jakaumien tuntemattomille parametreille on teoreettisen
tilastotieteen keskeisia ongelmia.

o Tarkeimmét estimaattoreiden johtamiseen kaytettavat
menetelmat:

— Suurimman uskottavuuden menetdma
— Momenttimenetelma

Ks. lukua Estimointimenetelmat.
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Todenndakoisyysjakaumien parametrien estimointi
Piste-estimointi ja valiestimointi

o Todenndkoisyysakauman parametrin arvon estimointia
kutsutaan usein piste-estimoinniksi.

e Parametrin estimaattiin on aina syyta liittéa luottamus-
valiksi kutsuttu vali, joka sisaltaa estimoidun parametrin
todellisen, mutta tuntemattoman arvon tietyll&, soveltajan
valitsemalla todennakdisyydel | &.

e Luottamusvdin maaraamista kutsutaan valiestimoinniksl.
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Valiestimointi

Todenndakoisyysjakaumien parametrien estimointi
>> Luottamusvali

Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Normaalijakauman varianssin luottamusvali

Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Luottamusvali
Luottamusvali ja luottamustaso

 Valiestimoinnissa todennakoisyysakauman (X ; q)
tuntemattomalle parametrille g pyritédn maaréamaan
havainnoista riippuva vali, joka tietyll&a, soveltajan
valitsemalla todennakdisyydel g, peittaa
parametrin todellisen arvon.

« Konstruoitua valiakutsutaan luottamusvaliksi javalittua
todenndkoisyytta kutsutaan luottamustasoks.
e Huomautus:

L uottamusvélille ja -tasolle voidaan antaa tulkinnat
todennakoisyyden frekvenssitulkinnan avulla
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Luottamusvali
L uottamusvalin maaraaminen 1/2

e Oletukset:
(1) Olkoon f(x; g) todennakdisyys akauma,
jonka maaraa tuntematon parametri g.
(i) Olkoon X;, X, , ..., X  satunnaisotos
jakaumasta f(x ; g).

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Luottamusvali
L uottamusvalin maaraaminen 2/2

e Valitaan luottamustaso (1 - a) siten, etta
0<1l- ax<l
o Maardtdan satunnaismuuttujat
L=L(X,X,,K,X)
U=U(X,X,,K,X)
Siten, etta
Pr(gl (L,U))=1-a
o Taloin sanomme, ettavdli (L,U) on parametrin g
luottamusvali luottamustasolla (1 - a).

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Luottamusvali
Luottamusvalin maaraaminen: Kommentti

o Luottamusvdlin (L,U) paatepisteet L ja U riippuvat yleensa
seka havainnoista

X X, oy X
etta valitusta |luottamustasosta
(1- a)
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Luottamusvali
Luottamustason ja -valin frekvenssitulkinta

Oletetaan, etta luottamustasoksi on valittu (1 - a).

L uottamustasolle ja siithen liittyvalle luottamusvdlille
voldaan antaa seuraava frekvenssitulkinta:

(1) Jos otantaa jakaumastaf(x ; g) toistetaan, keskimaarin
100" (1- a) %
otoksista konstruoiduista luottamusvd ei sté peittaa
parametrin g todellisen arvon.
(1) Jos otantaa jakaumasta f(x ; g) toistetaan, keskimaarin
100" a %
otoksista konstruoiduista luottamusvaeista el peita
parametrin g todellista arvoa.

TKK
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Luottamusvali

Johtopaatokset luottamisvaleista

o Oletetaan, ettd olemme tehneet johtopaatoksen, etta
konstruoitu luottamusvali peittéa parametrin g
tuntemattoman todellisen arvon:

(1) Luottamusvdalin konstruktiosta seuraa, etta tehty
johtopdétds on oikea 100" (1 - a) %:ssatapauksia.

(i) Luottamusvain konstruktiosta seuraa, ettatehty
johtopéétds on vaara 100" a %:ssa tapauksia.

e Huomautus:

Virheellisen johtopaatoksen mahdollisuutta el saada haviamaan,
ella luottamusvdlia tehda aarettoman leveaks, jolloin vali el
enaa sisalla informaatiota parametrin g oikeasta arvosta.
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Luottamusvali
Luottamusvalit:

Esimerkkeja

Olkoon

n

X, Xy s oen ) X

yksinkertainen satunnaisotos jakaumasta f(x ; g).

Tarkastellaan seuraavien jakaumien parametrien
luottamusva g a (ks. monisteen Todennaksisyyslaskenta [uKuja

Diskreetteja jakaumia jaJatkuvia jakaumia)Z

Nor maalijakauman odotusarvon luottamusvali
Normaalijakauman varianssin luottamusvali

Ber noulli-jakauman odotusar vopar ametrin
luottamusvali

TKK

(c) likka Mellin (2006) 19



Valiestimointi

Todenndakoisyysjakaumien parametrien estimointi
Luottamusvali

>> Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali
Normaalijakauman varianssin luottamusvali
Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Esimerkki — 1/4

Kone tekee ruuveja, joiden

_ _ _ _ Luokkavalit] Luokkafrekvenssit
pituudet vaihtelevat satunnaisesti (9.85,9.90] 1
noudattaen normaalijakaumaa; (9.90,9.95] 2
ks. esimerkkia luvussa (9.95,10.00] 6
Tilastollisten aineistojen (10.00,10.05] 3
. . (10.05,10.10] 5

uvaaminen. (10.10,10.15] 4
Ruuvien joukosta poimitaan (10.15,10.20] 5
yksinkertainen satunnaisotos, (10.20,10.25] 3

(10.25,10.30] 1

jonka koko n = 30 ja otokseen

poimittujen ruuvien pituudet
mitataan.

Taulukko oikealla esittéa

pituuksien luokiteltua frekvenssi-

jakaumaa.

TKK
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Esimerkki — 2/4

« Kuvaoikeallaesittaa otokseen
poimittujen ruuvien pituuksien
luokiteltua frekvenssijakaumaa 7

Ruuvien pituuksien luokiteltu
frekvenssijakauma

vastaavaa histogrammia. 6
 Luokkavalit maaraavat 5
histogrammin suorakaiteiden o,
kannat. % 5 |
e Suorakaiteiden korkeudeton | 2
valittu niin, etta suorakaiteiden 1]
pinta-alat suhtautuvat toisiinsa 0

9.8 9.9 10.0 10.1 10.2 10.3 10.4

kuten vastaavat |uokka-
frekvenssit.

Pituus (cm)
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Esimerkki — 3/4

Y hteenveto otostiedoista:
Pituuksien aritmeettinen
keskiarvo:
X =10.09 cm
Pituuksien keskihajonta:
s= 0.1038 cm
Huomautus:

Jos otantaa toi stetaan,

kaikki otosta koskevat tiedot
(sekad havaintoarvot etta niista
|asketut otossuureet)
vaihtelevat satunnaisesti
otoksesta toi seen.

Frekvenssi

Ruuvien pituuksien luokiteltu
frekvenssijakauma

9.8

9.9 10.0 10.1 10.2 10.3

Pituus (cm)

10.4

TKK
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Esimerkki — 4/4

 Ongelma: — _ _
Mita koneen tekemien ruuvien Ruuv;fgk?,letﬂ:zﬁfknaburs z'teltu
todellisesta keskipituudesta 7
voidaan tietda yhdesta 6 1
otoksesta saatujen tietojen 5
perusteel|a? o,

e Ratkaisu: é 31
Konstruoidaan vali, joka 2]
valitulla todennakdisyydella 1
Slsaltaa rUUVIen tOdel | |Sen X 9.8‘ 9.9 10.0 10.1 10.2 10.3 ‘10.4
keskipituuden. pituus (cm)
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali
Normaalijakauma ja sen parametrointi

Satunnai smuuttuja X noudattaa nor maalijakaumaa
N(m s 2), jos sen tiheysfunktio on
1 I lgx- mp U

f(x;ms?)=

-¥<m<+¥,5>0
Normaalijakauman parametreina ovat jakauman
odotusarvo

E(X)=n
javarianss
Var(X)=s"

TKK
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali
Otos normaalijakaumasta

e Olkoon
X X, oy X
(yksinkertainen) satunnaisotos normaalijakaumasta
N(m s ?)
o Tdlldin satunnaismuuttyjat X, , X, , ... , X, ovat
riippumattomia ja noudattavat samaa normaalijakaumaa
N(m s ?)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Normaalijakauman parametrien estimointi

Estimoidaan normaalijakauman N(m s 2) parametrit
mja s 2 niiden harhattomilla estimaattoreilla:

(1) Odotusarvoparametrin mharhaton estimaattori:

> 18
X==a X
nia;l |
(if) Varianssiparametrin s 2 harhaton estimaattori:
s° :ié (Xi B X)2

n- 1|:1

TKK
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamustaso

o Maardtdan luottamusvali normaalijakauman odotus-
arvoparametrille m

e Valitaan luottamustasoks
1- a
» Luottamustaso kiinnittéda todennakdisyyden, jolla

konstruoitava luottamusvali peittéa normaalijakauman
odotusarvon mtodellisen arvon.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali
Luottamuskertoimet

o Olkoon valittu luottamustaso (1 — a).
e Maéaarataan luottamuskertoimet —t_,, ja+t_, siten, etta

a
Pr(t£-t =—
( a/2) 2

P +1,,.) =
j0ssa satunnai smuuttujat noudattaa Studentin t-jakaumaa
vapausastein (n — 1):
t t(n-1
* Luottamuskertoimet —t_,, ja+t_,, toteuttavat endon
Pr(-t, ,EtE+t, ,)=1-a

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamuskertoimien maaraaminen:
Havainnollistus

L uottamuskertoimet —t_,, ja

+t_,, Jakavat t-jakauman tiheys-

funktion kuvagjan alle j&&van

todenndkdisyysmassan (= 1)

kolmeen osaan:

(1) Pisteen—t_,, vasemmalle
puolelle j8& a/2 % massasta.

(2) Pisteen +t_, oikealle
puolelle jaa a/2 % massasta.

t-jakauman tiheysfunktio

al2 1- a

al2

_ta/Z 0 +ta/2

valiinjda(1- a) %
massasta.
Huomaa, etta

al2+al2+(1- a=1

TKK
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali
Luottamusvali normaalijakauman odotusarvolle

e Normaalijakauman odotusarvoparametrin miuottamus-
vali luottamustasolla (1 - a) on muotoa

?x-

jossa
X = havaintojen aritmeettinen keskiarvo
s> = havaintojen harhaton otosvarianss

n = havaintojen lukumaara
+

S o S Q
talzﬁ , X +ta/2ﬁ§

B ta/2 1 tal2
= luottamustasoon (1 - &) liittyvét luottamus-
kertoimet t-jakaumasta vapausastein (n — 1)
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvali ja sen pituus 1/2

 Normaalijakauman odotusarvon miuottamusvali
luottamustasolla (1 - &) esitetdan usein muodossa

- S
X+t ——

al2 \/ﬁ
koska vali on symmetrinen keskipisteensa X suhteen.

« Normaalijakauman odotusarvon miuottamusvalin pituus
on

, S
2 talzﬁ
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvali ja sen pituus 2/2

Normaalijakauman odotusarvon miuottamusvali
luottamustasolla (1 - a):

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvalin johto 1/8

Olkoon
Xy Xy oo ) X

yksinkertainen satunnaisotos normaalijakaumasta
N(m s ?)

Olkoon

>_1¢
X==a X
nia;1 |
havaintojen X, , X, , ..., X, aritmeettinen keskiarvo ja
1 ¢ o
s =——aq (X, - X)?
72 (X X)
havaintojen X, , X, , ..., X, (harhaton) otosvarianss.

TKK
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvalin johto 2/8

* Maaritellaan satunnaismuuttuja

(= X-m
s/vn
e Satunnaismuuttujat voidaan kirjoittaa muotoon
X-m
tz)?-m:i-mxs _ s/Jn
SRS E a9
n-1

* Madrétaan satunnaismuuttujan t jakauma tarkastelemalla erikseen
satunnalsmuuttujan t osoittajaa ja nimittgaa.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvalin johto 3/8

Satunnaismuuttujan t osoittaja maarittel ee satunnai smuuttujan
Z:X-m

s//n
Satunnaismuuttuja Z noudattaa normaalijakautuneen otoksen

aritmeettisen keskiarvon otogakaumaa koskevan tuloksen perustedlla
standardoitua normaalijakaumaa N(0,1):

Z N(O,)
Todistus: ks. lukua Otokset ja otosjakaumat.

TKK
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali
Luottamusvalin johto 4/8

Satunnaismuuttuja t nimittdja maérittel ee satunnal smuuttujan
2

V=(n- )
S

Satunnaismuuttuja V noudattaa normaalijakautuneen otoksen
varianssin otosjakaumaa koskevan tuloksen perustedla ¢? -jakaumaa
vapausastein (n—1):

V  c?*(n-1)
Todistus: ks. lukua Otokset ja otosjakaumat.

TKK
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvalin johto 5/8

Edella on todettu, etta

Z N(0,1

V  c?*(n-1)
Liséks volidaan osoittaa, etta satunnaismuuttujat Zja 'V ovat
riippumattomia; todistus. ks. lukua Otoksetja otosjakaumat.

Siten satunnaismuuttuja

_X-m_ L
~s/4n \/T
n-1
noudattaa Studentin t-jakaumaa vapausastein (n — 1) suoraan

jakauman maaritelman mukaan:
t t(n-1)

t

TKK
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvalin johto 6/8

Maarataan t-jakaumasta vapausastein (n — 1) piste +t_, siten, etta
Pr(ts +t_,,) :%

jolloin (t-jakauman symmetrian perusteella)
Prt£-t,,,) :%

jaedelleen
Pr(-t,,, Et£+t,,)=1- a

TKK
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvalin johto 7/8

o Tarkastellaan epayhtal 6ketjua
- ta/2 EtE +ta/2

« Sijoittamalla tdhan epayhtal Oketjuun satunnaismuuttujan t lauseke,
saadaan epayhta oketju

X-m
-t E——E£+t
al2 S / /_n al2
o Tasta epayhtél Oketjusta saadaan sen kanssa yhtapitava epayhtal oketju

K-t — £ mE X+t

S
a/2\/ﬁ alzﬁ
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvalin johto 8/8

* Yhdistdmélla saatu epayhtdl o siihen, etta
Pr(-t,, EtE£+t,,,)=1-a
saadaan vihdoin

Praex_ t £ mE X +t

8 a/2\/_ a/2\/_—

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvalin frekvenssitulkinta 1/2

* Normaalijakauman odotusarvon miuottamusvalin

S C
? ta/Z\/_ talzﬁé

konstruktiosta seuraa, etta

Prge‘Z t, > f £ mE X +ta,2%%: 1- a
e Siten konstruoitu luottamusvdli peittaa parametrin m
todellisen arvon todenndkoisyydella (1 - a) jase e peita
parametrin mtodellista arvoa todennakdisyydella a.
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali
Luottamusvalin frekvenssitulkinta 2/2

Normaalijakauman odotusarvon miuottamusvélille
voidaan antaa seuraava frekvenssitulkinta:

(i) Jos otantaa jakaumasta N(m s 2) toistetaan,
keskimaarin
100" (1- a) %
otoksista konstruoiduista luottamusvd e sta peittaa
parametrin mtodellisen arvon.
(i1) Jos otantaa jakaumasta N(m s 2) toistetaan,
keskimaarin
100" a %
otoksista konstruoiduista luottamusvaeista el peita
parametrin ntodellista arvoa.

TKK
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali
Luottamusvalin ominaisuudet 1/2

* Normaalijakauman odotusarvon mluottamusvalin
keskipiste X vaihtel ee otoksesta toiseen.

o Luottamusvdlin pituus

, S
2°t,,—
/2 \/ﬁ

val htel ee otok sesta tol seen.

e Luottamusvalin pituus riippuu valitusta luottamustasosta
(1- a), havaintojen lukumaarasta n ja otosvarianssista s? .
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali
Luottamusvalin ominaisuudet 2/2

« Luottamusvali lyhenee (pitenee), jos luottamustasoa
(1- a) pienennetdan (kasvatetaan).

« Luottamusvdli lyhenee (pitenee), jos havaintojen
lukumaar aa n kasvatetaan (pienennetaan).

o Luottamusvali lyhenee (pitenee), jos otosvarianssi 2
pienenee (kasvaa).

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Vaatimukset luottamusvalille

« Olis toivottavaa pystya konstruoimaan odotusarvolle
mmahdollisimman lyhyt luottamusvdli, johon liittyva
luottamustaso olisi mahdollissmman korkea.

o Vaatimusten samanaikainen tayttdminen e ole kuitenkaan
mahdollista, jos otoskoko pidetaan kiinteana:

(1) Luottamustason kasvattaminen pidentaa luottamus-
valig, jolloin tieto parametrin mtodellisen arvon
sijainnista tulee epatarkemmaksi.

(i1) Luottamusvalin lyhentdminen pienentaa luottamus-
tasoa, jolloin tieto parametrin mtodellisen arvon
sijainnista tulee epavarmemmaksi.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 46



Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Johtopaatokset luottamusvalista

Oletetaan, ettd olemme tehneet johtopaatoksen, etta
konstruoitu luottamusvali pelttda odotusarvoparametrin m
todellisen arvon:

(1) Luottamusvdalin konstruktiosta seuraa, etta tehty
johtopdétds on oikea 100" (1 - a) %:ssatapauksia.

(i) Luottamusvain konstruktiosta seuraa, ettatehty
johtopéétds on vaara 100" a %:ssa tapauksia.

Huomautus:

Virheellisen johtopaatoksen mahdollisuutta el saada haviamaan,
ella luottamusvdlia tehda aarettoman leveaks, jolloin vali el
enaa sisalla informaatiota odotusarvoparametrin ntodellisesta
arvosta.

TKK

(c) likka Mellin (2006) a7



Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Esimerkki (jatkuu) — 1/4

Eréén koneen tekemien ruuvien joukosta poimittiin yksinkertainen
satunnaisotos ja ruuvien pituudet mitattiin.

Otoskoko: n=30
Pituuksien aritmeettinen keskiarvo: X =10.09 cm
Pituuksien otoskeskihajonta: s= 0.1038 cm

Konstruoidaan ruuvien todelliselle keskipituudel le mluottamusvali
|uottamustasolla 0.95.

Valitaan luottamuskertoimet —t, s ja +t; o5 Siten, etta
Pr(t £ - ty05) = Pr(t 3 +t5055) = 0.025
jossa satunnaismuuttuja t noudattaa Studentin t-jakaumaa
vapausastein n— 1 = 29,
L uottamuskertoimet —t, .= ja+t; 5 toteuttavat endon
Pr(- tyos £ E +y5) =0.95

TKK

(c) likka Mellin (2006)



Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Esimerkki (jatkuu) — 2/4

 t-jakauman taulukoista nahdéan,

t(29)-jakauman tiheysfunktio
etta 05

Pr(t3 +2.045) = 0.025 o |
Pr(t £ —2.045) = 0.025
kun vapausasteiden lukumaara 03
n—1=29 0.2
» Siten luottamuskertoi met o, | 99 0.95 0.025
ovat:
*oges = 2045 T 2045 0  +2045
g 005 = —2.045

 Kuvio oikeala havainnollistaa
|luottamuskertoimien valintaa.

TKK (c) likka Mellin (2006)



Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Esimerkki (jatkuu) — 3/4

e Luottamusvaliks saadaan:;

X+t - =10.00+2.045 21958
Jn V30
=10.09+0.04
= (10.05,10.13)

o Siten tiedamme, etta ruuvien todellinen keskipituus on
todennakoisyydella 0.95 valilla

(10.05, 10.13)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Esimerkki (jatkuu) — 4/4

Luottamustason 0.95 tulkinta:

Oletetaan, etta poimimme koneen tekemien ruuvien joukosta

toistuvasti yksinkertaisia satunnaisotoksia, joiden koko on 30 ja

konstruol mme jokaisesta otoksesta 95 %:n luottamusvalin edella

esitetylla menetel malla.

Taloin:

(1) Konstruoidusta valeista keskimaarin 95 % peittaa ruuvien
todellisen, mutta tuntemattoman keski pituuden.

(i) Kongtruoidusta valeista keskimaarin 5 % e peita ruuvien
todellista, mutta tuntematonta keskipituutta.

TKK
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Otoskoon maaraaminen 1/4

Monissa tutkimustilantei ssa toivotaan, etta parametrille
voitaisiin muodostaa mahdollisimman lyhyt luottamusvdli.

Normaalijakauman odotusarvon miuottamusvalin pituus
riippuu otoskoosta siten, etta vali lyhenee, jos havaintojen
lukumaaraa n kasvatetaan.

Tama normaalijakauman odotusarvon miluottamus-
valin ominaisuus mahdollistaatietyin ehdoin otoskoon
valitsemisen sellaisellatavalla, etta luottamusvaliks
saadaan (suunnilleen) halutun mittainen vali.

Oletetaan siis, etta normaalijakauman odotusarvo-
parametrille mhalutaan konstruoida luottamusval, jonka
toivottu pituus on 2A.

TKK
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Otoskoon maaraaminen 2/4

e Josnormaalijakauman varianssi s 2 tunnetaan, normaali-
jakauman odotusar voparametrin mluottamusvaliksi
luottamustasolla (1 - a) saadaan

X2,
jossa
X = havaintojen aritmeettinen keskiarvo
S 2 = havaintojen oletettu varianss
n = otoskoko
“Zapy T2y

= |uottamustasoon (1 - a) liittyvéat luottamus-
kertoimet normaalijakaumasta N(O,1)

TKK (c) likka Mellin (2006)



Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Otoskoon maaraaminen 3/4

o Josdlis kaytettavissa on ennakkotietoa perusjoukon
varianssista s 2, voidaan otoskoko n ratkaista yhtal 6sté

2,12 % =A
jossa
Z,, = luottamustasoon (1 - a) liittyva luottamus-
kerroin normaalijakaumasta N(0,1)
S 2 = havaintojen oletettu varianss
n otoskoko
2A = toivottu pituus luottamusvdlille

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali
Otoskoon maaraaminen 4/4

* Siten tarvittava otoskoko on

.2
A g
e Huomautus:

Tarvittavan otoskoon kaavasta ndhdaan, etta mita lyhyempaa
|luottamusvélia toivotaan, sita suurempi otos on poimittava:

Esimerkiks, jos luottamusvalin pituus halutaan puolittaa, pitéa
havaintoja keréta 4 kertaa enemman.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Valiestimointi

Todenndakoisyysjakaumien parametrien estimointi
Luottamusvali

Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali
>> Normaalijakauman varianssin luottamusvali
Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauman varianssin luottamusvali
Normaalijakauma ja sen parametrointi

Satunnai smuuttuja X noudattaa nor maalijakaumaa
N(m s 2), jos sen tiheysfunktio on
1 I lgx- mp U

f(x;ms?)=

-¥<m<+¥,5>0
Normaalijakauman parametreina ovat jakauman
odotusarvo

E(X)=n
javarianss
Var(X)=s"

TKK
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Normaalijakauman varianssin luottamusvali
Otos normaalijakaumasta

e Olkoon
X X, oy X
(yksinkertainen) satunnaisotos normaalijakaumasta
N(m s ?)
o Tdlldin satunnaismuuttyjat X, , X, , ... , X, ovat
riippumattomia ja noudattavat samaa normaalijakaumaa
N(m s ?)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauman varianssin luottamusvali

Normaalijakauman parametrien estimointi

Estimoidaan normaalijakauman N(m s 2) parametrit
mja s 2 niiden harhattomilla estimaattoreilla:

(1) Odotusarvoparametrin mharhaton estimaattori:

> 18
X==a X
nia;l |
(if) Varianssiparametrin s 2 harhaton estimaattori:
s° :ié (Xi B X)2

n- 1|:1

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauman varianssin luottamusvali

Luottamustaso

o Maardtdan luottamusvali nor maalijakauman
varianssiparametrille s 2.

e Valitaan luottamustasoks
1- a
» Luottamustaso kiinnittéda todennakdisyyden, jolla

konstruoitava luottamusvali peittéa normaalijakauman
varianssin s 2 todellisen arvon.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauman varianssin luottamusvali

Luottamuskertoimet

e Olkoon valittu luottamustaso (1 - a).
« Méaarétéan luottamuskertoimet ¢?,,, ja c?, ,siten, etta

Pr(c” € 2,1) =5

a
Pr(c:2 3 65/2) :E
j0ssa satunnai smuuttuja ¢? noudattaa ¢?-jakaumaa

vapausastein (n — 1):
c> c*(n-1
e Luottamuskertoimet ¢; ,,, ja cZ,,toteuttavat ehdon
Pr(c;,,£c*£c,,)=1-a

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauman varianssin luottamusvali
Luottamuskertoimien maaraaminen:

Havainnollistus

. 2
* Luottamuskertoimet Ciar ¢’ -jakauman tiheysfunktio

jac?,, jakavat c2-jakauman

tiheysfunktion kuvagjan alle

jaavan todenndkdisyysmassan

(= 1) kolmeen osaan:

(1) Pisteen c?,,,vasemmalle
puolelle jaa al2 % massasta. /2

(2) Pisteen ¢?,, oikealle N

al2

puolelle jaa a/2 % massasta.

1-a al?

(3) Pisteiden Clz-alz ja Cj/z Ci a2 Carz

valiinjaa(1- a) %
massasta.

e Huomaa, etta
al2z+al2+(1- a)=1

TKK (c) likka Mellin (2006)



Normaalijakauman varianssin luottamusvali
Luottamusvali normaalijakauman varianssille

e Normaalijakauman varianssiparametrin s 2 luottamus-
vali luottamustasolla (1 - a) on muotoa

&n-1Ds® (n-1s° 0
& |
Ca/2 Cian Q
jossa
s = havaintojen harhaton otosvarianss

= havaintojen lukumaara

2 2
Cl—a/Z ’ Ca/2

= luottamustasoon (1 - a) liittyvét luottamus-
kertoimet c¢?-jakaumasta vapausastein
(n-1)

TKK (c) likka Mellin (2006)



Normaalijakauman varianssin luottamusvali
Luottamusvali ja sen pituus

Normaalijakauman varianssin s 2 luottamusvalin pituus
on

e C
(-5 ;- 5 <
gcl-alz CaIZQ

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauman varianssin luottamusvali

Luottamusvalin johto 1/5

Olkoon
Xy Xy oo ) X
yksinkertainen satunnaisotos normaalijakaumasta
N(m s ?)
Olkoon
3
=— X.
n ,a:‘l |
havaintojen X, , X, , ..., X, aritmeettinen keskiarvo ja
1 J -
s =——gq (X - X)?
72 (X X)
havaintojen X, , X, , ..., X, (harhaton) otosvarianss.

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauman varianssin luottamusvali
Luottamusvalin johto 2/5

o Maéritellddn satunnaismuuttuja

n- s’
o2 =(0-D
S
e  Satunnaismuuttuja ¢? noudattaa normaalijakautuneen otoksen

varianssin otosgjakaumaa koskevan tuloksen perustedlla c?-jakaumaa
vapausastein (n — 1):

c® c¢*(n-1)
Todistus: ks. lukua Otokset ja otosjakaumat.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauman varianssin luottamusvali

Luottamusvalin johto 3/5

« Mé&ardtaén c?jakaumasta vapausastein (n — 1) piste ¢/, ,, Siten, etta

Pr(c*£c,,,) :%

japiste c?,,siten, etta
a
Pr(c®3 cZ,,) =5

jolloin

Pr(c..Ec”£c,,)=1-a

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauman varianssin luottamusvali

Luottamusvalin johto 4/5

o Tarkastellaan epayhtal 6ketjua
Clz-a/Z £ CZ £ 65/2
e Sijoittamallatahén epayhtal 6ketjuun satunnaismuuttujan ¢? lauseke,
saadaan epayhtal oketju

2
> (M-Ds” .
Cl—a/2£ 52 £C(:I/Z

o Tasta epayhtél Oketjusta saadaan sen kanssa yhtapitava epayhtal oketju
_ 2 _ 2
(n 21)5 £sg (n 21)s

Ca/2 C1—51/2

TKK (c) llkka Mellin (2006) 68



Normaalijakauman varianssin luottamusvali

Luottamusvalin johto 5/5

« Yhdistdmall& saatu epayhtd o siihen, etta
Pr(ci.,£c’£c;,)=1-a

saadaan vihdoin
2 2 A
- - 0]
Prg(nT]')Sf:sz £m2—1)8+:1_ a
Caro Ciarz @

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauman varianssin luottamusvali

Luottamusvalin frekvenssitulkinta 1/2

e Normaalijakauman varianssin s 2 luottamusvéalin
&n-1Ds° (n-1)s° 0

& o
Ca/2 1a/2 Q
konstruktiosta seuraa, etta

&n 1)s s?g (n—zl)s2 2:1_ a
8 Cav/2 Cl—a/2 2

« Siten konstruoitu luottamusvali peittaa parametrin s 2
todellisen arvon todenndkoisyydella (1 - a) jase e peita

parametrin s 2 todellista arvoa todenndkdisyydella a.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 70



Normaalijakauman varianssin luottamusvali
Luottamusvalin frekvenssitulkinta 2/2

Normaalijakauman odotusarvon s 2 luottamusvélille
voidaan antaa seuraava frekvenssitulkinta:

(i) Jos otantaa jakaumasta N(m s 2) toistetaan,
keskimaarin
100" (1- a) %
otoksista konstruoiduista luottamusvd e sta peittaa
parametrin s 2 todellisen arvon.

(i1) Jos otantaa jakaumasta N(m s 2) toistetaan,
keskimaarin
100" a %
otoksista konstruoiduista luottamusvaeista el peita
parametrin s 2 todellista arvoa.

TKK

(c) likka Mellin (2006) 71



Normaalijakauman varianssin luottamusvali
Luottamusvalin ominaisuudet 1/2

Normaalijakauman varianssin s 2 luottamusvain pituus
e 1 1 C
(n-)s’c——- =
8cl-a/2 Cajo @
vai htel ee otok sesta toi seen.

L uottamusvalin pituus riippuu valitusta luottamustasosta
(1- a)jaotosvarianssista s® seka (jonkin verran)
havaintojen lukumé&arastan .

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauman varianssin luottamusvali
Luottamusvalin ominaisuudet 2/2

L uottamusvali lyhenee (pitenee), jos luottamustasoa
(1- a) pienennetdan (kasvatetaan).

L uottamusvali lyhenee (pitenee), jos otosvarianssi s
pienenee (kasvaa).

L uottamusvdin pituus pysyy suunnilleen samana, j0S
havaintojen lukumaaraa n muuttuu.

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauman varianssin luottamusvali
Vaatimukset luottamusvalille

Olis toivottavaa pystya konstruoimaan varianssi-
parametrille s 2 mahdollisimman lyhyt luottamusvali,
johon liittyva luottamustaso olisi samanaikai sesti
mahdollismman korkea.

Vaatimusten samanaikainen tayttaminen e ole kuitenkaan
mahdollista:

(1) Luottamustason kasvattaminen pidentaa luottamus-
valid, jolloin tieto parametrin s 2 todellisen arvon
sijainnista tulee epatarkemmaksi.

(i1) Luottamusvalin lyhentdminen pienentaa luottamus-
tasoa, jolloin tieto parametrin s 2 todellisen arvon
sijainnista tulee epavarmemmaksi.

TKK
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Normaalijakauman varianssin luottamusvali

Johtopaatokset luottamusvalista

o Oletetaan, ettd olemme tehneet johtopaatoksen, etta
konstruoitu luottamusvali peittéa varianssiparametrin s 2
todellisen arvon:

(1) Luottamusvdalin konstruktiosta seuraa, etta tehty
johtop&étds on oikea 100" (1 - a) %:ssatapauksia.

(i) Luottamusvain konstruktiosta seuraa, ettatehty
johtopéétds on vaara 100" a %:ssa tapauksia.

e Huomautus:

Virheellisen johtopaatoksen mahdollisuutta el saada haviamaan,
ella luottamusvdlia tehda aarettoman leveaks, jolloin vali el
enaa sisalla informaatiota varianss parametrin s 2 todellisesta
arvosta.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 75



Valiestimointi

Todenndakoisyysjakaumien parametrien estimointi
Luottamusvali
Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali
Normaalijakauman varianssin luottamusvali

>> Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Bernoulli-jakauma ja sen parametrointi 1/2

Olkoon A on kiinnostuksen kohteena olevatapahtuma ja
Pr(A)=p
Pr(A=1- p=q
Maaritelladn satunnaismuuttuja
X :‘:,L Jjos A tapahtuu
10, jJos A e tapahdu
Taloin X noudattaa Ber noulli-jakaumaa parametrinaan
p=Pr(A) = E(X)
Merkitaan:
X Ber(p)

TKK (c) likka Mellin (2006)



Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Bernoulli-jakauma ja sen parametrointi 2/2

* Bernoulli-jakauman Ber(p) pistetodennakaoi syysfunktio on
f(xp)=pq™,x=01
O<p<l
q=1-p

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Otos Bernoulli-jakaumasta

e Olkoon
X X, oy X
(yksinkertainen) satunnaisotos Bernoulli-jakaumasta
Ber(p)
o Tdlloin satunnaismuuttyjat X, , X, , ... , X, ovat
riippumattomia ja noudattavat samaa Bernoulli-jakaumaa
Ber(p)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 79



Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali
Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin

estimointi 1/2

Estimoidaan Bernoulli-jakauman Ber(p) odotusarvo-
parametri p sen harhattomalla estimaattorilla:

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali
Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin

estimointi 2/2

Koska
X 11, Jos A tapahtuu

710, jos A d tapahdu

=1
jossa f on tapahtuman A frekvenssi otoksessa.

Siten Bernoulli-jakauman parametrin p estimaattori

p= %é X, = %
=1
on tapahtuman A suhteellinen frekvenss otoksessa.

TKK
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali
Luottamustaso

o Maardtaan luottamusvali Bernoulli-jakauman odotus-
arvoparametrille p.

e Valitaan luottamustasoks
1- a
» Luottamustaso kiinnittéda todennakdisyyden, jolla

konstruoitava luottamusvali peittéa Bernoulli-jakauman
parametrin p todellisen arvon.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamuskertoimet

Olkoon valittu luottamustaso (1 - Q).
Maarataan luottamuskertoimet -z, ja+z,,, Siten, etta

a
Pr(z£ -z = —
( 3/2) 2

PH(2° +2,,) =5
J0ssa satunnal smuuttuja z noudattaa standar doitua
normaalijakaumaa:
z N(0,1
L uottamuskertoimet —z,, ja+z,,, toteuttavat endon
Pr(-z,,£EzE+z,,,)=1-a

TKK
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamuskertoimien maaraaminen:
Havainnollistus

L uottamuskertoimet -z, ja

+2,,, Jakavat normaalijakauman

tiheysfunktion kuvagjan alle

jaavan todenndkdisyysmassan

(= 1) kolmeen osaan:

(1) Pisteen-z,, vasemmalle
puolelle j8& a/2 % massasta.

(2) Pisteen +z,,, oikealle
puolelle jaa a/2 % massasta.

(3) Pisteiden—z,, ja+z,,
valiinjaa (1- a) %
massasta.

Huomaa, etta

al2+al2+(1- a=1

0.5

0.4

0.3 1

0.2 1

0.1 1

N(0,1)-jakauman tiheysfunktio

al2 1- a al2

_Za/Z 0 +Za/2

TKK
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali
Luottamusvali Bernoulli-jakauman odotusarvolle

« Bernoulli-jakauman odotusar voparametrin p
approksimatiivinen luottamusvali luottamustasolla

(1- a) on muotoa

&, p(l- p) . D(1- p)C
Qp' Za/z\/p( P) ’ p"'za/z\/p( p)—i
e n L

jossa
P = parametrin p harhaton estimaattori
n = havaintojen lukumaara
“Zyp s Ty

= |uottamustasoon (1 - a) liittyvéat luottamus-
kertoimet normaalijakaumasta N(O,1)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 85



Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvali ja sen pituus 1/2

« Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin p
approksimatiivinen luottamusvali luottamustasolla (1 - a)
esitetddn usein muodossa

R P(l- [
p * Za/2\/ p( p)
n
koska vali on symmetrinen keskipisteensa p suhteen.

 Bernoulli-jakauman parametrin p approks matiivisen
luottamusvalin pituuson

> 7 \/ p- P)

n

TKK (c) llkka Mellin (2006) 86



Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvali ja sen pituus 2/2

Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin p
approksimatiivinen luottamusvali luottamustasolla (1 - a):

TKK
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvalin johto 1/5

e Olkoon
Xy Xy oo ) X
yksinkertainen satunnaisotos Bernoulli-jakaumasta

Ber(p)
e Olkoon

. 13
= _ X.
P nia:.1 i
har haton estimaattori parametrille p.

« Huomaa, ettd pon havaintojen X, , X, , ..., X aritmeettinen
keskiarvo.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvalin johto 2/5

o Maéritellddn satunnaismuuttuja
,=__P- P
JP@- p)/n
e Satunnaismuuttuja z noudattaa Bernoulli-jakautuneen otoksen
suhteellisen osuuden otogakaumaa koskevan tuloksen perusteella
suurissa otoksissa approksmatiivisesti standardoitua
normaalijakaumaa N(0,1) :
z ., N0
K'S. monisteen Todennaksisyyslaskenta lukua Stokastiikan konvergenssi-
kasitteet ja raja-arvolauseet.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvalin johto 3/5

Maarataan normaalijakaumasta N(0,1) piste +z_,, siten, etta
Pr(z3 +z,,,) :%

jolloin (normaalijakauman symmetrian perusteel|a)
Pr(zE-z,,) :%

jaedelleen

Pr(-z,,£Ez£+z,,,)=1-a

TKK
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvalin johto 4/5

o Tarkastellaan epayhtal 6ketjua
~Zyy £zE tZ,,

« Sijoittamalla tdhan epayhtal Oketjuun satunnai smuuttujan z lauseke,
saadaan epayhtal oketju

p-p
-2, £ £+z
al?2 \/f)(l- f))/n al2
o Tasta epayhtél Oketjusta saadaan sen kanssa yhtapitava epayhtal oketju
pd- p) pd- p)
n

P- 2, £EpEp+z,
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvalin johto 5/5

e Yhdistamalla saatu epayhtal o siithen, etta
Pr(_ Za/2 £zE +Za/2) —a 1-a
saadaan vihdoin

k. 1- "
Prgp' Za/2 wf'pf'p-l_zam
e

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvalin frekvenssitulkinta 1/2

Bernoulli-jakauman parametrin p luottamusvalin

L, p(1l- p) . D(1- p)C
Qp' Za/z\/p( P) ’ p"'za/z\/p( p)—i
e n L

konstruktiosta seuraa, etta
Pr(?r)' Zalz\/p(l_ P) EpEp+ Za/z\/p(l_ P) S:a 1-a
e n N g
Siten konstruoitu luottamusvali peittédd parametrin p
todellisen arvon approksimatiivisesti todennakoisyydella
(1- a)jased petd parametrin p todellistaarvoa
approksimatiivisesti todenndkoisyydella a.
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali
Luottamusvalin frekvenssitulkinta 2/2

Bernoulli-jakauman parametrin p approksimatiiviselle
|luottamusvalille voidaan antaa seuraava
frekvenssitulkinta:

(1) Jos otantaa jakaumasta Ber(p) toistetaan, keskimaarin
100" (1- a) %
otoksista konstruoiduista luottamusvd e sta peittaa
parametrin p todellisen arvon.

(1) Jos otantaa jakaumasta Ber(p) toistetaan, keskimaarin
100" a %
otoksista konstruoiduista luottamusvaeista el peita
parametrin p todellista arvoa.
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali
Luottamusvalin ominaisuudet 1/2

« Bernoulli-jakauman parametrin p luottamusvalin keskipiste
P vai htel ee otoksesta toiseen.

e Luottamusvdlin pituus
, pPA- P)

2 Zalz\/ n
val htel ee otok sesta toi seen.

o Luottamusvalin pituus riippuu valitusta luottamustasosta
(1- a), havaintojen lukumaarasta n ja estimaattoristap .
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali
Luottamusvalin ominaisuudet 2/2

« Luottamusvali lyhenee (pitenee), jos luottamustasoa
(1- a) pienennetdan (kasvatetaan).
« Luottamusvdli lyhenee (pitenee), jos havaintojen
lukumaar aa n kasvatetaan (pienennetaan).
e Luottamusvdli on lynimmillaan, kun
p»0taip»l
o Luottamusvali on pissmmillaan, kun
1

DZE

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali
Vaatimukset luottamusvalille

« Olig toivottavaa pystya konstruoimaan parametrille
p mahdollis mman lyhyt luottamusvdl, johon liittyva
luottamustaso olisi samanaikaisesti mahdollisimman
korkea.

« Vaatimusten samanaikainen tayttdminen e ole kuitenkaan
mahdollista, jos otoskoko pidetdan kiinteana:

(1) Luottamustason kasvattaminen pidentaa luottamus-
valia, jolloin tieto parametrin p todellisen arvon
sijainnista tulee epatarkemmaksi.

(i1) Luottamusvalin lyhentdminen pienentaa luottamus-
tasoa, jolloin tieto parametrin p todellisen arvon
sijainnista tul ee epavarmemmaksi.
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Johtopaatokset luottamusvalista

o Oletetaan, ettd olemme tehneet johtopaatoksen, etta
konstruoitu luottamusvali peittda odotusarvoparametrin p
todellisen arvon:

(1) Luottamusvdalin konstruktiosta seuraa, etta tehty
johtopé&étds on oikea 100" (1 - a) %:ssatapauksia.

(i) Luottamusvain konstruktiosta seuraa, ettatehty
johtopéétds on vaara 100" a %:ssa tapauksia.

e Huomautus:

Virheellisen johtopaatoksen mahdollisuutta el saada haviamaan,
ella luottamusvdlia tehda aarettoman leveaks, jolloin vali el
enaa sisalla informaatiota odotusarvoparametrin p todellisesta
arvosta.
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Otoskoon maaraaminen 1/5

M onissa tutkimustilantei ssa toivotaan, etta parametrin
luottamusvali saataisiin mahdollisimman lyhyeks.

Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin p luottamus-
valin pituus riippuu otoskoosta siten, etta vali lyhenee, jos
havai ntojen havaintojen lukumaaraa n kasvatetaan.

Tama odotusarvoparametrin p luottamusvalin ominaisuus
mahdollistaa tietyin endoin otoskoon valinnan niin, etta
luottamusvalista tulee (suurin piirtein) toivotun mittai nen.

Oletetaan siis, etta Bernoulli-jakauman odotusarvo-
parametrille p halutaan konstruoida luottamusvali, jonka
toivottu pituus on

2A
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Otoskoon maaraaminen 2/5

« Bernoulli-jakauma odotusar voparametrin p
luottamusvali luottamustasolla (1 - a) on muotoa

. D(1l- [
piZaIZ\/p( n p)

jossa
P = parametrin p harhaton estimaattori
n = havaintojen lukumaara
“Zapp s T2y

= |uottamustasoon (1 - a) liittyvéat luottamus-
kertoimet normaalijakaumasta N(O,1)
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Otoskoon maaraaminen 3/5

o Jossliskaytettavissa on ennakkotietoa parametrista p,
voidaan otoskoko n ratkaista yhtal 6sta:

. \/ pA- P) _ o

n

jossa

Z,, = luottamustasoon (1 - a) liittyva luottamus-
kerroin normaalijakaumasta N(0,1)
odotusarvon ol etettu arvo
otoskoko

2A = toivottu pituus luottamusvdlille

> ©
1l
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Otoskoon maaraaminen 4/5

e Siten tarvittava otoskoko on
.2
— (}aalz\/ p(l_ p) 9

n
& A @
e Huomaa, ettatarvittava otoskoko saavuttaa maksiminsa
— ﬂalz 02
S2A 5
kun
p=12
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali
Otoskoon méaaraaminen 5/5

e Huomautus:
Tarvittavan otoskoon kaavasta ndhdaan, etta mita lyhyempaa
|luottamusvalia toivotaan, sita suurempi otos on poimittava:

Jos essmerkiksi luottamusvalin pituus halutaan puolittaa, pitéa
haval ntoja kerdta 4 kertaa enemman.
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