llkka Mellin
Tilastolliset menetelmat

Osa 2: Otokset, otosjakaumat ja estimointi
Estimointimenetelmat
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Estimointimenetelmat

>> Todennakoisyysjakaumien parametrien estimointi

Suurimman uskottavuuden menetelma
Normaalijakauman parametrien estimointi
Eksponenttijakauman parametrien estimointi
Bernoulli-jakauman parametrien estimointi

Momenttimenetelma
Normaalijakauman parametrien estimointi
Eksponenttijakauman parametrien estimointi
Bernoulli-jakauman parametrien estimointi
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Todenndakoisyysjakaumien parametrien estimointi

Todennakodisyysjakaumat tilastollisten aineistojen
Kuvaajina

o Tilastollinen aineisto koostuu tutkimuksen kohteita
kuvaavien muuttujien havaituista arvoista.

o Tilastollisissa tutkimusasetel missa havaintoarvoihin liittyy
alha epavar muutta ja satunnai suutta.

o Tilastollisissa tutkimusasetel missa tutkimuksen kohteita
kuvaavat muuttujat tulkitaan satunnaismuuttujiksi, jotka
generoivat muuttujien havaitut arvot.

e Havaintoarvot generoine den satunnaismuuttujien
todennakoi syys akauma muodostaa tilastollisen mallin
sille satunnaisiimioélle, jota havainnot koskevat.
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Todenndakoisyysjakaumien parametrien estimointi

Todennakdisyysjakaumien parametrit 1/2

o Tarkastellaan jotakin tutkimuksen kaikkien mahdollisten
kohtelden muodostaman perusgoukon Salkioiden
ominai suutta kuvaavaa satunnai smuuttujaa X.

o Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa toden-
nakoisyys akaumaa, jonka pistetodennakdisyys- tai
tiheysfunktio

f(x; Q)
riippuu parametrista g.
 Merkint&
X~1(x;q)
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Todenndakoisyysjakaumien parametrien estimointi
Todennakdisyysjakaumien parametrit 2/2

e Satunnaismuuttujan X pistetodenndkoisyys- tai
tiheysfunktio

f(x; Q)
kuvaa satunnai smuuttujan X todennakdisyysakaumaa ja
parametri g kuvaa jotakin jakauman karakteristista
ominaisuutta.

o Koskaparametrin garvoa e yleensa tunneta, tilastollisen
tutkimuksen téarkelmpi & osatehtavia on estimoida €l
arvioida tuntemattomalle parametrille g sopiva arvo
jakaumasta f(x ; g) poimitun otoksen perusted la.
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Todenndakoisyysjakaumien parametrien estimointi
Yksinkertainen satunnaisotos

Olkoon

X X, oy X
(yksinkertainen) satunnaisotos jakaumasta, jonka
pistetodennakadisyys- tai tiheysfunktio f(x ; g) riippuu
parametrista g.

Taloin havainnot X, , X, , ... , X ovat riippumattomia,
Identtisesti jakautuneita satunnaismuuttujia, joillaon sama
pistetodennakadisyys- tal tiheysfunktio f(X ; q):

Xy X, K, XA

X ~f(x;q9),1=1L2,K,n

TKK
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Todenndakoisyysjakaumien parametrien estimointi
Havainnot ja havaintoarvot

» Oletetaan, etta satunnaismuuttujat (havainnot)

Xy Xy oo ) X,
saavat poimitussa otoksessa havaituiks arvoikseen luvut
Xqy Xoy weny Xo
e Havaintoarvot
Xqy Xoy een y Xo
vaihtelevat satunnaisesti otoksesta toiseen jakaumasta
f(x; q)

saatavin todennakoisyyksin.
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Todenndakoisyysjakaumien parametrien estimointi

Estimaattorit ja estimaatit 1/2

parametrin g estimoimiseen kaytetaan satunnals-
muuttujien X, , X, , ..., X, funktiota eli tunnuslukua

T=00(%X, %X, ..., X)

o TdloinfunktiotaT =g(X;, X,, ..., X)) kutsutaan

parametrin g estimaattoriks ja havaintoarvoista

YD S &
|askettua funktion g arvoa

t=g(X, %, ... , X))
kutsutaan parametrin g estimaatiksi.
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Todenndakoisyysjakaumien parametrien estimointi

Estimaattorit ja estimaatit 2/2

e QOlkoon

T=9(X;, X5, ... , X))
jakauman f(x ; g) parametrin g estimaattori.
o Tdllo6in estimaattorin T havaintoarvoista

Xq s Xoy eee 3 X,
|askettu arvo eli estimaatti

t=0(X, %, ..., X))
on satunnaismuuttujan T arvon realisaatio otoksessa.
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Todenndakoisyysjakaumien parametrien estimointi
Estimaattoreiden johtaminen

Hyvien estimaattor eiden johtaminen todennak6isyys-
jakaumien tuntemattomille parametreille on teoreettisen
tilastotieteen keskeisia ongelmia.

Tassa luvussa esitell aan seuraavat estimaattoreiden
johtami seen kaytettavat menetel mat:

— Suurimman uskottavuuden menetdma
— Momenttimenetelma

Estimointimenetel mista tarkein on suurimman
uskottavuuden menetel ma, mutta seuraavassa kasitellaan
ensin momenttimenetel maa.
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Todenndakoisyysjakaumien parametrien estimointi
Piste-estimointi ja valiestimointi

o Todenndkoisyysakauman parametrin arvon estimointia
kutsutaan usein piste-estimoinniksi.

e Parametrin estimaattiin on aina syyta liittéa luottamus-
valiksi kutsuttu vali, joka sisaltaa estimoidun parametrin
todellisen, mutta tuntemattoman arvon tietyll&, soveltajan
valittavissa olevalla todennakaisyydell &.

e Luottamusvdin maardamista kutsutaan valiestimoinniksi:
ks. lukua valiestimointi.
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Estimointimenetelmat

Todennakoisyysjakaumien parametrien estimointi
>> Suurimman uskottavuuden menetelma

Normaalijakauman parametrien estimointi
Eksponenttijakauman parametrien estimointi
Bernoulli-jakauman parametrien estimointi

Momenttimenetelma
Normaalijakauman parametrien estimointi
Eksponenttijakauman parametrien estimointi
Bernoulli-jakauman parametrien estimointi

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Suurimman uskottavuuden menetelma

Uskottavuusfunktio 1/2

Olkoon X, , X, , ..., X, yksinkertainen satunnaisotos
jakaumasta f(x ; g), jonka parametrina on g.

Koska havainnot X, , X, , ... , X on oletettu tassa
riippumattomiksi, niiden yhteigakauman piste-
todennakaoisyys- tai tiheysfunktio on

(%, %K, X, :q)

=f(x;9) f(x:9)" L™ f(x,:q)

jossa

f(x;q9),1=L2,K,n
on havaintoon X; liittyva pistetodennakodisyys- tai
tiheysfunktio.
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Suurimman uskottavuuden menetelma

Uskottavuusfunktio 2/2

Otoksen X, , X, , ..., X, uskottavuusfunktio
L(g; X%, %, K, %) = T(X, %, K, X, ; q)
on havaintojen
X X, oy X

yhtel g akauman pistetodennakoisyys- tai tiheysfunktion f
arvo pisteessa

Xqy Xoy ven y Xo
tulkittuna parametrin g arvojen funktioks.
Huomautus:

Uskottavuusfunktio L sisaltaa kaiken infor maation otoksesta.

TKK
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Suurimman uskottavuuden menetelma
Suurimman uskottavuuden estimaattori 1/2

e QOlkoon

t=90x,%,K,X,)

parametrin g arvo, joka maksimoi uskottavuusfunktion
LG %, %, K, X,)

parametrin g suhteen.

e Huomautus:

Uskottavuusfunktion L maksimin antava parametrin g arvo t
on muuttujien (havaintoarvojen) X, , X, , ... , X, funktio.
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Suurimman uskottavuuden menetelma
Suurimman uskottavuuden estimaattori 2/2

e Sijoittamalla uskottavuusfunktion L maksimin parametrin
g suhteen antavassa | ausekkeessa

t=90x,%,K,X,)
muuttujien

Xq s Xo g ene 3 X,
paikalle havainnot
X X, oy X

saadaan parametrin g suurimman uskottavuuden
estimaattori €i SU-estimaattori

g=9(X,,X,,K,X.)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Suurimman uskottavuuden menetelma

Kommentteja

Parametrin g suurimman uskottavuuden estimaattori c}
tuottaa parametrille g arvon, joka maksimoi poimitun
otoksen eli saatujen havaintoarvojen uskottavuuden
(todennakoisyyden).

Parametrin g suurimman uskottavuuden estimaattorin q
otoskohtainen arvo maksimoi todennakdisyyden saada
juuri se otos, joka on saatul.

TKK
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Suurimman uskottavuuden menetelma

SU-estimaattorin maaraaminen 1/2

Parametrin g suurimman uskottavuuden estimaattori
maaratdan maksimoimalla uskottavuusfunktio

L(@) =L(g; x, %, K,X,)
parametrin g suhteen.
Kaikissa séanndl lisissé tapauksi ssa maksimi 10ydet&an
merkitsemalla uskottavuusfunktion L(qg) derivaatta
L (q)
nollaksi ja ratkaisemalla g saadusta normaaliyhtal sta

L'(g) =0

TKK
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Suurimman uskottavuuden menetelma

SU-estimaattorin maaraaminen 2/2

e Jos parametrin g arvo

t= g(X1’X2’K’Xn)
tuottaa uskottavuusfunktion L(g) maksimin, parametrin g
suurimman uskottavuuden estimaattori on

g=9(X,X,,K,X)
jossa X, , X,, ..., X, onyksinkertainen satunnai sotos sita
jakaumasta, johon uskottavuusfunktio L(g) liittyy.
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Suurimman uskottavuuden menetelma

Logaritminen uskottavuusfunktio 1/3

« Uskottavuusfunktion maksimi kannattaatavallisesti etsia
maksi moimalla uskottavuusfunktion sijasta logaritminen
uskottavuusfunktio (uskottavuusfunktion logaritmi)

1(q) =log L(q)
e Tamajohtuu seuraavista seikoista:
(1) Logaritminen uskottavuusfunktio ja uskottavuus-

funktio saavuttavat dariarvonsa samassa pisteessa,
koska logaritmi on aidosti monotoninen funktio.

(i) Logaritminen uskottavuusfunktio on monien
todennakoi syys akaumien tapauksessa uskottavuus-
funktiota yksinkertaisempi muodoltaan.
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Suurimman uskottavuuden menetelma

Logaritminen uskottavuusfunktio 2/3

Koska havainnot X, , X, , ... , X on oletettu
riippumattomiksi, logaritminen uskottavuusfunktio voidaan
tassa kirjoittaa seuraavaan muotoon:

I(q) =logL(q)
=log(f(x;q)" f(%;q) L™ f(x,;q))
=log T (x,;q)+log t(x,;q)+L +log T (X, q)
=l(g ;%) +1(@:x)+L+1(@g:X,)
jossa
I(g; %) =logf(x;q),i=12..,n
on havaintoarvoon x; liittyvalogaritminen uskottavuus-
funktio.
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Suurimman uskottavuuden menetelma

Logaritminen uskottavuusfunktio 3/3

» Logaritmisen uskottavuusfunktion summaesityksen

1@) =1(q; %) +1(g; %) +L+I(g; x,)
maksimointi on useln ratkaisevasti helpompaa kuin
uskottavuusfunktion maksimointi.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Suurimman uskottavuuden menetelméa
SU-estimaattorin ominaisuudet

Olkoon X, , X, , ..., X, yksinkertainen satunnaisotos
jakaumastaf (x ; g), jonkaparametrina on g.

Olkoon g parametrin g suurimman uskottavuuden i
SU-estimaattori.

Hyva estimaattori on tyhjentava, harhaton, tehokas ja
tarkentuva (ks. lukuaestimointi).

SU-estimaattori e valttamatta tayta yhtakaan
hyvan estimaattorin kriteeria, joten suurimman
uskottavuuden menetelmaa kaytettaessa on aina
erikseen varmistettava tuloksena saadun
estimaattorin hyvyys.
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Suurimman uskottavuuden menetelma

SU-estimaattorin asymptoottiset ominaisuudet 1/3

Jos parametrin g SU-estimaattori g e tayta hyvan
estimaattorin kriteereita aarellisilla havaintojen luku-
maarilla, SU-estimaattoring kayttoa parametrin g
estimaattorina voidaan usein perustella SU-
estimaattorin yleislla asymptoottisilla
ominaisuuksilla:
(i) SU-estimaattori g on tarkentuva €li

Pr(g® g)=1, kunn® +¥
(i) SU-estimaattori g on asymptoottisesti nor maalinen.
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Suurimman uskottavuuden menetelma

SU-estimaattorin asymptoottiset ominaisuudet 2/3

SU-estimaattorin tarkentuvuus merkitsee sitg, etta SU-
estimaattori toteuttaa suurten lukujen lain (ks. monisteen
Todenndakoisyyslaskenta |lukua stokastiikan knvergenssikasitteet ja

raja-arvol auseet) :

Suurten lukujen lain mukaan SU-estimaattorin arvo
|ahestyy stokastisesti parametrin oikeata arvoa, kun
otoskoko kasvaa.
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Suurimman uskottavuuden menetelma

SU-estimaattorin asymptoottiset ominaisuudet 3/3

o SU-estimaattorin asymptoottinen normaalisuus merkitsee
sitg, etta SU-estimaattori toteuttaa keskeisen raja-arvo-
lauseen (kS. kalvokokoalman Johdatus todennakoisyys-

laskentaan |UKUA Konvergenssikasitteet ja raja—arvolauseet).

o SU-estimaattorin asymptoottinen normaalisuus merkitsee
sitg, ettd SUJ-estimaattorin jakaumaa voidaan suurissa
otoksissa approksimoida normaalijakaumalla.

o Se, ettd SU-estimaattori on erittain yleisten ehtojen
pétiessa asymptoottisesti normaalinen, on tarkea lisa
peruste normaalijakauman keskeiselle asemalle
tilastotieteessa.
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Suurimman uskottavuuden menetelma
Suurimman uskottavuuden menetelmavs

momenttimenetelma

Suurimman uskottavuuden menetelma el tuota toden-
nakoisyys akauman parametreille valttamétta samoja
estimaattorata kuin ns. momenttimenetel ma.

Monissa a kedllisissa tilantel ssa molemmilla menetelmilla
saadaan kuitenkin samat estimaattorit.

Suurimman uskottavuuden menetelma on hyvin

pitkalti syrjayttanyt momenttimenetel man todennakdisyys-
jakaumien parametrien estimaattoreita johdettaessa.
Suurimman uskottavuuden menetelman suosi tuimmuus-
asemaa perustuu sen momenttimenetelmaa vankempaan
teoreettiseen perustaan.
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Suurimman uskottavuuden menetelma

Esimerkkeja 1/2

Olkoon
X X, oy X
yksinkertainen satunnaisotos jakaumasta f(x ; g).

Tarkastellaan seuraavien jakaumien parametrien
SU-estimointiaell estimointia suurimman uskottavuuden
menetelmalla (ks. monisteen Todennaksisyyslaskenta lUKUja

Diskreetteja jakaumia jaJatkuvia jakaumia)Z
— Normaalijakauma

— Eksponenttijakauma

—  Bernoulli-jakauma
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Suurimman uskottavuuden menetelma

Esimerkkeja 2/2

Huomautuksia:

Normaalijakauman, eksponenttijakauman ja Bernoulli-jakauman
parametrien estimoi ntia momenttimenetelmalla tarkastellaan
Seuraavassa kohdassa.

Normaalijakauman, eksponenttijakauman ja Bernoulli-jakauman
tapauksessa suurimman uskottavuuden menetel ma ja momentti-
menetel ma tuottavat jakaumien parametreille samat
estimaattorit.
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Normaalijakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla
Normaalijakauma ja sen parametrointi

Satunnai smuuttuja X noudattaa nor maalijakaumaa
N(m s 2), jos senti heysfunktio on

f(x;ms* )_SJ_eXp'_QS S E

-¥<m<+¥,5>0
Normaalijakauman parametreina ovat jakauman
odotusarvo

E(X)=n
javarianss
Var(X)=s"
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Normaalijakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla
Otos normaalijakaumasta

e Olkoon
X X, oy X
yksinkertainen satunnai sotos normaalijakaumasta
N(m s ?)
e Taloinhavainnot X, , X, , ..., X, ovat riippumattomia,
samaa normaalijakaumaa
N(m s ?)

noudattavia satunnaismuuttujia.

TKK (c) likka Mellin (2006)

31



Normaalijakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla

Normaalijakautuneen otoksen
uskottavuusfunktio ja log-uskottavuusfunktio

e Otoksen X, , X, , ..., X uskottavuusfunktio on
L(Ms*; X, %, K, X,)
=f(x;ms?" f(x,;ms? L f(x,;ms?

1 N .
n - N I 1 J
=s7"(2p) * exp[- 5 ;A (%- M7y
I 25 i=1 f\;
e Otoksen X, , X,, ..., X, logaritminen uskottavuusfunktio

on
|(m52;)(1,X2,K,Xn)
=logL(ms?; x, %,, K, x,)

1 J
Zsza(xi'n?z

n 1
=- —logs?- ~nlo -
5109 5 9(20)
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Normaalijakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla
Normaalijakauman parametrien SU-estimaattorit

* Normaalijakauman N(m s 2) odotusarvon mjavarianssin
s 2 SU-estimaattorit €i suurimman uskottavuuden
estimaattorit ovat havaintojen X; , X, , ... , X,
aritmeettinen keskiarvo

fn:lé X, = X
nio

jaotosvarianssi

o 14 o
S =—a (Xi - X)
Nz
e Huomautus:
Parametrien mja s 2 SU-estimaattorit yhtyvét niiden momentti-
estimaattoreihin.
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Normaalijakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla

SU-estimaattoreiden johto 1/2

» Derivoidaan logaritminen uskottavuusfunktio

1 1 o
I(ms?) =-Zlogs? - ~nlog(2p)- 5 ;@ ( - Y

ensin parametrin msuhteen ja merkitadan derivaatta nollaks:

| Y_1¢
M = e meo

 Derivaatan ainoa nollakohta

. 138 -
m==q X =X
n'—l

antaa | og-uskottavuusf unktion maksimin parametrin msuhteen.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla

SU-estimaattoreiden johto 2/2

o Sjoitetaan ratkaisu m= x logaritmiseen uskottavuusfunktioon:

1 14
I(X,52) =- glogsz- Snlog(20)- 5 & (% - )°

« Derivoidaan funktio | (X,s *) parametrin s 2 suhteen ja merkitaan
derivaatta nollaks:

ms*)__ n . 1 & -
fs? 257 2@ T X=0

 Derivaatan ainoa nollakohta

s2=18 (x-%)°
N iz

antaa | og-uskottavuusfunktion maksimin parametrin s 2 suhteen.
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Normaalijakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla
SU-estimaattoreiden ominaisuudet 1/2

Normaalijakauman N(m s 2) odotusarvon m
SU-estimaattorilla /7on seuraavat ominai suudet:

(i) m on harhaton.

(i) 7 ja $?ovat yhdessatyhjentavia parametreille mja s 2.
(iii) . on tehokas eli minimivarianssinen estimagattori.

(iv) . on tarkentuva.

(v) m noudattaa normaalijakaumaa:

2 .
~ & s°0
m~N-~m,—_-

& ng
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Normaalijakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla

SU-estimaattoreiden ominaisuudet 2/2

Normaalijakauman N(m s 2) varianssin s 2
SU-estimaattorilla $ % on seuraavat ominai suudet:

(i) $?on harhainen, mutta estimaattori
5 n ., 1 ¢ -
= S =—— X - X
n-1 n- 1ia;1( %)
on harhaton.

(i) 7 ja $?ovat yhdessatyhjentavia parametreille mja s 2.
(iii) $“ei oletehokas eli minimivarianssinen estimaattori.
(iv) $°on tarkentuva.
(v) (n—1) $¥s 2 noudattaa c?-jakaumaa:

(n' 1)82 2 1

oy c°(n-1)

S
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Eksponenttijakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla
Eksponenttijakauma ja sen parametrointi

Satunnal smuuttuja X noudattaa ek sponenttijakaumaa
Exp(/), jos sen tiheysfunktio on

f(x;/)=1exp(-/x),x30,/ >0
Eksponenttijakauman ainoa parametri
j =1
E(X)
voidaan tulkita sopivat ehdot toteuttavassa jono-

tapahtumassa 1. tapahtuman odotusajaksi tal tapahtuma-
Intensiteetiks.
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Eksponenttijakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla
Otos eksponenttijakaumasta

e Olkoon
X X, oy X
yksinkertainen satunnai sotos eksponenttijakaumasta
Exp(/)
e Taloinhavainnot X, , X, , ..., X, ovat riippumattomia,
samaa eksponenttijakaumaa
Exp(/)

noudattavia satunnaismuuttujia.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Eksponenttijakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla
Eksponenttijakautuneen otoksen

uskottavuusfunktio ja log-uskottavuusfunktio

e Otoksen X, , X, , ..., X uskottavuusfunktio on
L(/ 5%, %, K, X))
=f(x; 1) ;1) L f(x ;1)
=/ expg /a >g_
e Otoksen X, , X,, ... ,Xn Iogaritminen uskottavuusfunktio
on
(/5% %, K %)

=logL(/ ;x, %, K, X))
=nlog(/)- | & X
i=1
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Eksponenttijakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla
Eksponenttijakauman parametrin SU-estimaattori

e Eksponenttijakauman Exp(/ ) parametrin /
SU-estimaattori eli suurimman uskottavuuden
estimaattori on

j=t
X
jossa
14

X=-gq X
nia_‘ |

1
on havaintojen X, , X, , ... , X, aritmeettien keskiarvo.

e Huomautuksia:
—  Parametrin / SU-estimaattori yhtyy sen momenttiestimaattoriin.
—  Estimaattorin/ ominaisuudet sivuutetaan.
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Eksponenttijakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla

SU-estimaattorin johto

» Derivoidaan logaritminen uskottavuusfunktio

(1) =nlog(/ )- 1 & X

i=1
parametrin / suhteen ja merkitéan derivaatta nollaks:

MmM/) _n ¢
2PN = =0
@ 1 &
 Derivaatan ainoa nollakohta
/A: 1 nl :%
0 X
nax

antaa | og-uskottavuusf unktion maksimin parametrin / suhteen.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Bernoulli-jakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla
Bernoulli-jakauma ja sen parametrointi

e Olkoon A tapahtuma, jonka todenndkdisyys on p:
Pr(A) =p
o Madritelldan satunnaismuuttuja X seuraavasti:
| 1, jos A tapahtuu

,O JosS A @ tapahdu

e Satunnaismuuttuja X noudattaa Ber noulli-jakaumaa
Ber(p) ja sen pistetodennakoi syysfunktio on

f(x;p)=p*@- p)*,x=01;0<p<1
* Bernoulli-jakauman ainoa parametri p yhtyy jakauman
odotusarvoon:

p = E(X)
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Bernoulli-jakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla

Otos Bernoulli-jakaumasta

e Olkoon
X X, oy X
yksinkertainen satunnaisotos Bernoulli-jakaumasta
Ber(p)
e Tdldin havainnot X, , X, , ..., X, ova riippumattomia,
samaa Bernoulli-jakaumaa
Ber(p)

noudattavia satunnai smuuttujia.
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Bernoulli-jakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla

Bernoulli-jakautuneen otoksen
uskottavuusfunktio ja log-uskottavuusfunktio

e Otoksen X, X, , ..., X, uskottavuusfunktio on

L(p; X, X%,K, X))
=f(x;p) f(%:p) L™ f(x,;p)
=p(L- p)" >

e Otoksen X, , X,, ..., X, logaritminen uskottavuusfunktio
on

(P X, %, K, X))
=logL(p; x, X, K, X))

=8 x log(p) +(n- & %)log(l- p)
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Bernoulli-jakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla
Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin

SU-estimaattori 1/2

Bernoulli-jakauman Ber(p) odotusarvoparametrin p
SU-estimaattori €i suurimman uskottavuuden
estimaattori on havaintojen X, , X, , ... , X,
aritmeettien keskiarvo

Huomautus:
Parametrin p SU-estimaattori yhtyy sen momenttiestimaattoriin.
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Bernoulli-jakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla
Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin

SU-estimaattori 2/2

Koska
X 11, Jos A tapahtuu

710, jos A d tapahdu

=1
jossa f on tapahtuman A frekvenssi otoksessa.

Siten Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin p
suurimman uskottavuuden estimaattori

p= %é X, = %
=1
on tapahtuman A suhteellinen frekvenss otoksessa.
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Bernoulli-jakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla

SU-estimaattorin johto

» Derivoidaan logaritminen uskottavuusfunktio
I(p) =& % log(p) +(n- & %)log(l- p)
i=1 i=1
parametrin p suhteen ja merkitdan derivaatta nollaksi:
ﬂl(p) :SX| _ n- le =0
fip p 1-p
e Derivaatan ainoa nollakohta

ff):}é] =X
n& %

antaa uskottavuusfunktion maksimin.
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Bernoulli-jakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla
SU-estimaattorin ominaisuudet

Bernoulli-jakauman Ber(p) odotusarvoparametrin p
SU-estimaattorilla p on seuraavat ominaisuudet:

(i) p on harhaton.

(ii) p ontyhjentava.

(iii) p ontehokas eli minimivarianssinen estimaattori.
(iv) p on tarkentuva.

(V) p noudattaa asymptoottisesti normaalijakaumaa:

n ¢
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Estimointimenetelmat

Todennakoisyysjakaumien parametrien estimointi

Suurimman uskottavuuden menetelma
Normaalijakauman parametrien estimointi
Eksponenttijakauman parametrien estimointi
Bernoulli-jakauman parametrien estimointi

>> Momenttimenetelma

Normaalijakauman parametrien estimointi
Eksponenttijakauman parametrien estimointi
Bernoulli-jakauman parametrien estimointi

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Momenttimenetelma

Momentit

Olkoon

X X, oy X
yksinkertainen satunnaisotos jakaumasta f(x ; g), jonka
parametrina on p-vektori

q=(G, G -+ Q)
Oletetaan, etta jakaumallaf(x ; g) on kaikki (origo-)
momentit kertalukuun p saakka (ks. monisteen

Todennéakoisyyslaskenta lukua Jakaumien tunnusluvut)Z

E(X)=a, . k=1,2K,p,i=12K,n

TKK
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Momenttimenetelma

Parametrien ja momenttien yhteys 1/2

e QOletetaan, etta momenttien

a;,a, .., 4,
ja parametrien
ql!qZ! ’qp

valillaon jatkuvabijektio eli kédantaen yksikasitteinen
kuvaus:

1a; =0,(9.9,,K.q,)
0 .:,-azggz(ql,qz,K,qp)
a,=9,0.,9,K,9,)
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Momenttimenetelma

Parametrien ja momenttien yhteys 2/2

o TAaloin parametrit

G G- G
voidaan esittda momenttien

a;,ay, ., a,
funktioina:

1g,=h(a,a,K.a))
(2) .:,_qz g h(@,a,K.a,)
’:\qp — hp(al’aZ’K’ap)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Momenttimenetelma

Momenttiestimaattorit

Estimoidaan momentit a, , a,, ... , a, vastaavilla otos-
momenteilla (ks. lukua Tilastollisten aineistojen kuvaaminen):

A :}é X
Nz
Sijoittamalla estimaattorita, , &, , ... , &, momenttien
a,a,, ..., a, pakaleyhtaoihin (2), saadaan para-

metrien g, , @, , ... , g, momenttiestimaattorit €l
MM -estimaattorit

1g,=h(a,3,K,a)
3 !,qz J h,(a,8,,K,a,)

-

qu :hp(al’aZ’K’ap)
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Momenttimenetelma
Kommentteja

* Monet todenndkoisyysakaumat on parametroitu
jakauman (origo-) momentellla tal keskusmomentelilla:
(1) Josjakauman parametreina on jakauman (origo-)
momentte q, vastaavat otosmomentit ovat ko.
parametrien momenttiestimaattoreita.

(i1) Jos jakauman parametreina on jakauman keskus-
momentteg q, vastaavat otoskeskusmomentit ovat ko.
parametrien momenttiestimaattoreita.
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Momenttimenetelma
Momenttiestimaattoreiden ominaisuudet

e Olkoon X, , X,, ..., X, yksinkertainen satunnaisotos
jakaumasta fy (X ; g), jonka parametrina on g.

« Olkoon g parametrin g momenttiestimaattori eli MM -
estimaattori.

e Hyvaestimaattori on harhaton, tyhjentava, tehokas ja
tarkentuva (ks. lukuaestimointi).

« MM-estimaattori el valttamatta tayta
yhtakaan hyvan estimaattorin kriteerig, joten
momenttimenetelmaa kaytettaessa on aina erikseen
var mistettava tuloksena saadun estimaattorin hyvyys.
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Momenttimenetelma
Momenttimenetelma vs

suurimman uskottavuuden menetelma

Momenttimenetelma el tuota todennakdisyysakauman
parametreille valttamétta samoja estimaattoreita kuin
suurimman uskottavuuden menetel ma.

Monissa a kedllisissa tilantel ssa molemmilla menetelmilla
saadaan kuitenkin samat estimaattorit.

Momenttimenetel ma on menetel mista vanhempi ja sen
taustalla on naiivi analogia-periaate: Teoreettiset
momentit estimoidaan vastaavilla otossuureilla.

Suurimman uskottavuuden menetelma on hyvin
pitkalti syrjayttanyt momenttimenetel man todennakdisyys-
jakaumien parametrien estimaattoreita johdettaessa.
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Momenttimenetelma

Esimerkkeja 1/2

Olkoon

Xy Xy oo ) X,
yksinkertainen satunnaisotos jakaumasta f(x ; g), jonka
parametrina on g.

Tarkastellaan seuraavien jakaumien parametrien
MM -estimointia €li estimointia momenttimenetelmalla (ks.
monisteen Todennakoisyyslaskenta Iukuja Diskreetteja jakaumia ja

Jatkuviajakaumia)Z

— Normaalijakauma

—  Eksponenttijakauma
—  Bernoulli-jakauma

TKK
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Momenttimenetelma

Esimerkkeja 2/2

e Huomautuksa:

—  Normaalijakauman, eksponenttijakauman ja Bernoulli-jakauman
parametrien estimointia suurimman uskottavuuden menetelmalla
on tarkasteltua edella

—  Normaalijakauman, eksponenttijakauman ja Bernoulli-jakauman
tapauksessa momentti menetel ma ja suurimman uskottavuuden
menetel ma tuottavat jakaumien parametreille samat
estimaattorit.

— Estimaattoreiden ominai suuks a kasitelléan suurimman
uskottavuuden menetel mén soveltamisen yhteydessa.
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Normaalijakauman parametrien estimointi momenttimenetelmalla
Normaalijakauma ja sen parametrointi

 Satunnaismuuttuja X noudattaa nor maalijakaumaa
N(m s 2), jos senti heysfunktio on

f(x;ms* )_SJ_eXp'_QS S E

-¥<m<+¥,5>0
* Normaalijakauman parametreina ovat jakauman
odotusarvo

E(X)=n
javarianss
Var(X)=s"
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Normaalijakauman parametrien estimointi momenttimenetelmalla
Normaalijakauman parametrien ja

momenttien yhteys

Maaritell&an satunnaismuuttujan X 1. ja 2. momentti
kaavalla

a, =E(X"), k=12
Normaalijakauman parametrien mja s 2 sekd momenttien
a, Ja a, valilla on seuraava bijektio:
(1) Parametrit lausuttuina momenttien funktioina:

i m=E(X)=a,
152 =Var(X) =E[(X - M1 =E(X)- nf =a, - a2
(i) Momentit lausuttuina parametrien funktioina:

ia, =E(X)=m

ra, =E(X?) =s?+nf
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Normaalijakauman parametrien estimointi momenttimenetelmalla
Otos normaalijakaumasta

e Olkoon
X X, oy X
yksinkertainen satunnai sotos normaalijakaumasta
N(m s ?)
e Taloinhavainnot X, , X, , ..., X, ovat riippumattomia,
samaa normaalijakaumaa
N(m s ?)

noudattavia satunnaismuuttujia.
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Normaalijakauman parametrien estimointi momenttimenetelmalla
Normaalijakauman parametrien

momenttiestimaattorit 1/2

« Maaritelaan havaintojen X, , X,, ..., X 1. jaZ2.
otosmomentti kaavalla

A, :Eé Xik k=12
nix

e Siten normaalijakauman N(m s 2) parametrien mja s 2
MM -estimaattorit eli momenttiestimaattorit ovat

N

M=o =— én.xi

I
I
.I
; =a,- al——aXZ ay

TKK (c) llkka Mellin (2006) 63



Normaalijakauman parametrien estimointi momenttimenetelmalla
Normaalijakauman parametrien

momenttiestimaattorit 2/2

e (Odotusarvon mmomenttiestimaattori
== 14 x =X
ni-
on havaintojen X, , X, , ... , X, aritmeettinen keskiarvo.
e Varianssin s 2 momenttiestimaattori
§?=a,-af =4 X' XP=-F (X - X =m,
nix ni-

on havaintojen X, , X, , ... , X, otosvarianss €li
2. keskusmomentti.
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Eksponenttijakauman parametrien estimointi momenttimenetelmalla

Eksponenttijakauma ja sen parametrointi

Satunnal smuuttuja X noudattaa ek sponenttijakaumaa
Exp(/), jos sen tiheysfunktio on

f(x;/)=1exp(-/x),x30,/ >0
Eksponenttijakauman ainoa parametri
j =1
E(X)
voidaan tulkita sopivat ehdot toteuttavassa jono-

tapahtumassa 1. tapahtuman odotusajaksi tal tapahtuma-
Intensiteetiks.

TKK

(c) likka Mellin (2006) 65



Eksponenttijakauman parametrien estimointi momenttimenetelmalla

Eksponenttijakauman parametrin ja
1. momentin yhteys

Maaritell&an satunnaismuuttujan X 1. momentti kaavalla
a, = E(X)

Eksponenttijakauman parametrin / ja 1. momentin a,

valilla on seuraava bijektio:

(1) Parametri / lausuttuna momentin &, funktiona:

1 1
E(X) a,

(i) Momentti a, lausuttuna parametrin / funktiona:
a, = E(X) :/1
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Eksponenttijakauman parametrien estimointi momenttimenetelmalla

Otos eksponenttijakaumasta

e Olkoon
X X, oy X
yksinkertainen satunnai sotos eksponenttijakaumasta
Exp(/)
e Taloinhavainnot X, , X, , ..., X, ovat riippumattomia,
samaa eksponenttijakaumaa
Exp(/)

noudattavia satunnaismuuttujia.
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Eksponenttijakauman parametrien estimointi momenttimenetelmalla

Eksponenttijakauman parametrin
momenttiestimaattori

o Maaritelldan havaintojen X, , X, , ... , X 1. otosmomentti
kaavalla

14
= — X.
2 niazl |

e Siten eksponenttijakauman Exp(/ ) parametrin /
MM -estimaattori ei momenttiestimaattori on

/ _1_1
a X
jossa
X =a
on havaintojen X, , X, , ... , X, aritmeettinen keskiarvo.
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Bernoulli-jakauman parametrien estimointi momenttimenetelmalla
Bernoulli-jakauma ja sen parametrointi

e Olkoon A tapahtuma, jonka todenndkdisyys on p:
Pr(A) =p
o Madritelldan satunnaismuuttuja X seuraavasti:
| 1, jos A tapahtuu

,O JosS A @ tapahdu

e Satunnaismuuttuja X noudattaa Ber noulli-jakaumaa
Ber(p) ja sen pistetodennakoi syysfunktio on

f(x;p)=p*@- p)*,x=01;0<p<1
* Bernoulli-jakauman ainoa parametri p yhtyy jakauman
odotusarvoon:

p = E(X)
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Bernoulli-jakauman parametrien estimointi momenttimenetelmalla
Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin ja

1. momentin yhteys

Maaritell&an satunnaismuuttujan X 1. momentti kaavalla
a, = E(X)

Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin p ja

1. momentin a, valilla on seuraava bijektio:

(i) Parametri p lausuttuna momentin a, funktiona:
p=EX)=a,

(i) Momentti a, lausuttuna parametrin p funktiona:
a; =E(X)=p
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Bernoulli-jakauman parametrien estimointi momenttimenetelmalla
Otos Bernoulli-jakaumasta

e Olkoon
X X, oy X
yksinkertainen satunnaisotos Bernoulli-jakaumasta
Ber(p)
e Tdldin havainnot X, , X, , ..., X, ova riippumattomia,
samaa Bernoulli-jakaumaa
Ber(p)

noudattavia satunnai smuuttujia.
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Bernoulli-jakauman parametrien estimointi momenttimenetelmalla
Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin

momenttiestimaattori 1/2

Maéaéaritellaan havaintojen X, , X, , ..., X, 1. otosmomentti
kaavalla

14
= — X.
2 niazl |

Siten Bernoulli-jakauman Ber(p) odotusarvoparametrin p
MM -estimaattori eli momenttiestimaattori on

p=a =X
jossa
X=a
on havaintojen X, , X, , ... , X, aritmeettinen keskiarvo.
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Bernoulli-jakauman parametrien estimointi momenttimenetelmalla
Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin

momenttiestimaattori 2/2

Koska
X 11, jos A tapahtuu

710, jos A d tapahdu

=1
jossa f on tapahtuman A frekvenssi otoksessa.

Siten Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin p
momenttiestimaattori

p= %é X, = %
=1
on tapahtuman A suhteellinen frekvenss otoksessa.
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