llkka Mellin
Tilastolliset menetelmat

Osa 2: Otokset, otosjakaumat ja estimointi
Estimointi

TKK (c) likka Mellin (2006)



Estimointi

>> Todennakoisyysjakaumien parametrit ja niiden estimointi
Hyvan estimaattorin ominaisuudet
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Todennakoisyysjakaumien parametrit ja niiden estimointi

Todennakodisyysjakaumat tilastollisten aineistojen
Kuvaajina

o Tilastollinen aineisto koostuu tutkimuksen kohteita
kuvaavien muuttujien havaituista arvoista.

o Tilastollisissa tutkimusasetel missa havaintoarvoihin liittyy
alha epavar muutta ja satunnai suutta.

o Tilastollisissa tutkimusasetel missa tutkimuksen kohteita
kuvaavat muuttujat tulkitaan satunnaismuuttujiksi, jotka
generoivat muuttujien havaitut arvot.

e Havaintoarvot generoine den satunnaismuuttujien
todennakoi syys akauma muodostaa tilastollisen mallin
sille satunnaisiimioélle, jota havainnot koskevat.
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Todennakoisyysjakaumien parametrit ja niiden estimointi

Todennakdisyysjakaumien parametrit 1/2

o Tarkastellaan jotakin tutkimuksen kaikkien mahdollisten
kohtelden muodostaman perusgoukon Salkioiden
ominai suutta kuvaavaa satunnai smuuttujaa X.

o Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa toden-
nakoisyys akaumaa, jonka pistetodennakdisyys- tai
tiheysfunktio

f(x; Q)
riippuu parametrista g .
 Merkint&
X~1(x;q)
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Todennakoisyysjakaumien parametrit ja niiden estimointi
Todennakdisyysjakaumien parametrit 2/2

e Satunnaismuuttujan X pistetodenndkoisyys- tai
tiheysfunktio

f(x; Q)
kuvaa satunnai smuuttujan X todennakdisyysakaumaa ja
parametri g kuvaa jotakin jakauman karakteristista
ominaisuutta.

o Koskaparametrin g arvoae yleensa tunneta,
tilastollisen tutkimuksen tarkeimpia osatehtavia on
estimoida eli arvioida parametrin g tuntematon arvo
jakaumasta f(x ; g) poimitun otoksen perusted|a.
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Todennakoisyysjakaumien parametrit ja niiden estimointi
Yksinkertainen satunnaisotos

e Olkoon
X X, oy X
(yksinkertainen) satunnaisotos jakaumasta, jonka
pistetodennakadisyys- tai tiheysfunktio f(x ; g) riippuu
parametrista g.

e Taloinhavainnot X, , X, , ..., X, ovat riippumattomia,
Identtisesti jakautuneita satunnaismuuttujia, joillaon sama
pistetodennakadisyys- tal tiheysfunktio f(X ; q):

Xy X, K, XA

X ~f(x;q9),1=1L2,K,n
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Todennakoisyysjakaumien parametrit ja niiden estimointi
Havainnot ja havaintoarvot

» Oletetaan, etta satunnaismuuttujat (havainnot)

Xy Xy oo ) X,
saavat poimitussa otoksessa havaituiks arvoikseen luvut
Xqy Xoy weny Xo
e Havaintoarvot
Xqy Xoy een y Xo
vaihtelevat satunnaisesti otoksesta toiseen jakaumasta
f(x; q)

saatavin todennakoisyyksin.
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Todennakoisyysjakaumien parametrit ja niiden estimointi

Estimaattorit ja estimaatit 1/2

o Oletetaan, etta todennakoisyysgakauman (X ; q)
parametrin g estimoimiseen kaytetdan satunnais-

muuttujien X, , X, , ... , X, funktiota eli tunnuslukua
T=09(X;, %, ... , X))
o TdloinfunktiotaT =g(X;, X,, ..., X)) kutsutaan

parametrin g estimaattoriks jafunktion g
havaintoarvoista

Xq s Xoy ene 3 X,
|askettua arvoa

t=g(X, %, ... , X))
kutsutaan parametrin g estimaatiksi.
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Todennakoisyysjakaumien parametrit ja niiden estimointi

Estimaattorit ja estimaatit 2/2

e Olkoon
T=9(X;, X5, ... , X))
jakauman f(x ; g) parametrin g estimaattori.
o Tdllo6in estimaattorin T havaintoarvoista

Xq s Xoy eee 3 X,
|askettu arvo eli estimaatti

t=0(X, %, ..., X))
on satunnaismuuttujan T arvon realisaatio otoksessa.
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Todennakoisyysjakaumien parametrit ja niiden estimointi
Estimaattorit ja estimaatit:

Kommentti

Todenndkoisyyg akauman f(x ; g) parametrin g
estimaattorilla

T=00(%X, X, ..., X)

tarkoitetaan siis sellaistajakaumaa f(x ; g) noudattavien
satunnai smuuttujien

Xy Xy oo ) X,
funktiota, joka generoi muuttujien X, , X, , ... , X,
havaittuihin arvoihin x, , X, , ... , X, sovellettuna

estimaatteja eli arvioita

t=g(X, %, ... , X))
parametrille g.
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Todennakoisyysjakaumien parametrit ja niiden estimointi
Estimaattorin otosjakauma

Estimaattorin
T=0(X{, X5, ..., X))
havaintoarvoista

Xq s Xo g ene 3 X,
|asketut arvot eli estimaatit

t=g(X, %, ... , X))
val htelevat satunnai sesti otoksesta toi seen.

Estimaattorin T arvojen satunnaista val htelua otoksesta
toiseen voidaan kuvata estimaattorin T otos akaumalla.
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Todennakoisyysjakaumien parametrit ja niiden estimointi
Estimaattoreiden johtaminen

* Hyvien estimaattore den johtaminen todenndk6isyys-

jakaumien tuntemattomille parametreille on teoreettisen
tilastotieteen keskeisia ongelmia.

o Tarkeimmét estimaattoreiden johtamiseen kaytettavat
menetelmat:

— Suurimman uskottavuuden menetdma
— Momenttimenetelma

Ks. lukua Estimointimenetelmat.
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Todennakoisyysjakaumien parametrit ja niiden estimointi
Piste-estimointi ja valiestimointi

o Todenndkoisyysakauman parametrin arvon estimointia
kutsutaan usein piste-estimoinniksi.

e Parametrin estimaattiin on aina syyta liittéa luottamus-
valiksi kutsuttu vali, joka sisaltaa estimoidun parametrin
todellisen, mutta tuntemattoman arvon tietyll&, soveltajan
valittavissa olevalla todennakaisyydell &.

e Luottamusvdin maaraamista kutsutaan valiestimoinniksl.
Ks. lukua valiestimointi.
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Estimointi

Todenndkoisyysjakaumien parametrit ja niiden estimointi
>> Hyvan estimaattorin ominaisuudet
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Hyvan estimaattorin ominaisuudet

Hyva estimaattori

o Todenndkoisyysakauman parametreille on tavallisest
tarjolla useita vaihtoehtoisia estimaattoreita.

« Estimaattorin valintaa ohjaavat hyvyyskriteerit, joilla
pyritéan takamaan se, etta valittu estimaattori tuottaa
jarkevia arvoja estimoitavalle parametrille.

o Estimaattoreiden hyvyyskriteereita
—  Tyhjentavyys
— Harhattomuus
— Tehokkuus
— Tarkentuvuus
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Hyvan estimaattorin ominaisuudet

Tyhjentavyys

« Olkoon g parametrin g estimaattori

o Estimaattori g on tyhjentavé parametrille g, jos se kayttaa
parametrin arvon estimoimiseen kaiken otoksessa olevan
Informaation.
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Hyvan estimaattorin ominaisuudet

Harhattomuus ja harha

« Olkoon g parametrin g estimaattori.

e Estimaattori g on har haton parametrille g, jos sen
odotusarvo yhtyy parametrin g arvoon:

EQ)=q

e Estimaattoring harhaon
Bias(q) =g - E(q)

 Jos estimaattori g on harhaton parametrille g, niin
Bias(g) =0
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Hyvan estimaattorin ominaisuudet

Estimaattorin keskinelidvirhe ja tarkkuus

o Parametrin g estimaattorin g keskindliovirhe on
MSE(q) =E§q- ¢)°}

=Var(q) + Bias( @)
« Jos gon parametrin g harhaton estimazattori i
Bias(g) =g - E(g) =0
niin
MSE(g) = Var(q)
« Estimaattoria sanotaan tarkaksl, jos se on harhaton ja sen
varianssi on pieni.
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Hyvan estimaattorin ominaisuudet

Tehokkuus

Olkoot c}_l jac}2 kaksl parametrin g estimaattoria.
Estimaattori g on tehokkaampi kuin estimaattori g,, jos
Var(g,) <Var(q,)

Parametrin g estimaattori g taystehokas, jos sen varianss
on pienempi kuin minka tahansa muun parametrin g
estimaattorin.
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Hyvan estimaattorin ominaisuudet
Tarkentuvuus

Olkoon g parametrin g estimaattori.

Estimaattori g on gtarkentuva parametrille g, jos se

konvergoi melkein varmasti kohti parametrin oikeata

arvoa, kun otoskoon n annetaan kasvaa rajatta:
Pr(T.® @ =1 kunn® +¥

Ks. monisteen Todennakodisyyslaskenta |ukua stokastiikan

konvergenssikasitteet ja raja-arvolauseet.
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