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Satunnaismuuttujien muunnokset ja
niiden jakaumat

>> Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat

TKK (c) likka Mellin (2007)



Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Lineaarimuunnoksen jakauma

e Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio
on

fil)
* Muodostetaan satunnaismuuttujan X lineaarimuunnos
Y=a+bX
jossa a ja b # 0 ovat vakioita.
* Satunnaismuuttujan Y tiheysfunktio on

_ L (y-a
fy(y)—|b|fx( b j
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Lineaarimuunnoksen jakauma:
Kommentti

e Satunnaismuuttujan X lineaarimuunnoksen
Y=a+ bX (ajab#0 vakioita)

jakauma on siis aina samaa tyyppid kuin satunnais-
muuttuyjan X jakauma.
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Lineaarimuunnoksen jakauma:
Todistus 1/4

Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio f,(x).
Olkoon

Y=a+bX

jossa a ja b # 0 ovat vakioita.

* Muodostetaan ensin satunnaismuuttujan Y kertymdfunktio, josta
satunnaismuuttujan Y tiheysfunktio saadaan derivoimalla.

o Jaetaan tarkastelu kahteen osaan:
1) b>0
(i) b<0
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Lineaarimuunnoksen jakauma:

Todistus 2/4

e Jos b >0, satunnaismuuttujan Y = a + bX kertymdfunktio on
F,(y)=Pr(Y <y)=Pr(a+bX <y)

=Pr(XS y‘“j
b

- 5)

e Derivoimalla satunnaismuuttujan Y tikeysfunktioksi saadaan

_d =g [r=a
fY(J’)_dyFY(J/) dyFX( 3 j

1 (y-a
5[4
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Lineaarimuunnoksen jakauma:

Todistus 3/4

e Jos b <0, satunnaismuuttujan Y = a + bX kertymdfunktio on
F,(y)=Pr(Y <y)=Pr(a+bX <y)

:Pr(Xzy_aj
b

=1—Pr(XS y‘“]
b

y—a
:1_FX( b j

* Derivoimalla satunnaismuuttujan Y tikeysfunktioksi saadaan

_4d _d . (y—a
fY(y)_dyFY(y) dyFX( 3 j

_ 1 . (y=a
-5 2]
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Lineaarimuunnoksen jakauma:
Todistus 4/4

« Kalvoilla 2/4 ja 3/4 johdetut kaavat satunnaismuuttujan Y tiheys-
funktiolle f,(y) voidaan yhdistad yhdeksi kaavaksi:

Satunnaismuuttujan Y = a + bX tiheysfunktio on kaikille b # O:

1 (y=-a
fy(y)—|b|fx( ; J

TKK (c) likka Mellin (2007)



Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

Valilla (0,1) jatkuvaa tasaista jakaumaa noudattavan
satunnaismuuttujan lineaarimuunnoksen jakauma

* Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa jatkuvaa tasaista
jakaumaa (ks. lukua Jatkuvia jakaumia) valilla (0,1):

X ~ Uniform(0,1)

e Satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on
fry(x)=1,0<x<1

* Olkoon
Y=a+ bX (ajab >0 vakioita)

e Satunnaismuuttujan Y tiheysfunktioksi saadaan

fy(y)=%,aﬁyﬁa+b

« Siten Y noudattaa jatkuvaa tasaista jakaumaa valilla (a, a + b):
Y ~ Uniform(a, a + b)
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Standardoitua normaalijakaumaa noudattavan

satunnaismuuttujan lineaarimuunnoksen jakauma

e Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa standardoitua
normaalijakaumaa (ks. lukua Jatkuvia jakaumia):

X~N(0, 1)

e Satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on

fro() = J;—ﬂexp{—éxz}

e Olkoon
Y=a+ bX (ajab+0 vakioita)
e Satunnaismuuttujan Y tiheysfunktioksi saadaan

B 1 1(y-a ’
fY(y)_|b\/EeXp{ 2( b j}

« Siten Y noudattaa normaalijakaumaa parametrein a ja b* :
Y ~N(a, b?)
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Normaalijakaumaa noudattavan

satunnaismuuttujan lineaarimuunnoksen jakauma

Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa
parametrein u ja o2 (ks. lukua Jatkuvia jakaumia):

X~ N(lua 0-2)

Satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on

s

Olkoon
Y=a+ bX (ajab#0 vakioita)
Satunnaismuuttujan Y tiheysfunktioksi saadaan

U ) 1(y-a-buy
fY(y) |b|6\/_e p{ ( b j}

Siten Y noudattaa normaalijakaumaa parametrein a + bu ja b>c? :
Y~N(a + bu, b*>c?)

TKK
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Monotonisten muunnosten jakaumat

e Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio
on

Jx(x)
* Muodostetaan satunnaismuuttujan X muunnos
Y =h(X)
jossa funktio /2 on aidosti monotoninen ja jatkuvasti
derivoituva.

* Satunnaismuuttujan Y tiheysfunktio on

£.0) =17 () dh;l )
V
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Monotonisten muunnosten jakaumat:
Todistus 1/5

* Olkoon jatkuva satunnaismuuttujan X tiheysfunktio f(x).
e Olkoon

Y= h(X)
jossa h on aidosti monotoninen ja jatkuvasti derivoituva funktio.
« Talloin satunnaismuuttujan Y kertymdfunktio on
Fy(y)=Pr(Y < y)=Pr(h(X) < y)
« Jaetaan tarkastelu kahteen osaan:
(1)  Funktio % on aidosti kasvava.

(11) Funktio / on aidosti vdahenevi.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Monotonisten muunnosten jakaumat:

Todistus 2/5

» QOletetaan ensin, ettd funktio 4 on aidosti kasvava.

« Koska funktio % oletettiin aidosti kasvavaksi, silla on kddnteisfunktio
h~!, joka my0s on aidosti kasvava.

e Siten satunnaismuuttujan Y kertymdfunktio on
Fy(y)=Pr(Y = y)=Pr(h(X) < y)
=Pr(h™ (W(X)) <h™(»))
=Pr(X <h7'(p))

=F, (h™ ()

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Monotonisten muunnosten jakaumat:

Todistus 3/5

« Derivoimalla satunnaismuuttujan Y kertymafunktion lauseke saadaan
satunnaismuuttuj an Y tiheysfunktioksi

fy(y)——F )=— Lr W (h ()

dy dy
_ dh™
= /o (h 1<y>>[ (”]
dy
« Koska funktion /4 kdinteisfunktio 4! oletettiin aidosti kasvavaksi, niin
-1
dh_(y) _

dy
* Voimme siis kirjoittaa:

£, = £, (7 | )

dy
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Monotonisten muunnosten jakaumat:
Todistus 4/5

« Jos funktio 4 on aidosti vihenevd, myos sen kdanteisfunktio 4~ on
aidosti viheneva, jolloin

. |
dh(y) <0
dy

o Tallsin
F,(y)=Pr(Y <y)=Pr(h(X) < y)
=Pr(h™' (h(X)) 21" (»))
=Pr(X 277 (y))
=1-Pr(X <h7'(p))

=1-F,(h"(»)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Monotonisten muunnosten jakaumat:

Todistus 5/5

* Derivoimalla satunnaismuuttujan Y kertymafunktion lauseke saadaan
satunnaismuuttuj an Y tiheysfunktioksi

d _
fy(y)— 4K (V) =—[=F, (W (y))]
dy dy
_ dh™
— £, 1<y>>( b )]
dy
« Koska funktion /4 kdanteisfunktio 4! oletettiin aidosti vihenevéiksi,
niin
-1
dh_(y) _

dy

« Voimme siis tdssdkin tapauksessa kirjoittaa:

£.0)= £, (7 )| (y )

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Lineaarimuunnos monotonisten muunnosten

erikoistapauksena

e Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio
on

fil)
e Muodostetaan satunnaismuuttujan X lineaarimuunnos
Y=a+bX
jossa a ja b # 0 ovat vakioita.
* Satunnaismuuttujan Y tiheysfunktio on

_ I (y-a
fy(y)—|b|fx( b j

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Lineaarimuunnos monotonisten muunnosten

erikoistapauksena: Todistus

* Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio f(x).
e Olkoon

Y=a+ bX (ajab+0 vakioita)
« Talloin

v=h(x)=a+bx,b#0

- —da
x=h'(y==

b
dh(x):b
dx
joten
_ o dh™ (y)| _ 1 y—a
fY(y)_fX(h (») dy _|b|fX( 3 j

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

Cauchyn jakauma

* Oletetaan, ettda satunnaismuuttuja X noudattaa jatkuvaa
tasaista jakaumaa (ks. lukua Jatkuvia jakaumia) valilla

(=2, +72):
X ~ Uniform(—77/2, +77/2)
e Muodostetaan satunnaismuuttujan X muunnos
Y = tan(X)
* Satunnaismuuttujan Y tiheysfunktio on

f)=t

7r.l+y2

Satunnaismuuttujan Y jakaumaa kutsutaan Cauchyn
jakaumaksi.

TKK (c) likka Mellin (2007)



Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

Cauchyn jakauma:
Tiheysfunktion johto 1/2

* Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa jatkuvaa tasaista
jakaumaa valilla (-2, +772), jolloin sen tiheysfunktio on

fx)=1/rn,-m2<x<+m?2
* Olkoon
Y = h(X) = tan(X)
*  Muunnos
v = h(x) = tan(x)
on aidosti kasvava ja sen kddnteismuunnoksen

x = h~!(y) = arctan(y)

derivaatta on

dh”'(y) darctan(y) 1
dy dy 1+y

2

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

Cauchyn jakauma:
Tiheysfunktion johto 2/2

e Siten satunnaismuuttujan Y = tan(X) tiheysfunktioksi saadaan

£, = £ () ””’;i W1 _1
3%

r 1+y°
e Satunnaismuuttujan Y jakaumaa kutsutaan Cauchyn jakaumaksi.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Cauchyn jakauma ja

Studentin t-jakauma

* Voidaan osoittaa, ettd Cauchyn jakauma on sama kuin
Studentin -jakauma yhdella vapausasteella (ks. lukua

Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia) €li, JOS
X ~ Uniform(—7/2, +77/2)
ja
Y = tan(X)
nin
Y~11)
 Huomautus:

Cauchyn jakaumalla ei ole momentteja eli silla ei ole edes
odotusarvoa.
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Ei-monotonisten muunnosten jakaumat

« Jos satunnaismuuttujaan sovelletaan ei-monotonista
muunnosta, ei ole mahdollista loytdd yleistd muunnoksen
jakaumaa ja sen tiheysfunktiota koskevaa tulosta.

« Ei-monotonisten muunnosten tapauksessa joudutaan
tarkastelu tekeméaan tapauskohtaisesti.

« Seuraavassa tarkastellaan esimerkkind *(1)-jakauman
(kS. lukua Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia) tiheysfunktion
johtoa.

TKK (c) likka Mellin (2007) 24



Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

72(1)-jakauma

Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa
standardoitua normaalijakaumaa:

X~N(0, 1)
e Mairitellaan satunnaismuuttuja
Y=X?

« Satunnaismuuttuja Y noudattaa y’-jakauman maaritelman
mukaan }?-jakaumaa yhdelld vapausasteella:

Y~ (1)
* Satunnaismuuttujan Y tiheysfunktio on

by
1 2 2

5y (») :EY €
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

22(1)-jakauma:
Tiheysfunktion johto 1/2

Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa standardoitua
normaalijakaumaa:

X~N(0, 1)
Tallsin

Y=X2~ (1)

Olkoon ®@(-) standardoidun normaalijakauman N(O, 1) kertymdfunktio.

Satunnaismuuttujan Y = X? kertymdfunktio on
F,(»)=Pr(Y < y)=Pr(X" < y)

=Pr(| X |<\[»)
=Pr(—/y <X <+y)
= 0(,/y) - 0(—/»)
=2®(/y)-1

TKK
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

22(1)-jakauma:
Tiheysfunktion johto 2/2

e Standardoidun normaalijakauman N(O, 1) tiheysfunktio on

o'(x) =L d(x) = — i

dx N2

jossa @(-) on standardoidun normaalijakauman N(O, 1) kertyméafunktio.

« Siten satunnaismuuttuj an Y = X? ~ Y’(1) tiheysfunktioksi saadaan

fy(y)——F ()=—- [2@([ )1
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Satunnaismuuttujien muunnokset ja
niiden jakaumat

Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

>> Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat

TKK (c) likka Mellin (2007)

28



Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Bijektiivisten muunnosten jakaumat 1/3

* Olkoot X ja Y jatkuvia satunnaismuuttuja, joiden
yhteisjakauman tiheysfunktio on

Sxrx, )
e Mairitellaan satunnaismuuttujat
U=gX,Y)
V=hX,Y)
 Tehdidian muunnoksesta
u=g(x,y)
(*) {

v="h(x,y)
seuraavalla kalvolla esitettavat oletukset.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Bijektiivisten muunnosten jakaumat 2/3

* Oletukset muunnoksesta ():

(1) Muuttujat x ja y voidaan ratkaista yhtaloryhmasta ()
vksikdsitteisesti muuttujien u ja v funktioina.

(11) Funktioilla g ja & on jatkuvat osittaisderivaatat
muuttujien x ja y suhteen.

(111) Muunnoksen (*) Jacobin determinantti on nollasta
poikkeava alueella, jossa tiheysfunktio f,(x, y) on
positilvinen:

d(u,v) _du dv du dv
J(x,y) Ox dy dy Ox
kaikille x ja y, joille f,(x, y) > 0.

#0
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Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Bijektiivisten muunnosten jakaumat 3/3

* Jos oletukset (1)-(111) patevat, satunnaismuuttujien U ja V'
yhteisjakauman tiheysfunktio on

Fo (49 = [y (5, ) 3&‘3

jossa x ja y ratkaistaan kalvon 1/3 yhtaloryhmasta ().
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Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Normaalijakauman generointi

jatkuvasta tasaisesta jakaumasta 1/2

* Oletetaan, ettda satunnaismuuttujat X ja Y ovat

riippumattomia ja noudattavat jatkuvaa tasaista jakaumaa

(kS. lukua Jatkuvia jakaumia) valilla (0, 1)1
X ~ Uniform(0, 1)
Y ~ Uniform(0, 1)
X1lY
* Maaritelldadn satunnaismuuttujat
U =cos(2rX )\/—2 log(Y)

V =sin(2rX)y/—2log(Y)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Normaalijakauman generointi

jatkuvasta tasaisesta jakaumasta 2/2

e Satunnaismuuttujat U ja V ovat riippumattomia ja
noudattavat standardoitua normaalijakaumaa (ks. lukua

Jatkuvia jakaumia):
U~N(, 1)
V' ~N(0, 1)
ulLv
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Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Normaalijakauman generointi

jatkuvasta tasaisesta jakaumasta: Todistus 1/5

Oletetaan, ettd satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia ja
noudattavat jatkuvaa tasaista jakaumaa valilla (0, 1):

X ~ Uniform(0, 1)
Y ~ Uniform(0, 1)
X1lY

Olkoot

U = cos(2X )\/—2log(Y)
V =sin(27.X)/-2log(Y)

Tarkastellaan yhtdloryhmdd

(*) u= COS(27Z')C)\/_2 10g()’)
v =sin(27x)\/-2log(y)

TKK
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Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumia
Normaalijakauman generointi

jatkuvasta tasaisesta jakaumasta: Todistus 2/5

*  Yhtidloryhméin

(*) u= COS(27Z'X)\/—2 log(y)
V= sin(27rx)\/ —2log(y)

ratkaisut muuttujien x ja y suhteen saadaan yhtaloista

-

u
cos(27x) =
u> +v°
: %
3 sin(27x) =
u’ +v°

y= exp{—%(if + vz)}
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Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumia
Normaalijakauman generointi

jatkuvasta tasaisesta jakaumasta: Todistus 3/5

e  Muunnoksen () Jacobin determinantti on

d(u,v) _ du dv _du dv
d(x,y) ox dy dy ox

: —sin(27x)
_[ 27rsm(2ﬂ'x)\/ 2log( y)] L} \/_2 log(y)}
—Ccos(27x)
|:27Z'COS(2ﬂ'x)\/ 2log( y)] L} \/_2 log(y):|
2
B y
« Koskay >0, niin
o(u,v) 20
d(x,y)
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Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumia
Normaalijakauman generointi

jatkuvasta tasaisesta jakaumasta: Todistus 4/5

Satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman tiheysfunktio on

S, 1) =1,0<x<1,0<y<]I
Siten satunnaismuuttujien U ja V yhteisjakauman tiheysfunktio on

-1
Jor W, v) = fiy(x,) 9w,) =X 0<x<1,0<y<l
d(x,y)

2
Sijoittamalla tdhan x ja y lausuttuna muuttujien u ja v funktiona
saadaan

Jor W, v) = ﬁeXp {—%(uz + Vz)}

TKK
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Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumia
Normaalijakauman generointi

jatkuvasta tasaisesta jakaumasta: Todistus 5/5

Nyt
(*%) fUV(M,V)=$€Xp{—%(u2 +V2)}

= \/;_7[ exp{—%uz} . \/;_7[ exp{—%vz}
= fu ) f,(v)

jossa f (u) ja f,(v) ovat standardoidun normaalijakauman N(O, 1)
tiheysfunktioita.

Koska satunnaismuuttujien U ja V yhteisjakauman tiheysfunktio
voidaan esittdd satunnaismuuttujien U ja V reunajakaumien tiheys-
funktioiden tulona, satunnaismuuttujat U ja V ovat riippumattomia.

Yhtalosta (+*) nahdaan lisaksi se, ettd satunnaismuuttujat Uja V'
noudattavat standardoitua normaalijakaumaa N(0, 1).
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Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumia
Normaalijakauman generointi
Jatkuvasta tasaisesta jakaumasta: Kommentteja

 Muunnosta
U= cos(272'x)\/ —2log(y)
v =sin(27x),—2log(y)

kutsutaan tavallisesti Boxin ja Miillerin muunnokseksi.

-

(*)

* Boxin ja Miillerin muunnos tarjoaa erddn keinon
generoida normaalijakautuneita satunnaislukuja tasaista
jakaumaa valilla (0, 1) noudattavista satunnaisluvuista.
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Satunnaismuuttujien muunnokset ja
niiden jakaumat

Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
>> Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Satunnaismuuttujien riippumattomuus

Olkoot X ja Y riippumattomia ja jatkuvia satunnais-
muuttujia.

Talloin niiden yhteisjakauman tiheysfunktio

Jxrx, y)

voldaan esittid satunnaismuuttujien X ja Y reunajakaumien
tiheysfunktioiden f,(x) ja f(y) tulona:

Jxr%, ) = JAXWAY)

TKK
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Riippumattomien satunnaismuuttujien

summan jakauma

* Olkoot Xja Y riippumattomia ja jatkuvia satunnais-
muuttujia, joiden tiheysfunktiot ovat f,(x) ja f(»).

e Muodostetaan satunnaismuuttujien X ja Y summa
U=X+Y
* Satunnaismuuttujan U tiheysfunktio on

fu@y= [ fy(=x)f (x)dx

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Riippumattomien satunnaismuuttujien

summan jakauma: Todistus 1/3

* Olkoot Xja Y riippumattomia ja jatkuvia satunnaismuuttujia, joiden
tiheysfunktiot ovat f,(x) ja f,(y).

« Koska satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia,

Jxr(%, ¥) = f)xx)

 Olkoot
U=X+Y
V=X

e Satunnaismuuttujien X ja ¥ summan jakauma saadaan maaraamalla
satunnaismuuttujan U reunajakauma satunnaismuuttujien Uja V
yhteisjakaumasta.

TKK (c) likka Mellin (2007)



Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Riippumattomien satunnaismuuttujien

summan jakauma: Todistus 2/3

e Tarkastellaan muunnosta
u=x+y
o |
V=X

*  Muunnoksen () kddnteismuunnos:

y=u-—v
X=v

*  Muunnoksen () Jacobin determinantti:
d(u,v) du dv du dv
a(x,y) onay_ay.ax
=1-0-1-1
=—1#0

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Riippumattomien satunnaismuuttujien

summan jakauma: Todistus 3/3

e Siten satunnaismuuttujien U= X + Yja V = X yhteisjakauman
tiheysfunktio on
d(u,v)

Jor @, v)= [y (X, 1) A(x.7)

= /xS, () =1
= xSy (u=v)

o  Summan U= X+ Y tiheysfunktio saadaan tistd satunnaismuuttujan U
reunajakauman tiheysfunktiona:

fo@y= | fopv)dv= | f, () f, @=v)dv

-1

= [ £y () £, (—x)dx

TKK (c) likka Mellin (2007) 45



Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma

r’-jakauma 1/3

« Tarkastellaan riippumattomien satunnaismuuttujien
summan jakaumaa koskevan yleisen tuloksen sovelluksena
;(z-jakauman (kS. lukua Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia)
tiheysfunktion lausekkeen johtoa.

TKK (c) likka Mellin (2007) 46



Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma

r’-jakauma 2/3

* Oletetaan, ettd satunnaismuuttujat
X, X,...,.X

n

ovat riippumattomia ja noudattavat standardoitua
normaalijakaumaa:

X, X,...,X L
X.~N(@©O,1),i=1,2,...,n
« Maadritelladn satunnaismuuttuja
Y =X +X,++ X
 Satunnaismuuttuja ¥, noudattaa }’-jakauman mairitelman
mukaan y?-jakaumaa n:11a vapausasteella:

Y, ~ xA(n)

TKK (c) likka Mellin (2007) 47



Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma

r’-jakauma 3/3

« Satunnaismuuttujan
Y, ~ x*(n)
tiheysfunktio on

* Normeerausvakio C, saadaan kaavasta
1
C =

1
22”r(”j
2

jossa I'(+) on Eulerin gammafunktio:

I'(z)= j e dt
0

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
r’-jakauma:

Tiheysfunktion johto 1/10

Oletetaan, ettd satunnaismuuttujat
X, X, ..., X
ovat riippumattomia ja noudattavat standardoitua normaalijakaumaa:
X, X,....,X, L
X, ~N@O,1),i=1,2,...,n
Talloin
V,=X{+ X, + 4 X~ 2 (n)

Kéytetddn satunnaismuuttujan ¥, tiheysfunktion lausekkeen

perustelemiseen tdydellistd induktiota ja yleista tulosta
riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakaumalle.

TKK

(c) llkka Mellin (2007) 49



Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
r’-jakauma:

Tiheysfunktion johto 2/10

Olkoon n = 1.
Téassa luvussa on jo todettu (ks. kappaletta Satunnaismuuttujien
muunnosten jakaumat), ctti

Y, =X 12 ~ X ’ (D)
ja satunnaismuuttujan Y, tiheysfunktio on

1 1L
(== e

L N
Koska | |

Cl — —

i)

satunnaismuuttujan
Y, = X7+ Xy 4+ X~ 7 (n)

tiheysfunktion lauseke pitee, kun n = 1.

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma

r’-jakauma:
Tiheysfunktion johto 3/10

Tarkastellaan seuraavaksi erikseen tapausta n = 2.

Koska satunnaismuuttujat X, ja X, on oletettu riippumattomiksi, myos
satunnaismuuttujat X’ ja X, ovat riippumattomia.

Siten voimme soveltaa satunnaismuuttujaan
Y,=X'+X; ~ 1 (2)

riippumattomien satunnaismuuttujien summan tiheysfunktion kaavaa:
1 1 1 1

L) = [ ho-2/d =C[(r-2) e 220 Yz

1= LN
2)’

=Ce j(y—z) 2z 2dz
0

jossa C, on muuttujan y suhteen vakio.

TKK

(c) llkka Mellin (2007) 51



Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
r’-jakauma:

Tiheysfunktion johto 4/10

« Tapaus n =2 jatkuu ...

* Sijjoituksella z = yt integraali

1 oo 1 1
__y —_—— —_——

L) =Ce? [(y=2) 7z 2dz

saadaan muokatuksi muotoon
1 oo 1 1

L) =Cre > [(y=y0) 2 (y) ? yat

1 1

| oo
=Cle 2yj(l—t) 2 24y
0

1
-5

— 2

1 1

jossa C, =C, _[ (1—¢) 2t 2dt on muuttujan y suhteen vakio.
0

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
r’-jakauma:

Tiheysfunktion johto 5/10

* Tapaus n =2 jatkuu ...
e Siten satunnaismuuttujan
Y, =X+ X, 4+ X~y ()
tiheysfunktion lauseke

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
r’-jakauma:

Tiheysfunktion johto 6/10

* Yleinen induktio-askel n — 1 — n.
e Induktio-oletus:
Satunnaismuuttujan
Y :X12 "'Xz2 +"'+X5—1 ~x (n=1)
tiheysfunktio on

Sl Sy

f;ft—l (y) = Cn—ly ? e ?

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma

r’-jakauma:
Tiheysfunktion johto 7/10

Induktio-askel n — 1 — n jatkuu ...

Koska satunnaismuuttujat X, , X, , ... , X on oletettu

riippumattomiksi, myos satunnaismuuttujat ¥ = X+ X, +---+ X,

ja X’ ovat riippumattomia.
Siten voimme soveltaa satunnaismuuttujaan
Y=Y +X =X +X ++X_ +X ~y(n)

riippumattomien satunnaismuuttujien summan tiheysfunktian kaavaa:

£ =] £=2fn(2)dz=C, j (-2 2e T

1 3
__y _— _ _—

=Cle ? j(y z) 222" 24,

jossa C’ on muuttujan y suhteen vakio.

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma

r’-jakauma:
Tiheysfunktion johto 8/10

e Induktio-askel » — 1 — n jatkuu ...

* Siyjoituksella z = yt integraali
1 l 3

£,(») = Ce"yﬂy 2) 222 2dz

saadaan muokatuk51 muotoon

1 3
s 1,3
£,(») = Cezj<y vy 2om 2y
L __y 13
=Cly? I(l £) 22 2dr
1 1
:Cyz”‘le‘ay

1 1 3

jossa C, =C’ j(l 1) 242" 24t on muuttujan y suhteen vakio.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
r’-jakauma:

Tiheysfunktion johto 9/10

» Induktiopaittely jatkuu ...

* Yhdistamalla kalvojen 2/10-8/10 tulokset ndhdéaan, etta satunnais-
muuttujan

Y, =X+ X+ o+ XD~ ()

tiheysfunktion lauseke
Loyl

L,()=Cy? e’
patee kaikillen =1, 2, 3, ...

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
r’-jakauma:

Tiheysfunktion johto 10/10

Maarataan vield normeerausvakio C,, .

Todetaan ensin, ettd tiheysfunktio f, toteuttaa seuraavan ehdon:

o0

oo 1 1
[fdy=C,[y>" e > ay=1
0

0

Sijoituksella y = 2¢ tama integraali saadaan muokatuksi muotoon
1

o ]
22"C, [12" e dr =1
0

* Siten normeerausvakion C, arvoksi saadaan
1
C =

1
22”r(5j
2
jossa I'() on Eulerin gammafunktio:

(z)= [t dt
0

TKK (c) likka Mellin (2007) 58



Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Momenttiemafunktio

Olkoon X satunnaismuuttuja.

Oletetaan, ettd odotusarvo
m,(t) = E(e¥)

on olemassa kaikille
te (—h, +h)

jossa 2 > 0 on vakio.

Talloin funktiota m (¢) kutsutaan satunnaismuuttujan X ja
sen jakauman momenttiemafunktioksi eli momentit
generoivaksi funktioksi.

Lisatietoja: ks. lukua Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio.

TKK (c) likka Mellin (2007) 59



Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Riippumattomien satunnaismuuttujien summan

momenttiemafunktio

 QOlkoot
X, X oo, X,

riippumattomia satunnaismuuttujia, joiden momentti-
emdfunktiot ovat

m, (1), my(?), ... ,m(?)
o Talloin summan

X=X+ X,+-+X
momenttiemafunktio on satunnaismuuttujien
X, X, ... , X, momenttieméfunktioiden fulo:

my(t) = m,()my(t) -+ m,()

TKK (c) likka Mellin (2007)

60



Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Bernoulli-jakaumaa noudattavien satunnais-

muuttujien summan jakauma

 QOlkoot
X, X oo, X,

riippumattomia satunnaismuuttujia, jotka noudattavat
samaa Bernoulli-jakaumaa parametrilla p:

X, Xy o0, X, L
X;~Bernoulli(p) ,i=1,2,...,n
 Talloin satunnaismuuttujien X;, X,, ... , X, summa
Y=X,+X,+-+X
noudattaa binomijakaumaa (ks. lukua Diskreetteja jakaumia)
parametrein (n , p):
Y ~Bin(n , p)

TKK (c) likka Mellin (2007) 61



Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Bernoulli-jakaumaa noudattavien satunnais-

muuttujien summan jakauma: Perustelu 1/2

Oletetaan, etta

X, X oo X, L
X.~Bemoulli(p) ,i=1,2,...,n
* Talloin satunnaismuuttujien X, X, ... , X, momenttiemdfunktio on
muotoa

m(t)=q+pe ,i=12,...,n
« Lisédtietoja: ks. lukua Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio.
* Muodostetaan satunnaismuuttujien X, X, ... , X summa:
Y=X,+X,++X,

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Bernoulli-jakaumaa noudattavien satunnais-

muuttujien summan jakauma: Perustelu 2/2

* Riippumattomien satunnaismuuttujien summan momenttiemdfunktiota
koskevan tuloksen mukaan satunnaismuuttujan

Y=X,+X,+~+X,
momenttiemafunktio on
my (1) = m, (t)m,(t)---m, ()
=(q+pe')q+pe')-(q+ pe)
=(q+pe')’
» Koska m(t) on binomijakauman Bin(n, p) momenttieméafunktio, niin
Y=X,+X,+-+X ~Bm,p)

TKK (c) likka Mellin (2007) 63



Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Binomijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien

summan jakauma

* Olkoot
X, Xy oo, X,
riippumattomia satunnaismuuttujia, jotka noudattavat
binomijakaumia parametrein (n, , p), (n,, p), ... , (N, p):
X, Xy oo, X L
X.~Bin(n;,,p),i=1,2,... .k
« Talloin satunnaismuuttujien X;, X,, ... , X, summa
Y=X,+Xx,+-+X,
noudattaa binomijakaumaa (ks. lukua Diskreetteja jakaumia)
parametrein (n, + n, + -+ n,, p):
Y~Bin(n, +n,+ - +n,.,p)

TKK (c) likka Mellin (2007) 64



Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Binomijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien

summan jakauma: Perustelu 1/2

Oletetaan, etta

X, X5 oo X, L
X.~Bin(n,,p),i=1,2,... ,k
* Talloin satunnaismuuttujien X,, X, ... , X, momenttiemdfunktiot ovat
muotoa

m.(t)=(q+pe)" ,i=12,... .k
« Lisédtietoja: ks. lukua Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio.

* Muodostetaan satunnaismuuttujien X, X, ... , X, summa:
Y=X,+X,+-+X,

TKK (c) likka Mellin (2007) 65



Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Binomijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien

summan jakauma: Perustelu 2/2

* Riippumattomien satunnaismuuttujien summan momenttiemdfunktiota
koskevan tuloksen mukaan satunnaismuuttujan

Y=X,+X,+~+X,
momenttiemafunktio on
my (1) = m, (t)m, () --m, (¢)
=(q+pe')"(g+pe)”---(q+pe)”
— (g + pe' )"t

* Koska m(t) on binomijakauman Bin(n, + n, + - + n, , p) momentti-
emafunktio, niin

Y=X,+X,+-+X ~Bin(n, +n,+-+n,,p)

TKK (c) likka Mellin (2007) 66



Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Poisson-jakaumaa noudattavien

satunnaismuuttujien summan jakauma

 QOlkoot
X, Xy oo, X,

riippumattomia satunnaismuuttujia, jotka noudattavat
Poisson-jakaumia parametrein A, , A4, , ... , A, :

X, X, oo, X L
X, ~Poisson(4),i=1,2,...,k
« Talloin satunnaismuuttujien X;, X,, ... , X, summa
Y=X,+Xx,+-+X,
noudattaa Poisson-jakaumaa (ks. lukua Diskreetteja
jakaumia) parametrilla A, + A, + -+ A4, :
Y ~ Poisson(4, + 4, + - + 4)

TKK (c) likka Mellin (2007) 67



Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Poisson-jakaumaa noudattavien satunnais-

muuttujien summan jakauma: Perustelu 1/2

Oletetaan, etta

X, X oo X, L
X, ~Poisson(4),i=1,2,...,k
« Talloin satunnaismuuttujien X,, X, ... , X, momenttiemdfunktiot ovat
muotoa

m ()= i=1,2,.. ,k
« Lisédtietoja: ks. lukua Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio.

* Muodostetaan satunnaismuuttujien X, X, ... , X, summa:
Y=X,+X,+-+X,

TKK (c) likka Mellin (2007) 68



Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Poisson-jakaumaa noudattavien satunnais-

muuttujien summan jakauma: Perustelu 2/2

* Riippumattomien satunnaismuuttujien summan momenttiemdfunktiota
koskevan tuloksen mukaan satunnaismuuttujan

Y=X,+X,++X,
momenttiemafunktio on
my (¢) = my (H)m, (t)---m, (t)
_ A @D A (D A

_ b2 ) D)
« Koska my(t) on Poisson-jakauman Poisson(A, + A, + -+ 1)
momenttiemafunktio, niin

Y=X,+X,+ -+ X, ~Poisson(4, + 4, + -+ 4)

TKK (c) likka Mellin (2007) 69



Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Normaalijakaumaa noudattavien

satunnaismuuttujien summan jakauma

* Olkoot
X, Xy oo, X,
riippumattomia satunnaismuuttujia, jotka noudattavat
normaalijakaumia parametrein (4,,07,),(l,,0:),...,(1, ,0;):
X, Xy oo, X L
X ~N(y,0’),i=1,2,... .k
« Talloin satunnaismuuttujien X;, X,, ... , X, summa
Y=X,+X,+ +X,
noudattaa normaalijakaumaa (ks. lukua Jatkuvia jakaumia)
parametrein (4, + (L, +-++ Il , O, + 05 +++-+0}):
Y~ N(ty + fty +-+ 4, O} +0; +---+0})

TKK (c) likka Mellin (2007) 70



Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Normaalijakaumaa noudattavien satunnais-

muuttujien summan jakauma: Perustelu 1/2

Oletetaan, etta

X, X oo X, L
X ~Nu,00),i=1,2,... ,k
* Talloin satunnaismuuttujien X,, X, ... , X, momenttiemdfunktiot ovat
muotoa

m () =exp(ut+io’t’),i=12,....k
« Lisédtietoja: ks. lukua Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio.

* Muodostetaan satunnaismuuttujien X, X, ... , X, summa:
Y=X,+X,+-+X,
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Normaalijakaumaa noudattavien satunnais-

muuttujien summan jakauma: Perustelu 2/2

Riippumattomien satunnaismuuttujien summan momenttiemdfunktiota
koskevan tuloksen mukaan satunnaismuuttujan
Y=X,+ X, +-+X,
momenttiemafunktio on
my (1) = m ()m, (t)---m, (¢)
=exp(iyt +5071°)exp(int + 10517 ) exp(it + 3 0,t°)
= exp((l +fy ++ o+ L) +4(0F + 02 4o+ OD))
Koska m(t) on normaalijakauman
Ny, + i, ++--+ , , 0. + 0, ++--+ 0, ) momenttieméfunktio, niin
Y=X+X,++X ~NW+u,++u ,0 +0: +-+07,)

TKK
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Satunnaismuuttujien muunnokset ja
niiden jakaumat

Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma

>> Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
Satunnaismuuttujien riippumattomuus

Olkoot X ja Y riippumattomia ja jatkuvia satunnais-
muuttujia.

Talloin niiden yhteisjakauman tiheysfunktio

Jxrx, y)

voldaan esittid satunnaismuuttujien X ja Y reunajakaumien
tiheysfunktioiden f,(x) ja f(y) tulona:

Jxr%, ) = JAXWAY)

TKK
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
Riippumattomien satunnaismuuttujien

osamaaran jakauma

e Olkoot Xja Y > 0 riippumattomia ja jatkuvia satunnais-
muuttujia, joiden tiheysfunktiot ovat f,(x) ja f(»).

e Maadritelladn satunnaismuuttuja
U=X/Y
* Osamairan U= X/ Y tiheysfunktio on

+ oo

fu@)= | yf @) f,(»)dy

— 00

TKK (c) likka Mellin (2007) 75



Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
Riippumattomien satunnaismuuttujien

osamaaran jakauma: Todistus 1/3

* Olkoot Xja Y > 0 riippumattomia ja jatkuvia satunnaismuuttujia,
joiden tiheysfunktiot ovat f,(x) ja f,(y).
« Koska satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia,

Jxr(%, ¥) = F Y xx)

 Olkoot
U=X/Y
V=Y

e Satunnaismuuttujien X ja Y osamdairan jakauma saadaan maaraamalla
satunnaismuuttujan U reunajakauma satunnaismuuttujien Uja V
yhteisjakaumasta.
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
Riippumattomien satunnaismuuttujien

osamaaran jakauma: Todistus 2/3

» Tarkastellaan muunnosta
) {u =x/y
v=y
*  Muunnoksen () kddnteismuunnos:
X =uy
b
*  Muunnoksen () Jacobin determinantti:

o(u,v) _ du dv_du dv
d(x,y) oJx dy dy ox

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
Riippumattomien satunnaismuuttujien

osamaaran jakauma: Todistus 3/3

« Siten satunnaismuuttujien U= X/ Yja V =Y yhteisjakauman
tiheysfunktio on
d(u,v)

Jor @, v)= fiy (X, ) A(x.7)

=[x (D) fy (V)Y
=V () fy (V)

* Osamddrdn U= X/ Y tiheysfunktio saadaan tistd satunnaismuuttujan
U reunajakauman tiheysfunktiona:

-1

+ oo

fo@) = [ fo @v)dv= | vf, @) f, (v

— 00

= [ ¥y ) £y (0)dy
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma

F-jakauma 1/4

Tarkastellaan riippumattomien satunnais-

muuttujien osamaaran jakaumaa koskevan yleisen tuloksen
sovelluksena F: -j akauman (kS. lukua Normaalijakaumasta
johdettuja jakaumia) tiheysfunktion lausekkeen johtoa.

Oletetaan, ettd satunnaismuuttujat
X, X,....X, ,Y,,.Y,,..., Y

n
ovat riippumattomia ja noudattavat standardoitua
normaalijakaumaa:

X X, X, Y, Y, ..., Y, L
X ~N(O0,1),i=1,2, ..., m
Y,~N(0,1),i=1,2,...,n
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma

F-jakauma 2/4

« Maaritelladn satunnaismuuttujat
X=X'+X+-+X’
Y=Y’+Y +--+Y’
 Satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia ja y*-
jakauman maéritelman mukaan X noudattaa y’-jakaumaa

m:11a vapausasteella ja Y noudattaa y?-jakaumaa n:l1a
vapausasteella:

X ~ y*(m)
Y~ x*(n)
X1y

TKK (c) likka Mellin (2007) 80



Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma

F-jakauma 3/4

« Maadritelladn satunnaismuuttuja

F:X/m= n X
Y/n m Y
jossa siis
X ~ y*(m)
Y ~ 1 (n)
X1lY

e Satunnaismuuttuja /' noudattaa F-jakauman maaritelméan
mukaan F-jakaumaa vapausastein m ja n:

F~ F(m, n)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma

F-jakauma 4/4

« Satunnaismuuttujan
F~ F(m, n)
tiheysfunktio on

m —-1 m
I =—7 <7 ( j y? (1+—yj
JEIHE R
2 2
jossa I'(+) on Eulerin gammafunktio:

I'(z)= j e dt
0
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma

F-jakauma:
Tiheysfunktion johto 1/6

e Maaritelldan satunnaismuuttuja

n X
| “m Y
jossa
X~y (m),Y~y(m),X LY
 Tilldin
F~F(m, n)

« Kiytetddn satunnaismuuttujan F' tiheysfunktion lausekkeen

F(m—mj m _m+tn
fr) =t (%jzy?l(H%yj 2
(33

perustelemiseen yleista tulosta riippumattomien satunnaismuuttujien
osamaarin jakaumalle.
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
F-jakauma:
Tiheysfunktion johto 2/6

e Maaritelldan satunnaismuuttuja

7=
Y

jossa
X~y (m),Y -~ (n), X LY

* ¥’(n)-jakauman tiheysfunktio on muotoa (ks. kappaletta
Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma):

(z)= [t dt
0

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
F-jakauma:
Tiheysfunktion johto 3/6

* Riippumattomien satunnaismuuttujien osamddrdn tiheysfunktion
kaavan mukaan satunnaismuuttujan Z = X/Y tiheysfunktio on

+oo 1 n 1
—1 ——y ——1 ——y

£, = [ we(@) f,(Mdy=C,C, j @) ey ey

n

2 ——1 ——( z)y
_CanJ‘y(Zy)z dy

* Kun integraalissa tehdiin sijoitus (1 + z)y = t, saadaan

L oy
t 2 t 2 — 1
C C e ? dt
J2(2)= j1+z( 1+Zj (1+zj 1+z

m m+n oo 1

—-1 —(m+n)-1 —lt
=C,Cz? (I+2) > [t2" e 7dl

0
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
F-jakauma:
Tiheysfunktion johto 4/6

e Satunnaismuuttujan Z = X/Y tiheysfunktion lausekkeen

m+n oo 1

f(z)= CCZ T4z) jz 3 g

integraalin

. l(m+n)—l —lt
j 12 e 2dt

integroitava on ¥*(m + n)-jakauman tiheysfunktion ydin.

 Siten

o 1 1
—(m+n)-1 ——t |
[ e rar=——

C

0 m+n

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
F-jakauma:
Tiheysfunktion johto 5/6

-+, lausekkeet paikoilleen saadaan
satunnaismuuttujan Z = X/Y tiheysfunktioksi

r(m+nj
CC ﬁ_ _m+n ﬁ_ _m+n
f(z)=m"n 2 (1) 2 = 2 ) 24y 2

(3G

e Satunnaismuuttujan
n X

« Sijoittamalla vakioiden C, , C,ja C

F=—-—~F(m,n
I (m,n)
saadaan satunnaismuuttujan Z = X/Y tiheysfunktiosta /ineaari-
muunnoksella
F=27
m
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
F-jakauma:
Tiheysfunktion johto 6/6

« Soveltamalla satunnaismuuttujan lineaarimuunnoksen tiheysfunktion
kaavaa (ks. kappaletta Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat)
saadaan F(m, n)-jakauman tiheysfunktioksi

r(m_ﬂj ”
fr(y)= - 2 ; (’:jzyg_l(H%yj 2
F(EJF@
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma

t-jakauma 1/4

* Oletetaan, ettd satunnaismuuttujat
X,Y,,Y,...,Y

n
ovat riippumattomia ja noudattavat standardoitua
normaalijakaumaa:

X, Y, Y, ..., Y L
X~N(0, 1)
Y,~N(,1),i=1,2,...,n

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma

t-jakauma 2/4

« Maaritelladn satunnaismuuttuja
Y=Y’ +Y+--+Y’
« Satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia, X
noudattaa standardoitua normaalijakaumaa N(0, 1)ja Y

noudattaa y?-jakauman maaritelman mukaan y?-jakaumaa
n:11a vapausasteella:

X ~N(0,1)
Y~y (n)
X1lY
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma

t-jakauma 3/4

« Maaritelladn satunnaismuuttuja

X
_m_\/_ﬁ

jossa siis
X ~ N(0,1)

Y ~ 1 (n)
X1lY
« Satunnaismuuttuja ¢ noudattaa t-jakauman maaritelman
mukaan Studentin z-jakaumaa vapausastein »n (ks. lukua

Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia):

t ~t(n)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma

t-jakauma 4/4

e Satunnaismuuttujan
t ~ t(n)
tiheysfunktio on

F(n +1j Ll
1 2 1 ,) 2
Ji(y)=——= (1+—y j

2
jossa I'(+) on Eulerin gammafunktio:

I'(z)= j e dt
0

TKK (c) likka Mellin (2007)



Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
t-jakauma:

Tiheysfunktion johto 1/4

Mairitelladn satunnaismuuttuja
X

t=In"=

Y

| JY
jossa

X ~N@O,1),Y~xy(n), X LY
Talldin

t~t(n)

Kéytetdadn satunnaismuuttujan ¢ tiheysfunktion lausekkeen

1 2 1 ,) 2
S () =—— (1+—y ]
2
perustelemisessa hyviksi sitd, ettd selvisti

?~F(1, n)

TKK
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
t-jakauma:

Tiheysfunktion johto 2/4

« Jakauman F(1, n) titheysfunktio on

e
fAz)r(;% érj@m % (H%Zj

n+l

7+l o

2

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
t-jakauma:

Tiheysfunktion johto 3/4

 Koska
=z
jossa
z~F(1, n)

patee seuraava tulos, kun y > 0:
Pr(0<t<y)=1Pr(0<|t|<y)
=1Pr(0<¢* < y?)
=1Pr(0<z<y?)

=3 F:(y ’ )
jossa F on jakauman F(1, n) kertymdfunktio.

TKK (c) likka Mellin (2007)



Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
t-jakauma:

Tiheysfunktion johto 4/4

e Derivoimalla yhtalo

Pr0<t<y)=3F.(»")
saadaan satunnaismuuttujan ¢ ttheysfunktioksi, kun y > 0:

L) =y(0)

« Siten jakauman #(n) tiheysfunktioksi saadaan lopulta

1 2
ft(y)_\/E F(Ej 1+_y
2

n

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Satunnaismuuttujien muunnokset ja
niiden jakaumat

Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma

Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
>> Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien minimin jakauma 1/2

* Oletetaan, ettda satunnaismuuttujat
X, X oo, X,
ovat riippumattomia ja noudattavat samaa jakaumaa,
jonka kertymdfunktio on F(x):
X, Xy oo X, L
X~F(x),i=1,2,...,n

* Olkoon satunnaismuuttuja X, satunnaismuuttujien
X, Xpy o.. . X, minimi:

Xy =min{X;, X, ... , X}

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien minimin jakauma 2/2

Satunnaismuuttujan
Xy =min{X;, X,, ..., X}
kertymdfunktio on
Jos satunnaismuuttujat X, X,, ... , X ovat lisdksi jatkuvia
ja niiden tiheysfunktio on
Sx) = F"(x)
niin satunnaismuuttujan
Xy=min{X,, X, ... , X}

tiheysfunktio on

Sy =nll = Fo)]"fx)

TKK
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien minimin jakauma:
Perustelu 1/3

o OQOletetaan, etta
X, X oo X, L
X.~Fx),i=1,2,...,n
 Olkoon

‘Xv(l) - min{Xla XZ) sty Xn}
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien minimin jakauma:

Perustelu 2/3

* Soveltamalla kertymdfunktion mddritelmdd, komplementti-
todenndkoisyyden kaavaa ja satunnaismuuttujien X, X,, ... , X,
riippumattomuutta satunnaismuuttujan

Xy =min{X;, X,, ... , X}
kertymafunktioksi saadaan:

Fyy (x) =Pr(X ) < x)
=1-Pr(X > x)
=1-Pr(X,>x ja X,>x ja...ja X6 >Xx)
=1-Pr(X, >x)Pr(X, >x)---Pr(X, >x)
=1—-[1-Pr(X, <x)][1-Pr(X, <x)]---[1-Pr(X, <x)]
=1-[1-F()][l-F(x)]-[1-F(x)]
=1-[1-F(x)["
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien minimin jakauma:

Perustelu 3/3

* Oletetaan liséksi, ettd satunnaismuuttujat X, X,, ... , X, ovat jatkuvia
ja niiden tiheysfunktio on

Ax) = F'(x)
e Tall6in satunnaismuuttujan
Xpy=min{X,, X,, ... , X}

tiheysfunktio saadaan derivoimalla satunnaismuuttujan X,
kertyméafunktion lauseke:

S ()= F) (x) = %{1 - F@T
= —a[l= F)T [=F'(x)]
—a[l- FOOT™ £ (x)
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien minimin jakauma:

Eksponenttijakauma 1/2

* Oletetaan, etti riippumattomat satunnaismuuttujat

X, X5, ..., X, noudattavat samaa eksponenttijakaumaa (ks. lukua
Jatkuvia jakaumia) parametrinaan A :
X, X oo X, L
X ~Exp(d),i=1,2,...,n
* Satunnaismuuttujien X,, X, ... , X, kertymdfunktio:
F(x)=1-e™

* Satunnaismuuttujien X, X,, ... , X, tiheysfunktio:

f(X)=F'(x)=Ae™
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien minimin jakauma:

Eksponenttijakauma 2/2

Mairitelladn satunnaismuuttuja
Xqy=min{X;, X,, ..., X}
Satunnaismuuttujan X, kertymdfunktio:
Foy(0)=1=[1= F@)]'=1-[1-(1-¢™)]
g
Satunnaismuuttujan X, tiheysfunktio:

foy(x)=F(x)= dix(l _ )

=nle”™
Siten samaa eksponenttijakaumaa Exp(A) noudattavien satunnais-
muuttujien X, X, ... , X, minimi Xy noudattaa eksponentti-

jakaumaa parametrinaan nA :
Xy~ Exp(nd)

TKK
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien maksimin jakauma 1/2

* Oletetaan, ettda satunnaismuuttujat
X, X oo, X,
ovat riippumattomia ja noudattavat samaa jakaumaa,
jonka kertymdfunktio on F(x):
X, Xy oo X, L
X~F(x),i=1,2,...,n
* Olkoon satunnaismuuttuja X, satunnaismuuttujien
X, X5, ..., X, maksimi:
X,y =max{X;, X,, ..., X}
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien maksimin jakauma 2/2

Satunnaismuuttujan

Xy = max{Xi, X, ... , X}
kertymdfunktio on

F(n) - [F(x)]n

Jos satunnaismuuttujat X, X,, ... , X ovat lisdksi jatkuvia

ja niiden tiheysfunktio on

Sx) = F"(x)
niin satunnaismuuttujan
X,y =max{X;, X,, ..., X}

n

tiheysfunktio on

Jo = nlF(x)]"f(x)

TKK
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien maksimin jakauma:
Perustelu 1/3

* OQOletetaan, etta
X, X oo X, L
X.~Fx),i=1,2,...,n
e Olkoon

Xy =max{X, X, ..., X}
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien maksimin jakauma:
Perustelu 2/3

« Soveltamalla kertymdfunktion mddritelmdd ja satunnaismuuttujien
X, X5, ..., X, riippumattomuutta satunnaismuuttujan

Xy =max{X;, X, ..., X}

kertymafunktioksi saadaan:

F, (x)=Pr(X, =x)
=Pr(X,<xjaX,<xja...jaX <Xx)
=Pr(X, < x)Pr(X, <x)---Pr(X, <x)
=F(x)F(x)---F(x)

=[F(0)]
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien maksimin jakauma:

Perustelu 3/3

* Oletetaan liséksi, ettd satunnaismuuttujat X, X, ... , X, ovat jatkuvia
ja niiden tiheysfunktio on

Ax) = F'(x)
e Tall6in satunnaismuuttujan
Xy =max{X, X, ..., X}

tiheysfunktio saadaan derivoimalla satunnaismuuttujan X,
kertyméafunktion lauseke'

f(n)(x) (n)('x) = [F(x)]
= n[F (0] F'(x)
=n[F(x)]"" f(x)
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien maksimin jakauma:

Eksponenttijakauma 1/2

« Oletetaan, etti riippumattomat satunnaismuuttujat

X, X5, ..., X, noudattavat samaa eksponenttijakaumaa (ks. lukua
Jatkuvia jakaumia) parametrinaan A :
X, X oo X, L
X ~Exp(d),i=1,2,...,n
* Satunnaismuuttujien X,, X, ... , X, kertymdfunktio:
F(x)=1-e™

* Satunnaismuuttujien X, X,, ... , X, tiheysfunktio:

f(X)=F'(x)=Ae™
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien maksimin jakauma:

Eksponenttijakauma 2/2

Mairitelladn satunnaismuuttuja
Xy =max{X, X, ... , X}
Satunnaismuuttujan X, kertymdfunktio:
F,(x)=[F)]'=(1-e™)"

Satunnaismuuttujan X, tiheysfunktio:
’ d -1
x)=F (x)=—({-e")"
f(n)( ) (n)( ) dx ( )

=nde M (1—e ™)

Siten samaa eksponenttijakaumaan Exp(A) noudattavien
satunnaismuuttujien X, X,, ... , X, maksimi X ,, ei noudata mitdan
tavanomaista jakaumaa toisin kuin niiden minimi X, , joka noudattaa
eksponenttijakaumaa parametrinaan nA .
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