likka Mellin
Todennakoisyyslaskenta

Osa 2: Satunnaismuuttujat ja
todennakoisyysjakaumat

Jakaumien tunnusluvut
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Jakaumien tunnusluvut

>> Odotusarvo
Varianssi
Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot
Momentit
Vinous ja huipukkuus
Kvantiilit
Moodi
Suurten lukujen laki

TKK (c) likka Mellin (2007)



Odotusarvo
Johdatteleva esimerkki:

Arpajaiset 1/7

* Olkoon arpajaisissa 1000 arpaa.
 Arpanumerot: 1,2, ..., 1000.

* Voitonjako:

Voitot (mk) | Voittoja (kpl)
1000 1

100 10

20 100

TKK (c) likka Mellin (2007)



Odotusarvo
Johdatteleva esimerkki:

Arpajaiset 2/7

* Arvotaan voittonumerot seuraavalla tavalla:
(1) Kirjoitetaan arpanumerot lipukkeille.
(2) Pannaan lipukkeet uurnaan.

(3) Poimitaan uurnasta satunnaisesti 111 arpaa:
— 100 ensimmaistd saa voittona 20 mk
— 10 seuraavaa saa voittona 100 mk
— Viimeinen saa voittona 1000 mk

» Voitot yhteensd (mk):
1000x1 + 100x10 + 20x100 = 4000

» Voitto yhtd ostettua arpaa kohden eli voitto/arpa (mKk):
4000/1000 =4

TKK (c) likka Mellin (2007)



Odotusarvo
Johdatteleva esimerkki:

Arpajaiset 3/7

» Voitto/arpa voidaan laskea myO0s toisella tavalla.
 Arpanumerot: 1,2, ..., 1000.
* Voitonjako:

Voitot (mk) | Voittoja (kpl)
1000 1

100 10

20 100

0 889

* Voitto/arpa (mk):
1x1000+10x1004+100x20+889x0
1000
1 10 100 889

= x1000+—— X100 +——x20+——x0
1000 1000 1000 1000

=4
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Odotusarvo
Johdatteleva esimerkki:

Arpajaiset 4/7

» Voitto/arpa saadaan siis laskutoimituksella
L><1000+£><100+£><20+@><0 =4
1000 1000 1000 1000

jossa voitto/arpa on laskettu voittojen painotettuna summana, jossa
painoina on kiytetty voittojen todenndkoisyyksid:

Pr(Voitto = 1000) = —— = 0.001
1000

Pr(Voitto =100) = 10 =0.01
1000
Pr(Voitto = 20) = 100 =0.1
1000
Pr(Voitto =0) = 889 _ 0.889

1000
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Odotusarvo
Johdatteleva esimerkki:

Arpajaiset 5/7

Siten suure voitto/arpa on laskettu kaavalla
ixipi
jossa
X; = voitto
p; = on voiton x,; todennakoisyys

Kutsutaan suuretta voitto/arpa voiton odotusarvoksi.

Voiton odotusarvo on siis odotettavissa oleva voitto, jos ostaa yhden
arvan.

Voiton odotusarvolle voidaan antaa seuraava frekvenssitulkinta:

Jos ostat useita arpoja, voiton odotusarvo kertoo keskimdidrdisen
voiton yhtd arpaa kohden.

TKK
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Odotusarvo
Johdatteleva esimerkki:

Arpajaiset 6/7

e Arpominen on satunnaisilmio.
e Maaritelldan satunnaismuuttuja X = voitto.

* Satunnaismuuttujan X mahdolliset arvot x; (voitot) ja niiden
todenndkoisyydet p; :

X Pr(X=x) = p,
1000 | 1/1000

100 10/1000

20 100/1000

0 889/1000

e Huomautus:

Huomaa, ettd tulosvaihtoehto 0 mk ja sen todenndkoisyys on
otettava mukaan!
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Odotusarvo
Johdatteleva esimerkki:

Arpajaiset 7/7

* Satunnaismuuttujan X arvot x; ja niiden fodenndkoisyydet
Pr(X=1x,) = p,
maadrittelevat diskreetin todenndkoisyysjakauman.
» Lauseke

Zixl.pl. = Zixl. Pr(X =x,)
maarittelee diskreetin satunnaismuuttujan X odotusarvon.

 Huomautus:

Odotusarvo maéaritelldadn seuraavassa erikseen diskreeteille ja
Jjatkuville jakaumille.

TKK (c) likka Mellin (2007)



Odotusarvo
Diskreetin jakauman odotusarvo:

Maaritelma

* Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja.

* Olkoon {x;, x,, x5, ... } satunnaismuuttujan X tulos-
vaihtoehtojen eli arvojen joukko.

* Olkoon satunnaismuuttujan X pistetodenndkoisyysfunktio
fx)=Pr(X=x)=p,,i=1,2,3, ...
e Satunnaismuuttujan X odotusarvo on vakio

E(X) = uy :in Pr(X:xi):inf(xi)

e Sanomme, ettd satunnaismuuttujan X odotusarvo E(X) on
sen jakauman odotusarvo, joka kuvaa satunnaismuuttujaan
X littyvia todennakoisyyksia.

TKK (c) likka Mellin (2007) 10



Odotusarvo
Diskreetin jakauman odotusarvo:

Kommentteja

Vaikka satunnaismuuttujan saama arvo vaihtelee
satunnaisesti koetoistosta toiseen, satunnaismuuttuja saa
keskimddrin arvoja, jotka vaihtelevat sen odotusarvon
ymparilla.

Jos jakaumalla on odotusarvo, se on jakauman toden-
nakoisyysmassan painopiste.

Diskreetin jakauman odotusarvon ei tarvitse kuulua ko.
satunnaismuuttujan tulosvaihtoehtojen joukkoon.

Nopanheiton tuloksen odotusarvo on 3.5 (ks. >), mika ei esiinny
mahdollisten tulosvaihtoehtojen joukossa.

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Odotusarvo
Diskreetin jakauman odotusarvo:

Esimerkki nopanheitosta

Nopanheittoon liittyvan
diskreetin tasaisen jakauman

pistetodenndkoisyysfunktio on
muotoa

Pr(X =i) :é ,1=1,2,3,4,5,6
Satunnaismuuttujan X
odotusarvo:

E(X)= iiPr(X =)= iié

_1+2+3+4+5+6 21
6 6

=3.5

Pistetodennakoisyysfunktio
0.3

0.2 |

01 |

TKK
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Odotusarvo
Diskreetin jakauman odotusarvo:

Esimerkki onnenpyorasta 1/2

Olkoon diskreetin
satunnaismuuttujan X
pistetodenndkoisyysfunktio
muotoa

Pr(X=1)=0.3
Pr(X=2)=0.25
Pr(X=3)=0.2
Pr(X=4)=0.15
Pr(X=5)=0.1

Pistetodennékoisyysfunktio
liittyy luvussa
Satunnaismuuttujat ja
todennakoisyysjakaumat
kasiteltyyn esimerkkiin
onnenpyorasta.

0.4

Pistetodennakoisyysfunktio

03 |

0.2 |

01

» ——— o

4] —

TKK
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Odotusarvo

Diskreetin jakauman odotusarvo:

Esimerkki onnenpyorasta 2/2

« Satunnaismuuttujan X

Pistetodennakoisyysfunktio

odotusarvo: 0.4
5
E(X)=§liPr(X=i> 03| 4
=1x03+2x025+3x02 | _ | [
+4x%x0.15+5%0.1
—95 01 | ‘
0 1 ' ’
1 2 3 4 5
1
I
E(X)=2.5

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Odotusarvo
Jatkuvan jakauman odotusarvo:

Maaritelma

e Olkoon X on jatkuva satunnaismuuttuja.
* Olkoon satunnaismuuttujan X tikeysfunktio f(x).

* Satunnaismuuttujan X odotusarvo on vakio

+ oo

E(X) =t = | f (x)d

— 00

« Sanomme, ettda satunnaismuuttujan X odotusarvo E(X) on
sen jakauman odotusarvo, joka kuvaa satunnaismuuttujaan
X littyvia todenniakoisyyksia.

TKK (c) likka Mellin (2007) 15



Odotusarvo
Jatkuvan jakauman odotusarvo:

Kommentteja

Vaikka satunnaismuuttujan saama arvo vaihtelee
satunnaisesti koetoistosta toiseen, satunnaismuuttuja saa
keskimddrin arvoja, jotka vaihtelevat sen odotusarvon
ymparilla.

Jos jakaumalla on odotusarvo, se on jakauman
todennakoisyysmassan painopiste.

Jatkuvan jakauman odotusarvo kuuluu aina ko.
satunnaismuuttujan tulosvaihtoehtojen joukkoon.

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Odotusarvo
Jatkuvan jakauman odotusarvo:

Esimerkki tasaisesta jakaumasta

« Jatkuvan tasaisen jakauman

Jatkuva tasainen jakauma

tiheysfunktio on

1
, a<x<b
f(x)=1b-a
0, muulloin

e Jakauman odotusarvo on
—+ oo

E(X)= j xf (x)dx

(o o)

1/(b-a)

; 1
=_£x-b_adx

a 1\ b

= a7l

=(b+a)/2=a+(b—-a)/2

I
EXX)=a+ (b—a)2

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Odotusarvo

Jatkuvan jakauman odotusarvo:

Esimerkki kolmiojakaumasta

* Eraan kolmiojakauman

Kolmiojakauma

tiheysfunktio on 1.2
1) —1x+1,0<x<2 1
xX)=
0, muulloin 0.8 1

0.6 -
e Jakauman odotusarvo on

too 0.4 -

E(X)= j xf (x)dx

— 00

0.2

E(X) = 2/3

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Odotusarvo
Jatkuvan jakauman odotusarvo:

Esimerkki normaalijakaumasta

 Normaalijakauman
tiheysfunktio on

f (x)‘are"p{ (WT}

e Normaalijakauman
tiheysfunktio on symmetrinen
suoran x = 4 suhteen.

Normaalijakauma

* Voidaan osoittaa, ettid
normaalijakauman odotusarvo 0

E(x) = u |
ks. lukua Jatkuvia jakaumia. EW@X)=u

TKK (c) likka Mellin (2007) 19



Odotusarvo
Odotusarvon olemassaolo

Jakaumalla ei vdlttamadtta ole odotusarvoa.

Odotusarvon olemassaololla tarkoitetaan diskreetin
jakauman tapauksessa sita, etti

Z|xi | f(x;) <eo
ja jatkuvan jakauman tapauksessa sita, etta
+o00

J 1x] S (dx <o

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Odotusarvo
Odotusarvo ja todennakoisyysmassan painopiste

» Jos jakaumalla on odotusarvo, se yhtyy aina ko. jakauman
todenndkoisyysmassan painopisteeseen.

* Olkoon
E(X) = u
satunnaismuuttujan X odotusarvo.
« Jos satunnaismuuttujan X jakauma on symmetrinen suoran
xX=a
suhteen, niin

E(X)=pu=a

TKK (c) likka Mellin (2007) 21



Odotusarvo
Vakion odotusarvo

e QOlkoon a ei-satunnainen vakio.
 Vakion odotusarvo on vakio itse:
E(a)=a

« Kommentti:

Vakio ei vaihtele koetoistosta toiseen.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Odotusarvo
Vakion odotusarvo:

Perustelu

* Vaite: Vakiolle a patee
E(a)=a

* Perustelu (jatkuvan jakauman tapauksessa):

E(a) = Taf(x)dx = an(x)dx =a-1=a

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Odotusarvo
Lineaarimuunnoksen odotusarvo

« Olkoon satunnaismuuttujan X odotusarvo E(X).
* Satunnaismuuttujan X lineaarimuunnoksen
Y=a+bX

(a ja b vakioita) odotusarvo E(Y) saadaan soveltamalla ko.
lineaarimuunnosta odotusarvoon E(X):

E(Y)=a+bE(X)

TKK (c) likka Mellin (2007) 24



Odotusarvo

Lineaarimuunnoksen odotusarvo:

Perustelu

e Viite: Lineaarimuunnokselle
Y=a+bX
patee

E(Y) = a + bE(X).

* Perustelu (jatkuvan jakauman tapauksessa):

E(Y)=E(a+bX) :T(a+bx)f(x)dx

= an(x)dx + bT xf (x)dx

=a+bE(X)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Odotusarvo
Lineaarimuunnoksen odotusarvo:

Kommentteja

Satunnaismuuttujan X kertominen vakiolla 5 merkitsee
satunnaismuuttujan X saamien arvojen mittakaavan
muuttamista.

Satunnaismuuttujan X saamien arvojen mittakaavan
muuttaminen verrannollisuuskertoimella b muuttaa
satunnaismuuttujan X jakauman todennakoisyysmassan
painopistetta samalla kertoimella.

Vakion a lisidminen satunnaismuuttujaan X merkitsee
satunnaismuuttujan X jakauman todennakoisyysmassan
siirtoa.

Todenndkoisyysmassan siirtiminen vakion a verran siirtaa
todennakoisyysmassan painopistettd saman verran.

TKK
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Odotusarvo
Odotusarvo jakauman sijaintiparametrina 1/2

Koska odotusarvolla on fysikaalinen tulkinta toden-
nakoisyysmassan painopisteend, odotusarvoa voidaan
kutsua jakauman sijaintiparametriksi.

Oletetaan, ettd satunnaismuuttujien X ja Y tiheysfunktiot
vksihuippuisia ja symmetrisid painopisteensd suhteen.
Talloin satunnaismuuttujan X todennikoisyysmassan

padosa sijaitsee vasemmalla satunnaismuuttujan Y
todennakoisyysmassan padosasta, jos ja vain jos

E(X) <E(Y)

ks. havainnollistusta 1 >.

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Odotusarvo
Odotusarvo jakauman sijaintiparametrina 2/2

My0s jos jakauma on yksihuippuinen, mutta vino,
odotusarvo kuvaa luontevalla tavalla jakauman
todenndkoisyysmassan padosan sijaintia;

ks. havainnollistusta 2 >.

Sen sijaan, jos jakauma on monihuippuinen, jakauman
todenndkoisyysmassan paaosien el tarvitse olla 1ahella
odotusarvoa; ks. havainnollistusta 3 >.

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Odotusarvo
Odotusarvo jakauman sijaintiparametrina:

Havainnollistus 1

Kuva oikealla esittdda kolmen
normaalijakauman N, NV, ja N,
tiheysfunktioita f,, f, ja f; .
Tiheysfunktiot £, £, ja f; ovat
vksihuippuisia ja symmetrisid
SUOTIEN X = Uy, X = U, JaA X = U5
suhteen.

Jakaumat N, ja N; saadaan

siirtdmdlld jakauman N, toden-
nakoisyysmassaa oikealle.

Jakaumien N,, N, ja N; odotus-
arvot u,, 1, ja u, toteuttavat
epayhtalot

My S My < s

Jakaumien N,, N, ja N, tiheysfunktiot

L fho S

_/ N

1t 1
| | |
Hy

b

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Odotusarvo
Odotusarvo jakauman sijaintiparametrina:

Havainnollistus 2

Kuva oikealla esittad kahden
eksponenttijakauman £, ja £,
tiheysfunktioita f, ja f, .
Tiheysfunktiot £, ja f, ovat
vksihuippuisia ja epd-
symmetrisid.

Jakauman £, todennédkoisyys-
massa on keskittynyt jakauman
E, todennéakoisyysmassaa voi-
makkaammin origon ldhelle.

Jakaumien £, ja £, odotusarvot
1Ja Ly
U, ja u, toteuttavat epayhtilon

M1 < Uy

Jakaumien E, ja E, tiheysfunktiot

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Odotusarvo
Odotusarvo jakauman sijaintiparametrina:

Havainnollistus 3

« Kuva oikealla esittda erdan
sekoitetun normaalijakauman
N tiheysfunktiota f.

« Tiheysfunktio fon kaksi-
huippuinen ja symmetrinen
suoran x = u suhteen.

Jakauman N tiheysfunktio

« Jakauman N todennédkoisyys-
massalla on vaaka-akselilla
kaksi keskittymdad.

« Jakauman N odotusarvo u on
todennéakoisyysmassojen
keskittymien vdlissd.

=~ —> -

TKK (c) likka Mellin (2007) 31



Odotusarvo
Summan ja erotuksen odotusarvo

* Satunnaismuuttujien X ja ¥ summan X + Y odotusarvo on
E(X+Y)=E(X)+E(Y)
e Satunnaismuuttujien X ja Y erotuksen X — Y odotusarvo
on
E(X-Y)=E(X)—-E()
« Tama merkitsee sita, ettd odotusarvo on lineaarinen
operaattori.

e Huomautus:

Todistus vaatii kaksiulotteisten satunnaismuuttujien
madrittelemista ja esitetddn luvussa Moniulotteiset satunnais-
muuttujat ja jakaumat.

TKK (c) likka Mellin (2007) 32



Odotusarvo
Summan odotusarvo:

Yleistys

 OlkootX.,i=1,2,...,nsatunnaismuuttujia

jaa;,i=1,2, ..., n vakioita.

e Satunnaismuuttujien X, i =1, 2,
summan

2.a.X,

odotusarvo on

E(Zn:aiXij:Zn:ai E(X,)

... , n painotetun

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Odotusarvo

Diskreetin satunnaismuuttujan funktion odotusarvo:
Maaritelma

e Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jonka piste-
todenndkoisyysfunktio on

fix)=Pr(X=x)=p,,i=1,2,3, ...
* Olkoon g reaaliarvoinen funktio.

« Satunnaismuuttujan g(X) odotusarvo on vakio

E(g(X))= Hoixy = Zg(xi)f(xi)

TKK (c) likka Mellin (2007) 34



Odotusarvo
Jatkuvan satunnaismuuttujan funktion odotusarvo:

Maaritelma

e Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio
on

S(x)
* Olkoon g reaaliarvoinen funktio.

« Satunnaismuuttujan g(X) odotusarvo on vakio

B(2(X)) = lyx) = | £(x)S(x)dx

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Jakaumien tunnusluvut

Odotusarvo
>> Varianssi
Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot
Momentit
Vinous ja huipukkuus
Kvantiilit
Moodi
Suurten lukujen laki

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Varianssi
Varianssi:

Yleinen maaritelma

e Olkoon satunnaismuuttujan X odotusarvo
E(X)=u,

« Satunnaismuuttujan X varianssi on vakio
D*(X)=Var(X)=0; =E(X — 1, )’

* Satunnaismuuttujan X varianssi on satunnaismuuttujan X

omasta odotusarvostaan , madratyn poikkeaman nelion
odotusarvo.

TKK (c) likka Mellin (2007) 37



Varianssi
Diskreetin jakauman varianssi

* Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja.

* Olkoon {x, x,, ... } satunnaismuuttujan X tulos-
vaihtoehtojen eli arvojen joukko.

* Olkoon satunnaismuuttujan X pistetodenndkoisyysfunktio
fx)=Pr(X=x,)=p,,i=1,2, ...
« Talloin satunnaismuuttujan X varianssi on vakio

D*(X)=Var(X)=0y =) (x,—1y)’ p,

1

TKK (c) likka Mellin (2007) 38



Varianssi
Jatkuvan jakauman varianssi

e Olkoon X on jatkuva satunnaismuuttuja.
* Olkoon satunnaismuuttujan X tikeysfunktio f(x).

« Talloin satunnaismuuttujan X varianssi on vakio

D*(X) = Var(X) =0, =T(x—ﬂx)2f(X)dx

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Varianssi
Varianssin olemassaolo

e Jakaumalla ei valttamdtta ole varianssia.

* Varianssin olemassaololla tarkoitetaan sitd, etti
varianssin maaritteleva summa (diskreetin jakauman
tapauksessa) tai integraali (Jatkuvan jakauman
tapauksessa) on ddrellinen.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Varianssi
Varianssin maaritelma:

Kommentteja

* Varianssi kuvaa todenndkoisyysmassan hajaantuneisuutta
tal — mika on sama asia — keskittyneisyytta jakauman
painopisteen suhteen.

e Jos

Var(X) > Var(Y)

niin satunnaismuuttujan X todennakoisyysmassa on
hajaantunut voimakkaammin oman painopisteeseensd
suhteen kuin satunnaismuuttujan Y todennidkoisyysmassa
oman painopisteeseensd suhteen.

* Koska varianssi kuvaa todennakoisyysmassan
hajaantuneisuutta, sitd voidaan kutsua hajonta-
parametriksi.

TKK (c) likka Mellin (2007) 41



Varianssi
Varianssi jakauman hajaantuneisuuden mittana:
Esimerkki normaalijakaumista 1/2

« Kuva oikealla esittdd kolmen
normaalijakauman N,, NV, ja
N, tiheysfunktioita f,, 1, ja f; . ”

« Kaikilla jakaumilla on sama «— fi
odotusarvo u.

 Tiheysfunktiot f,, £, ja f; ovat
vksihuippuisia ja symmetrisid ~
suoran x = u suhteen.

Jakaumien N,, N, ja N, tiheysfunktiot

® —> -

TKK (c) likka Mellin (2007)



Varianssi
Varianssi jakauman hajaantuneisuuden mittana:

Esimerkki normaalijakaumista 2/2

« Jakauman N,

o Jakaumien N,, N, ja N, tiheysfunktiot
todennédkoisyysmassa on

keskittynein, kun taas jakauman ”
N; todennékoisyysmassa on — [
hajaantunein.
« Jakaumien varianssit toteuttavat
epayhtalot: "
« f;
Var(X,) < Var(X,) < Var(X;) 2/ p
|
i
|
i

TKK (c) likka Mellin (2007)



Varianssi
Varianssi:

Toinen laskukaava

e Olkoon satunnaismuuttujan X odotusarvo
E(X)=u

e Satunnaismuuttujan X varianssi voidaan laskea myo0s
kaavalla

Var(X)=a, —
jossa
o, =E(X?)

on satunnaismuuttujan X toinen (origo-) momentti.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Varianssi
Varianssin toinen laskukaava:

Perustelu

* Olkoot satunnaismuuttujan X odotusarvo
E(X)=u
ja toinen momentti
E(X*)=a,
e Satunnaismuuttujan X varianssi on
Var(X) = E(X — u)’
=B(X° -2uX +u°)
=E(X’)-2uE(X)+E(’)
=0t = 2UX U+ 1’

_ 2
=, U

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Varianssi

Standardipoikkeama:
Maaritelma

* Olkoon satunnaismuuttujan X odotusarvo
E(X) =4,

e Satunnaismuuttujan X standardipoikkeama on vakio
D(X) =0, =yE(X ~4,)’

« Standardipoikkeamaa kaytetadn samaan tapaan kuin
varianssia todennakoisyysmassan hajaantuneisuuden
(keskittyneisyyden) mittana.

« Standardipoikkeama on — toisin kuin varianssi — samoissa
mittayksikoissd kuin odotusarvo.

TKK (c) likka Mellin (2007) 46



Varianssi

Diskreetin jakauman varianssi:
Esimerkki nopanheitosta 1/2

Nopanheiton tulosta satunnaisilmiona kuvaavan diskreetin tasaisen
jakauman pistetodenndkoisyysfunktio:

P(X:i):é,i=1,2,3,4,5,6

Satunnaismuuttujan X odotusarvo:

6 6
B(X)=p=> iPr(X =i) :Zié=%=3.5
i=1 i=1
Satunnaismuuttujan X toinen momentti:

6 6
B(X*)=a,=) i’Pr(X =i)=) i’ 1
i=1 i=1

6
1P+ 2243°+47+5°+6° 91
6 6

TKK
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Varianssi
Diskreetin jakauman varianssi:
Esimerkki nopanheitosta 2/2

e Satunnaismuuttujan X varianssi:

91 (21Y 35
Var(X)=D*(X)=0" =, - i’ :——(—j =>"=2917
(X)=D"(X) TR = e ) T
e Satunnaismuuttujan X standardipoikkeama eli keskihajonta:

D(X)=0=+2.917 =1.708

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Varianssi
Diskreetin jakauman odotusarvo ja varianssi:

Laskujen jarjestaminen 1/5

* Nopanheiton tulosta satunnaisilmiona kuvaavan diskreetin tasaisen
jakauman odotusarvon ja varianssin maaraamista varten tarvittavat
laskutoimitukset voidaan jarjestda seuraavan taulukon muotoon:

Keskiarvo Varianssi 1 Varianssi 2
1 2 3 4 5 6 7 8 9
il xi | pi | xioi | x* [ xpi] xi—p | (xi—p)? | (xi—)%pi
1 1 16 | 1/6 1 1/6 -2.5 6.25 25/24
2 2 1/6 | 2/6 4 4/6 -1.5 2.25 9/24
3 3 16 | 3/6 9 9/6 -0.5 0.25 1/24
4 4 1/6 | 4/6 16 | 16/6 +0.5 0.25 1/24
5 5 1/6 | 5/6 25 | 25/6 +1.5 2.25 9/24
6 6 1/6 | 6/6 36 | 36/6 +2.5 6.25 25/24
| 21 1 21/6 | 91 | 91/6 0 17.5 70/24

TKK (c) likka Mellin (2007)



Varianssi

Diskreetin jakauman odotusarvo ja varianssi:

Laskujen jarjestaminen 2/5

Taulukon rivilla X on sarakesummat riveilti 1-6:

Sarake 2:
Sarake 3:
Sarake 4:
Sarake 5:
Sarake 6:
Sarake 7:

Sarake 8:
Sarake 9:

D xip =0, =91/6=15.167
Z(xi _:u) =0
> (x,—u) =175

> (x,—u) p,=0"=70/24=2917

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Varianssi

Diskreetin jakauman odotusarvo ja varianssi:
Laskujen jarjestaminen 3/5

Satunnaismuuttujan X odotusarvon maaradmista varten tarvittavat
laskutoimitukset on suoritettu sarakkeissa 2-4.

e (dotusarvo saadaan rivin X sarakkeesta 4:

B(X)=p=) xp,=21/6=3.5

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Varianssi

Diskreetin jakauman odotusarvo ja varianssi:
Laskujen jarjestaminen 4/5

Satunnaismuuttujan X varianssi voidaan maarita kahdella er1 tavalla:
Kaava 1:

Var(X)=a, — i’

jossa
a, =B(X*)= fopl.
H=EX)=> xp,
Kaava 2:

Var(X)=E(X -4y =0° =3 (x,~ 1)’ p,

jossa  on kuten kaavassa 1.

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Varianssi

Diskreetin jakauman odotusarvo ja varianssi:
Laskujen jarjestaminen 5/5

Kaavan 1 vaatimat laskutoimitukset on tehty sarakkeissa 2-4 ja 5-6:
B(X)=p=) xp =21/6=3.5
B(X*)=a, =) x'p,=91/6=15.167

Kaavan 1 mukaan
91 (21Y _35
Var(X)=a, -y’ ="——| == | ==-=2.917
=0, =21 3] =
Kaavan 2 vaatimat laskutoimitukset on tehty sarakkeissa 2-4 ja 7-9:
Var(X)=B(X -p)’ =0 =) (x,— )’ p, = ;—g =2.917
Kaavan 2 soveltaminen on siind mielessd monimutkaisempaa kuin

kaavan 1 soveltaminen, ettd kaavassa 2 on erotuksien (x; — )
maardadamiseksi ensin madrattava odotusarvo (.

TKK

(c) llkka Mellin (2007) 53



Varianssi
Jatkuvan jakauman odotusarvo ja varianssi:

Esimerkki tasaisesta jakaumasta 1/2

« Eriin jatkuvan tasaisen jakauman tiheysfunktio:

l 0<x<bh

f(x)=1b"
0, muulloin
e Satunnaismuuttujan X odotusarvo:
+oo b b
1 1 b
EX)=u=|xf(x)dx=|x-dx=| —x* | =—
(X)=pu £f() gb hb}oz
e Satunnaismuuttujan X foinen momentti:

—+ o0

2 J. 2 j‘ 21 _X'3 ’ b2
E(X)=a, = xﬂﬂwzx—ﬂzyﬁ:}_
2 T T3] 3

— 00

TKK (c) likka Mellin (2007) 54



Varianssi
Jatkuvan jakauman odotusarvo ja varianssi:
Esimerkki tasaisesta jakaumasta 2/2

e Satunnaismuuttujan X varianssi:

b (b

Var(X)=D*(X)=0" =a, —p* =~ - H .

3 \2) 12

e Satunnaismuuttujan X standardipoikkeama:

b
D(X)_O—_\/;_zﬁ

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Varianssi
Vakion varianssi

Olkoon a ei-satunnainen vakio.

Vakion varianssi on nolla:
Var(a)=0

Tulkinta:

Vakio ei vaihtele satunnaiskokeesta toiseen.

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Varianssi
Vakion varianssi:

Perustelu

e Vaite: Vakiolle a pitee
Var(a) =0
* Perustelu:
Var(a) = E(a—E(a)) = E(a—a)’ = E(0)=0
koska vakiolle a pitee:
E(a)=a

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Varianssi
Lineaarimuunnoksen varianssi

* Olkoon satunnaismuuttujan X varianssi Var(X).
* Satunnaismuuttujan X lineaarimuunnoksen
Y=a+bX
(a ja b vakiota) varianssi on
Var(Y) =b" Var(X)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Varianssi
Lineaarimuunnoksen varianssi:
Perustelu

e Viite: Lineaarimuunnokselle
Y=a+bX
patee
Var(Y) = b*Var(X).
* Perustelu:
Var(Y) = Var(a+bX) =E[ (a+bX)~E(a+bX) |
=E[a+bX —a-bE(X)|
= E[bX —bE(X)|
=L’ E[X -E(X)]
= b’ Var(X)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Varianssi
Lineaarimuunnoksen varianssi:

Kommentteja

« Satunnaismuuttujan X kertominen vakiolla b merkitsee
satunnaismuuttujan X saamien arvojen mittakaavan
muuttamista.

e Satunnaismuuttujan X saamien arvojen mittakaavan
muuttaminen verrannollisuuskertoimella b muuttaa
satunnaismuuttujan X varianssia kertoimella b2,

« Vakion ¢ lisddaminen satunnaismuuttujaan X merkitsee
satunnaismuuttujan X jakauman todennakoisyysmassan
siirtoa.

* Todennidkoisyysmassan siirtdminen ei muuta toden-
nakoisyysmassan hajaantuneisuutta.

TKK (c) likka Mellin (2007)



Varianssi

Standardointi

« Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka odotusarvo E(X) = & ja
varianssi D*(X) = o2
« Talloin standardoidun satunnaismuuttujan

z=A"H
o)

odotusarvo
E(Z)=0
ja varianssi

D*(Z) =1

TKK (c) likka Mellin (2007) 61



Varianssi

Standardointi:
Perustelu

« Olkoot E(X) = uja D*(X)= o>
« Standardoidaan satunnaismuuttuja X:

z=X"H
o
o Talloin
E(Z):E(l _ﬁ]:lE(X)_ﬁ:iﬂ_ﬁ:
c o) o c o o©

D*(Z) =D’ (i —ﬁj - L=t =
(02 (02 (o) (o)

0

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Varianssi
Summan ja erotuksen varianssi 1/2

Oletetaan, ettd satunnaismuuttujat X ja Y ovat
riippumattomia.

Tarkastellaan satunnaismuuttujien X ja Y summan X + Y ja
erotuksen X — Y varianssia.

Huomautus:

Satunnaismuuttujien X ja Y riippumattomuudella tarkoitetaan
seuraavaa:

Se, mitd arvoja satunnaismuuttuja X saa, €1 saa riippua siita,
mitd arvoja satunnaismuuttuja Y saa ja kdantien, se, mita arvoja
satunnaismuuttuja Y saa, €1 saa riippua siitd, mitd arvoja
satunnaismuuttuja X saa; kdsite tismennetddn luvussa
Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja jakaumat.

TKK

(c) llkka Mellin (2007) 63



Varianssi
Summan ja erotuksen varianssi 2/2

* Riippumattomien satunnaismuuttujien X'ja Y
summan X + Y varianssi on
Var(X +Y)=Var(X)+ Var(Y)
* Riippumattomien satunnaismuuttujien Xja Y
erotuksen X — Y varianssi on
Var(X —Y)=Var(X)+ Var(Y)
 Huomautus:

Todistus vaatii kaksiulotteisen satunnaismuuttujan
madrittelemistd ja esitetddn luvussa Moniulotteiset satunnais-
muuttujat ja jakaumat.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Varianssi
Summan ja erotuksen varianssi:

Kommentteja

* Oletetaan, etta satunnaismuuttujat X ja Y ovat
riippumattomia.

« Talloin satunnaismuuttujien X ja Y summan ja erotuksen
varianssille patee

Var(X £Y)=Var(X)+ Var(Y)
 Huomaa:

Var(X —Y) # Var(X)—Var(Y)

D(X +Y)=D(X)+D(Y)

D(X -Y)#D(X)-D(Y)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Varianssi
Summan varianssi:

Yleistys

* Olkoot satunnaismuuttyjat X, ,i=1,2, ..., n
riippumattomiajaa;,i=1,2, ... ,n vakioita.

» Talloin satunnaismuuttujien X; , 7 =1, 2, ... , n painotetun
summan

2.a.X,

varianssi on

Var(zn: al.Xl.j = Zn: a’ Var(X,)
i=l1 i=l1

TKK (c) likka Mellin (2007) 66



Varianssi
Empiirinen jakauma 1/3

Oletetaan, etta diskreetin satunnaismuuttujan X
mahdolliset arvot ovat

X, i=1,2,...,n

Liitetadn satunnaismuuttujan X arvoihin symmetriset
todenndkoisyydet

Pr(X =x,)=p, :l,i=1,2,...,n
n

Otannan perustyypissa, yksinkertaisessa satunnais-
otannassa, havaintoarvot x; noudattavat tita, ns.
empiirista jakaumaa.

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Varianssi

Empiirinen jakauma 2/3

* Suoraan diskreetin satunnaismuuttujan odotusarvon ja
varianssin maaritelmista saadaan:

n 1 n
E(X)=u= inpi :;in =X
i=1 i=1
E(X) =, =3 xp, =3
i=1 n -

Var(X) =D*(X) = 0* = (5, ~4)’ p, = (3%’

TKK (c) likka Mellin (2007) 68



Varianssi

Empiirinen jakauma 3/3

 Huomaa, ettd odotusarvo

=

on lukujen x; aritmeettinen keskiarvo ja

1 n
Var(X)=D*(X)=0" = —Z(xi -Xx)’
N
on lukujen x; ns. otosvarianssi.

TKK (c) likka Mellin (2007)



Varianssi
Aritmeettisen keskiarvon

odotusarvo ja varianssi 1/2

* OlkootX;,i=1,2,...,n riippumattomia satunnais-
muuttujia.

* Oletetaan liséksi, ettd satunnaismuuttujilla X, i=1, 2, ...

n on sama odotusarvo ja varianssi:
E(X)=u,D’(X)=0",i=12,...,n
e Olkoon
X = i;X"

satunnaismuuttujien X, i =1, 2, ... , n aritmeettinen
keskiarvo.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Varianssi
Aritmeettisen keskiarvon

odotusarvo ja varianssi 2/2

+ Tillgin
E(X)=u
2
D’ (X)=2-
n

e Huomautuksia:

—  Satunnaismuuttujien X; aritmeettisen keskiarvon odotusarvo on
sama kuin yksittaisten muuttujien yhteinen odotusarvo.

—  Satunnaismuuttujien X, aritmeettinen keskiarvo vaihtelee
varianssilla mitattuna vaéhemmdn kuin muuttujat itse.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Varianssi
Aritmeettisen keskiarvon

odotusarvo ja varianssi: Perustelu

Olkoot X.,i=1, 2, ..., n riippumattomia satunnaismuuttujia, joille
E(X)=u,D*(X)=0",i=1,2,...,n

e Talloin

TKK (c) likka Mellin (2007) 72



Jakaumien tunnusluvut

Odotusarvo
Varianssi
>> Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot
Momentit
Vinous ja huipukkuus
Kvantiilit
Moodi
Suurten lukujen laki

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot
Markovin epayhtalo

e Olkoon g(X) satunnaismuuttujan X positiivinen
reaaliarvoinen funktio, jonka odotusarvo on

E(g(X))

« Talloin jokaiselle reaaliselle vakiolle a > 0 patee
Markovin epayhtalo

Pr(g(X)2a)< Elg(X))
a

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot
Markovin epayhtalo:

Todistus

Todistetaan Markovin epayhtilon jatkuvien satunnaismuuttujien
tapauksessa.

Olkoon g(X) satunnaismuuttujan X positiivinen reaaliarvoinen funktio,

jonka odotusarvo on E(g(X)).
Olkoon satunnaismuuttujan X tikeysfunktio f(x) ja olkoon a > 0 vakio.

Markovin epdyhtdilo saadaan epayhtialoketjusta
E(g(X) =] g(x)f(x)dx

> aJ.S f(x)dx

=aPr(g(X)=a)
jossa

S ={x|g(x) > a}

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot
Markovin epayhtalo:

Kommentteja 1/2

« Markovin epayhtilon

E(g(X
Pr(g(X)2a)< (g(X))
a
mukaan todennakoisyys sille, ettd mielivaltaisen
satunnaismuuttujan X (jolle odotusarvo E(g(X)) on

olemassa) positiivinen funktio g(X) saa suurempia arvoja
kuin a > 0, on korkeintaan

E(g(X))
a

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot
Markovin epayhtalo:

Kommentteja 2/2

* Markovin epayhtilon erikoistapauksena saadaan
positiivisille satunnaismuuttujille X epayhtalo

Pr(X =a)< EX)

a
jossa a > 0.

« Siten mielivaltaisen positiivisen satunnaismuuttujan (jonka
odotusarvo E(X) on olemassa) todennakoisyysjakauman
todenniakoisyysmassasta korkeintaan

E(X)

a

100X

0

on etaisyytta a > 0 kauempana origosta.

TKK (c) likka Mellin (2007) 77



Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot

Tshebyshevin epayhtalo

* Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka odotusarvo on

E(X) = u

ja varianssi on
Var(X) = o2
« Talloin patee Tshebyshevin epayhtalo

1
Pr(|X - u|= ko) <=

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot

Tshebyshevin epayhtalo:
Todistus

« Todistetaan Tshebyshevin epayhtilon jatkuvien satunnaismuuttujien
tapauksessa.

* Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja.

e Olkoon satunnaismuuttujan X tiheysfunktio f(x), sen odotusarvo
E(X) = 1 ja varianssi Var(X) = o2 sekéd olkoon k > 0 vakio.

o Tshebyshevin epdyhtdlo seuraa Markovin epdyhtdilostd

Pr(g(X) > a) < Elg(X)
a

valitsemalla
g(x)=(x—u)"; 4 =E(X)
a=k’c" ;0" =Var(X)=E[g(X)]

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot
Tshebyshevin epayhtalo:
Kommentteja 1/3

* Tshebyshevin epayhtilon
Pr(|X -y =ko)< %

mukaan mielivaltaisen satunnaismuuttujan X (jonka

odotusarvo E(X) = u ja varianssi Var(X) = o2 ovat
olemassa) todennakoisyysmassasta korkeintaan

IOOX%%

on etdisyytta ko kauempana jakauman painopisteesta /L.

TKK (c) likka Mellin (2007) 80



Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot

Tshebyshevin epayhtalo:
Kommentteja 2/3

Jos X on mielivaltainen satunnaismuuttuja, jolla on
odotusarvo ja varianssi, Tshebyshevin epayhtilo antaa
absoluuttisen yldrajan satunnaismuuttujan X toden-
nakoisyysjakauman “hantidalueiden” todennakoisyys-
massan osuudelle.

Jos satunnaismuuttujan X jakauma spesifioidaan
tarkemmin, ’hintdalueiden” todenndkoisyysmassan
osuudesta voidaan antaa tarkempia arvioita.

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot

Tshebyshevin epayhtalo:
Kommentteja 3/3

e Esimerkki:

Tshebyshevin epayhtidlon mukaan kaikille satunnaismuuttujille
X, joilla on odotusarvo E(X) =  ja varianssi Var(X) = o2, pitee

Pr(|X—,u|230')Sé

Jos tiedamme, ettd X noudattaa normaalijakaumaa (ks. lukua
Jatkuvia jakaumia), saadaan (esimerkiksi normaalijakaumien
taulukoiden avulla) tarkempi tulos:

Pr(|X —py|230)=0.3%

TKK (c) likka Mellin (2007) 82



Jakaumien tunnusluvut

Odotusarvo

Varianssi

Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot
>> Momentit

Vinous ja huipukkuus

Kvantiilit

Moodi

Suurten lukujen laki

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Momentit
Origomomentit

* Olkoon X satunnaismuuttuja.

 Talloin satunnaismuuttujan X* odotusarvo
EX"=«a,

on satunnaismuuttujan X k. momentti eli k. momentti
origon suhteen.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Momentit
Origomomentit:

Erikoistapauksia

* Olkoon
EXY=a,
satunnaismuuttujan X k. momentti
 Erityisesti:
o, =1
o, =E(X)=u
 Siten satunnaismuuttujan X 1. momentti on satunnais-
muuttujan X odotusarvo.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Momentit
Keskusmomentit

* Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka odotusarvo on
E(X)=u

« T3illdin satunnaismuuttujan (X — u)" odotusarvo
B[ (X =) |=p,

on satunnaismuuttujan X k. keskusmomentti cli
k. momentti painopisteen [l suhteen.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Momentit
Keskusmomentit:

Erikoistapauksia

* Olkoon
E[ (X - |=p,
satunnaismuuttujan X k. keskusmomentti eli
k. momentti painopisteen Il suhteen.
* Erityisesti:
#; =0
t, =E[(X - )’ |=07 = Var(X) =D*(X)
 Siten satunnaismuuttujan X 1. keskusmomentti Advida

aina ja 2. keskusmomentti on satunnaismuuttujan X
varianssi.

TKK (c) likka Mellin (2007) 87



Momentit
Momenttien olemassaolo

Satunnaismuuttujan X k. origomomentti on olemassa, jos
E( X [*) <eo

Satunnaismuuttujan X k. keskusmomentti on olemassa,
jos vastaava origomomentti on olemassa.

* Voidaan osoittaa, etta jos
E(| X[") <eo
jollekin ne N, niin
E(| X |k) < oo kaikille k£ < n

 Jos siis satunnaismuuttujalla on . origomomentti, silla on
myo0s kaikki alempien kertalukujen momentit.

TKK (c) likka Mellin (2007) 88



Jakaumien tunnusluvut

Odotusarvo
Varianssi
Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot
Momentit
>> Vinous ja huipukkuus
Kvantiilit
Moodi
Suurten lukujen laki

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Vinous ja huipukkuus
Momentit

* Olkoon on
o, =E(X"),k=12,3,...
satunnaismuuttujan X k. origomomentti.
e Olkoon
u=E|(X-a)" |, k=123,...

satunnaismuuttujan X k. keskusmomentti.

e Huomaa;:
o, =E(X)=u

1, =E| (X —u)* | = Var(X)

TKK (c) likka Mellin (2007)

90



Vinous ja huipukkuus
Vinous

e Tunnuslukua

U
Y=

2

kaytetdan todenndkoisyysjakaumien vinouden mittana.

TKK (c) likka Mellin (2007) 91



Vinous ja huipukkuus
Todennakoisyysjakaumien vinous

* Jos todenndkoisyysjakauman pistetodennakoisyys- tai
tiheysfunktio on yksihuippuinen, patee seuraava:

% <0: Jakauma on negatiivisesti vino eli
vino vasemmalle, jolloin jakauman vasen hanti on
pitemp1 kuin oikea hanta.

% = 0: Jakauma on symmetrinen.

¥ > 0: Jakauma on positiivisesti vino eli
vino oikealle, jolloin jakauman oikea hanti on
pitempi1 kuin vasen hanta.
* Huomautus:

Normaalijakaumalle ¥, = 0.

TKK (c) likka Mellin (2007) 92



Vinous ja huipukkuus
Todennakoisyysjakaumien vinous:

Havainnollistus

Alla on kuvattuna kolme yksihuippuista tiheysfunktiota.

10 — 1(5) N(0,1) X(5)

¥ <0: ¥ = 0: % > 0:

Jakauma on Jakauma on Jakauma on
negatiivisesti vino symmetrinen. positiivisesti vino
eli vino vasemmalle. eli vino oikealle.

TKK (c) likka Mellin (2007) 93



Vinous ja huipukkuus

Huipukkuus

e Tunnuslukua

7
I _; -
M,
kaytetdadn todenndkoisyysjakaumien huipukkuuden
mittana.
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Vinous ja huipukkuus
Todennakoisyysjakaumien huipukkuus

* Jos todenndkoisyysjakauman pistetodennakoisyys- tai
tiheysfunktio on yksihuippuinen, patee seuraava:

% > 0: Jakauma on huipukas (normaalijakaumaan
verrattuna).

% = 0: Jakauma on yhti huipukas kuin normaali-
jakauma.

% < 0: Jakauma on laakea (normaalijakaumaan
verrattuna).

« Huomautus:

Normaalijakaumalle ¥, = 0.
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Jakaumien tunnusluvut

Odotusarvo
Varianssi
Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot
Momentit
Vinous ja huipukkuus
>> Kvantiilit
Moodi
Suurten lukujen laki
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Kvantiilit
Kvantiilin maaritelma

Olkoon X satunnaismuuttuja.
Olkoon lisdksi

0<p<l
* Jos luku x, toteuttaa ehdot
Pr(X<x)2p
Pr(Xzx,)21-p

sanomme, ettd x, on satunnaismuuttujan X ja sen jakauman
kvantiili kertalukua p.

* Kovantiili x, toteuttaa siis epayhtalot
Pr(X<x,) <p<Pr(X=<x,
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Kvantiilit
Kvantiilin maaritelma:
Kommentteja

Kvantiilit voidaan maarata myos sellaisille satunnais-
muuttujille, joilla ei o/le momentteja.

Kvantiilit eivdt valttamdtta ole yksikdsitteisid:

(1) Diskreettien satunnaismuuttujien kvantiilit ovat usein
monikdsitteisid.

(11) Jatkuvien satunnaismuuttujien kvantiilit ovat
vksikdsitteisid; ks. seuraavaa kalvoa.
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Kvantiilit
Jatkuvan satunnaismuuttujan kvantiilit

* Olkoon
F(x)=Pr(X<x)
jatkuvan satunnaismuuttujan X kertymdfunktio.
» Télloin satunnaismuuttujan X kvantiili x, toteuttaa yhtalon
F(x,)=p
* Kovantiili x, jakaa satunnaismuuttujan X jakauman toden-
nakoisyysmassan kahteen osaan niin, ettd massasta

px100 %

on kvantiilista x, vasemmalla ja
(1 —p)x100 %

on kvantiilista x, oikealla.
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Kvantiilit
Jatkuvan satunnaismuuttujan kvantiilit:
Esimerkki 1/2

* Kuva oikealla esittda N(0, 1)-jakauman kertymifunktio
standardoidun normaali- 1
jakauman N(O, 1) kertymd- 22 /
funktiota ®(z). 07
 Standardoidun normaalijakauman 0.6 -
N(O0, 1) taulukoiden mukaan: gi
®(0.52)=Pr(Z£ £0.52) = 0.7 0.3 1
. S 0.2 -
1ten 01 -
X,, =0.52 0 ———————
: -4-3-2-10T1234

0.52
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Kvantiilit
Jatkuvan satunnaismuuttujan kvantiilit:
Esimerkki 2/2

* Kuva oikealla esittdd N(0, 1)-jakauman tiheysfunktio

standardoidun normaali- 0.5
jakauman N(O, 1) tiheys-
: 0.4 -
funktiota.
 Standardoidun normaalijakauman 0.3 1
N(O0, 1) taulukoiden mukaan: 0z -
Alueen A pinta-ala
0.52 0.1
=[ f(2)dz -
=Pr(Z £0.52)
= (.7 0.52
« Siten
X,, =0.52
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Kvantiilit
Kvantiilit ja tilastolliset taulukot

« Useimmissa fodenndkoisyyslaskennan ja tilastotieteen
oppikirjoissa on taulukoituna keskeisten tilastollisessa
pddttelyssd kaytettavien jatkuvien jakaumien (standardoitu
normaalijakauma N(0,1), 3?-, t- ja F-jakaumat) kvantiileja
x, ja niitd vastaavia todennakoisyyksié p.

« Useimmissa tilastollisissa tietokoneohjelmissa on
aliohjelmia, jotka laskevat tavallisimpien jatkuvien
jakaumien kvantiileja x,, ja niitéd vastaavia toden-
nakoisyyksia p.

« Lisétietoja: ks. lukua Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia.
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Kvantiilit
Prosenttipisteet

e Jos p on muotoa
p=q/100,g=1,2,...,99
kvantiilia x, kutsutaan q. prosenttipisteeksi.

« Jatkuvan satunnaismuuttujan tapauksessa g. prosenttipiste
jakaa jakauman todenndkoisyysmassan kahteen osaan
niin, ettd massasta

q %
on g. prosenttipisteesti vasemmalla ja
(100 —gq) %

on g. prosenttipisteesta oikealla.
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Kvantiilit
Desiilit

e Jos p on muotoa
p=10xq/100,9=1,2,...,9
kvantiilia x, kutsutaan ¢. desiiliksi.

« Jatkuvan satunnaismuuttujan tapauksessa g. desiili
jakaa jakauman todennakoisyysmassan kahteen osaan
niin, ettd massasta

10xq %

on q. desiilistd vasemmalla ja
(100 — 10xqg) %

on q. desilista oikealla.
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Kvantiilit

Kvartiilit 1/2

e Jos p on muotoa
p=25%q/100,9g=1,2,3
kvantiilia x, kutsutaan ¢. kvartiiliksi.

« Jatkuvan satunnaismuuttujan tapauksessa ¢g. kvartiili
jakaa satunnaismuuttujan X jakauman todennidkoisyys-
massan kahteen osaan niin, etti massasta

25%q %

on q. kvartiilista vasemmalla ja
(100 — 25%q) %

on gq. kvartulista oikealla.
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Kvantiilit

Kvartiilit 2/2

« Kvartiileja merkitian tavallisesti symboleilla Q,, O,, O; ja
sanotaan, etta

Q, = alakvartiili
0, = Keskikvartiili
O, = ylakvartiili
« Jatkuvan satunnaismuuttujan tapauksessa kvartiilit
jakavat jakauman todenndkoisyysmassan neljddn yhtd
suureen osaan:

25 % massasta on kvartiilista Q, vasemmalle
25 % massasta on kvartiilien Q, ja Q, vdlissa
25 % massasta on kvartiilien Q, ja Q; valissa
25 % massasta on kvartiilista O, oikealle
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Kvantiilit
Mediaani

* Jos
p=0.5
kvantiilia x, kutsutaan mediaaniksi.
* Mediaania merkitain tavallisesti symbolilla Me.

« Jatkuvan satunnaismuuttujan tapauksessa mediaani Me
jakaa jakauman todennakoisyysmassan kahteen yhtd
suureen osaan niin, etta massasta

50 %
on mediaanista vasemmalla ja
50 %

on mediaanista oikealla.
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Kvantiilit
Mediaani:
Kommentteja

« Jakauman mediaani ei vdlttamdittd ole yksikasitteinen.

« Jakauman mediaani yhtyy jakauman 50. prosentti-
pisteeseen, 5. desiiliin ja keskikvartiiliin Q,.

e Mediaani voidaan maariatd myos sellaisille satunnais-
muuttujille, joilla ei ole odotusarvoa.

« Jos satunnaismuuttujan X jakauma on symmetrinen suoran
x = a suhteen, niin jakauman mediaani yhtyy pisteeseen a:

Me = a

* Jos symmetriselld jakaumalla on odotusarvo E(X) = u, niin
jakauman mediaani yhtyy pisteeseen u:

Me = u
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Kvantiilit
Mediaani:
Esimerkki

* Kuva Olkeal.l.a esittaa Exp(1)-jakauman tiheysfunktio
eksponenttijakauman Exp(1) 1.2
tiheysfunktiota 1
f(x)=e",x20 08 |\ 50
valilla [0, 4]. 06 |
o Jakauman mediaani saadaan os | 50 9%
ratkaisemalla yhtdlo '
X 0.2
~t g, [ ]
j e dt = [ e ]0 . | | ‘
0 0 T 1 2 3 4
=1—-e*=0.5 '
x:n suhteen. Me
e Siten

Me =x =log(2) = 0.69
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Jakaumien tunnusluvut

Odotusarvo
Varianssi
Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot
Momentit
Vinous ja huipukkuus
Kvantiilit
>> Moodi
Suurten lukujen laki
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Moodi
Diskreetin satunnaismuuttujan moodi

* Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jonka
pistetodenndkoisyysfunktio on

flx) =Pr(X=1x)
« Piste Mo on diskreetin satunnaismuuttujan X ja sen

jakauman moodi, jos pistetodenndkoisyysfunktio f(x)
saavuttaa maksiminsa pisteessa x = Mo:

f (Mo) =max f(x)
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Moodi
Diskreetin satunnaismuuttujan moodi:

EsimerkkKi

« Kuva oikealla esittaa
binomijakauman Bin(12, 1/3) 0.4
pistetodenndkoisyysfunktiota

12 1) (2 12—-x 03 |
(73 (3 ol 1]

Bin(12,1/3)-jakauman tiheysfunktio

Q
» Jakauman moodi Mo on pisteessi
x=4 01 | ‘ ‘
0—'I —H I'H—H—H—c—
01 23456 7 8 9101112
T
Mo
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Moodi
Jatkuvan satunnaismuuttujan moodi

* Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka
tiheysfunktio on

f(x)
* Piste Mo on jatkuvan satunnaismuuttujan X ja sen

jakauman moodi, jos tiheysfunktio f(x) saavuttaa
maksiminsa pisteessi x = Mo:

f (Mo) =max f(x)
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Moodi
Jatkuvan satunnaismuuttujan moodi:

EsimerkkKi

Kuva oikealla esittaa eraan

Jakauman N tiheysfunktio

sekoitetun normaalijakauman
N tiheysfunktiota f.
Tiheysfunktio f on kaksi-

huippuinen ja symmetrinen suoran
X = u suhteen.

Jakaumalla N on kaksi lokaalia
moodia Mo, ja Mo, .

T 1

Mo, u Mo,

TKK
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Moodi
Satunnaismuuttujan moodi:

Kommentteja

« Jakauman moodi ei vdlttamdttd ole yksikasitteinen; ks.
edellista kalvoa.

* Moodi voidaan maaratd myos sellaisille satunnais-
muuttujille, joilla ei ole odotusarvoa.
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Jakaumien tunnusluvut

Odotusarvo
Varianssi
Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot
Momentit
Vinous ja huipukkuus
Kvantiilit
Moodi
>> Suurten lukujen laki
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Suurten lukujen laki
Suurten lukujen laki:

Formulointi

* OlkoonX,;,i=1, 2,3, ... jono riippumattomia
satunnaismuuttujia, joilla on sama odotusarvo ja varianssi:

EX)=u,D*(X)=0°,i=1,2,3, ...
« Madritelladn satunnaismuuttujien X; ,i=1,2, ..., n
aritmeettinen keskiarvo:

X, = ! > X,
ni-
« Talloin patee (heikko) suurten lukujen laki:
lim Pr(|X,—u>¢€)=0

n—>+ oo
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Suurten lukujen laki
Suurten lukujen laki:

Kommentteja 1/2

* Suurten lukujen laille esitetaan fodistus luvussa Stokastiikan

konvergenssikasitteet ja raja-arvolauseet.
* Suurten lukujen laki 1lmaistaan usein sanoin seuraavasti:

Samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien aritmeettinen
keskiarvo ldhestyy muuttujien lukumddrdn kasvaessa
muuttujien yhteistd odotusarvoa sellaisella tavalla, etta
poikkeamien todennikoisyys satunnaismuuttujien
yhteisesta odotusarvosta lahestyy lukua nolla eli
poikkeamat tulevat yha harvinaisemmiksi.

* Suurten lukujen lakia voidaan pitdd matemaattisena
formulointina tilastollisen stabiliteetin kasitteelle.
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Suurten lukujen laki
Suurten lukujen laki:

Kommentteja 2/2

« Tassd formuloitua suurten lukujen lakia kutsutaan heikoksi
suurten lukujen laiksi.

* Suurten lukujen laki koskee satunnaismuuttujien
asymptoottista kiyttiytymisti samaan tapaan kuin
luvussa Jatkuvia jakaumia esitettiva keskeinen raja-
arvolause.

* Suurten lukujen laissa esiintyva rajakdyttdaytymisen muoto
on esimerkki stokastiikan konvergenssikasitteisti; ks.

lukua stokastiikan konvergenssikasitteet ja raja-arvolauseet.

* Suurten lukujen laista on olemassa yleisempid muotoja,
joissa voidaan lieventida samoinjakautuneisuus- ja
riippumattomuusoletuksia.
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