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Satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki 1:

Rahanheitto — 1/2

« Tarkastellaan rahanheittoa satunnaisilmionad.
« Alkeistapahtumat:

Kruuna, Klaava
e Otosavaruus:

S = {Kruuna, Klaava}

« Madritellddn reaaliarvoinen funktio & : S — R, joka liittd4 otos-
avaruuden S alkioihin reaaliluvun eli numeerisen koodin seuraavalla
tavalla:

Kruuna — 1
Klaava — 0

» Funktiota & kutsutaan satunnaismuuttujaksi, koska sattuma maaraa
mikéd funktion arvoista realisoituu, vaikka & on kylld funktiona tdysin
madardatty.
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Satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki 1:

Rahanheitto — 2/2

Tehdéin seuraava oletus niista todenndkoisyyksistd, joilla & saa

arvonsa.
Pr(E=1)=1/2
Pr(E=0)=1/2

« Satunnaismuuttujan & arvot ja niihin liitetyt ftodenndkoisyydet
muodostavat yhdessd satunnaismuuttujan & todennéikoisyys-
jakauman.

« Satunnaismuuttuja ¢ ja sen todennidkoisyysjakauma muodostavat
tilastollisen mallin eli todennéikoisyysmallin rahanheitolle
satunnaisilmiona.

« Koska médritelty satunnaismuuttuja & saa vain erillisid arvoja, sitd
sanotaan diskreetiksi.

« Satunnaismuuttuja & noudattaa Bernoulli-jakaumaa;
ks. lukua Diskreetteja jakaumia.

TKK (c) likka Mellin (2007)



Satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki 2:

Sukupuolen maaraytyminen — 1/2

Tarkastellaan sukupuolen maaraytymista satunnaisilmiond.
Alkeistapahtumat:
Tytto, Poika
Otosavaruus:
S = {Tytto, Poika}
Maédéritelldédn reaaliarvoinen funktio & : S — R , joka liittdd otos-

avaruuden S alkioithin numeerisen koodin eli reaaliluvun seuraavalla
tavalla:

Tytto — 1
Poika — 0

Funktiota £kutsutaan satunnaismuuttujaksi, koska sattuma maaraa
mikéd funktion arvoista realisoituu, vaikka & on kylld funktiona tdysin
madardatty.

TKK
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Satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki 2:

Sukupuolen maaraytyminen — 2/2

Tehdain seuraava, Suomen viakilukutilastoihin vuosilta 1991 — 95
perustuva oletus niistd todenndkéisyyksistd, joilla £ saa arvonsa:

Pr(&=1)=0.4902
Pr(&=0)=0.5098
Satunnaismuuttujan & arvot ja niihin liitetyt todenndkdoisyydet

muodostavat yhdessd satunnaismuuttujan & todennikoisyys-
jakauman.

Satunnaismuuttuja &ja sen todennidkoisyysjakauma muodostavat
tilastollisen mallin eli todennéikoisyysmallin sukupuolen
maardytymiselle satunnaisilmiona.

Koska médritelty satunnaismuuttuja & saa vain erillisid arvoja, sitd
sanotaan diskreetiksi.

Satunnaismuuttuja &noudattaa Bernoulli-jakaumaa;
ks. lukua Diskreetteja jakaumia.

TKK
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Satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki 3:

Nopanheitto — 1/2

Tarkastellaan nopanheittoa satunnaisilmiond.

Alkeistapahtumat:
Silméaluvut 1, 2, 3,4, 5,6
* Otosavaruus:
S = {Silméluvut 1, 2, 3, 4, 5, 6}
« Madritellddn reaaliarvoinen funktio & : S — R, joka liittd4 otos-

avaruuden S alkioihin numeerisen koodin eli reaaliluvun siten, etta
jokaiseen silméalukuun liitetddn vastaava kokonaisluku:

Silmalukui —i,i=1,2,3,4,5,6

» Funktiota £ kutsutaan satunnaismuuttujaksi, koska satfuma maaria
mika funktion arvoista realisoituu, vaikka & on kylla funktiona tdysin
maaratty.
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Satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki 3:
Nopanheitto — 2/2

Tehdéin seuraava oletus niista todenndkoisyyksistd, joilla & saa
arvonsa:

Pr((=0)=1/6,i=1,2,3,4,5,6

Satunnaismuuttujan & arvot ja niihin liitetyt todenndkoisyydet
muodostavat yhdessd satunnaismuuttujan & todennéikoisyys-
jakauman.

Satunnaismuuttuja &ja sen todenndkdisyysjakauma muodostavat
tilastollisen mallin eli todennikoisyysmallin nopanheitolle
satunnaisilmiona.

Koska médritelty satunnaismuuttuja & saa vain erillisid arvoja, sitd
sanotaan diskreetiksi.

Satunnaismuuttuja £ noudattaa diskreettii tasaista jakaumaa;
ks. lukua Diskreetteja jakaumia.
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Satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki 4:

Nopanheitto — 1/2

« Heitetddn noppaa toistuvasti ja tarkastellaan satunnaisilmiond sen
heiton jarjestysnumeron maardytymista, jolla saadaan ensimmedisen
kuutonen.

« Alkeistapahtumat:
Jarjestysnumerot 1, 2, 3, ...
e Otosavaruus:
S ={I1, 2, 3, ...} on (numeroituvasti) ddreton.
« Madritellddn reaaliarvoinen funktio & : S — R, joka liittd4 otos-

avaruuden S alkioihin numeerisen koodin eli reaaliluvun siten, etta
jokaiseen jarjestysnumeroon liitetdidn vastaava kokonaisluku:

Jarjestysnumeroi —i,i=1,2,3, ...

» Funktiota £ kutsutaan satunnaismuuttujaksi, koska satfuma maaria
mika funktion arvoista realisoituu, vaikka & on kylla funktiona tdysin
maaratty.
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Satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki 4:

Nopanheitto — 2/2

« Miidradmme myShemmin fodenndkoisyydet, joilla & saa arvonsa.

« Satunnaismuuttujan £ saamien arvojen todennidkoisyydet noudattavat
diskreettid jakaumaa, jota kutsutaan geometriseksi jakaumaksi.

« Satunnaismuuttuja £ ja sen todennikoisyysjakauma muodostavat
tilastollisen mallin eli todennéikoisyysmallin sen heiton jarjestys-
numeron madraytymiselle, jolla saadaan ensimmdinen kuutonen.

» Lisdtietoja geometrisesta jakaumasta:

(i) Taman luvun diskreetteja satunnaismuuttujia ja niiden jakaumia
kasittelevassa kappaleessa kasitelldan esimerkkid geometrisesta
jakaumasta.

(11) Geometrista jakamaa kasitelladn yleisesti luvussa Diskreetteja
jakaumia.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki 5:

Onnenpyora — 1/3

* Onnenpyoran keskipisteeseen on asetettu vapaasti pyoriva osoitin, jota
pyOraytetdan pelissa.

« Tarkastellaan satunnaisilmiond kulmaa, jonka osoitin pysdahdyttyaan
muodostaa lahtdasentoonsa verrattuna.

« Alkeistapahtumat:
Kulmat valilla [0°, 360°)
e (Otosavaruus:

S =10°, 360°) on (ylinumeroituvasti) ddreton.

TKK (c) likka Mellin (2007) 11



Satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki 5:

Onnenpyora — 2/3

e Madritellddn reaaliarvoinen funktio £ : S — R , joka liittd4 otos-
avaruuden S alkioihin numeerisen koodin eli reaaliluvun seuraavasti
siten, ettd jokaiseen kulmaan liitetddn vastaava reaaliluku:

Kulma x — x € [0, 360)

* Funktiota £ kutsutaan satunnaismuuttujaksi, koska sattuma maaria
mika funktion arvoista realisoituu, vaikka & on kylla funktiona tdysin
maaratty.

« Tarkastelemme my6hemmin fodenndkoisyyksid, joilla & saa arvoja
joltakin valilta [a, b] < [0, 360).

« Satunnaismuuttuja & noudattaa jatkuvaa tasaista jakaumaa;
ks. lukua Jatkuvia jakaumia.

TKK (c) likka Mellin (2007) 12



Satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki 5:

Onnenpyora — 3/3

» Lisdtietoja jatkuvasta tasaisesta jakaumasta:

(1) Taman luvun jatkuvia satunnaismuuttujia ja niiden jakaumia
kasittelevassa kappaleessa kasitellaan esimerkkid jatkuvasta
tasaisesta jakaumasta.

(i1) Jatkuvaa tasaista jakamaa kasitellaan yleisesti jatkuvia toden-
nakoisyysjakaumia kasittelevassa luvussa.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Satunnaismuuttuja:

Maaritelma

Olkoon ¢ funktio otosavaruudesta S reaalilukujen
joukkoon R :
E:S—>R
« Talloin & on satunnaismuuttuja.
« Jos haluamme korostaa sitd, ettd satunnaismuuttuja £ on

otosavaruuden S kuvaus reaalilukujen joukkoon R,
merkitsemme

&s)e R,se S
e Huomautus:

Merkitsemme fdssd luvussa satunnaismuuttujia tavallisesti
kreikan kielen aakkosten kirjaimella & (ksi”).

TKK (c) likka Mellin (2007) 14



Satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Satunnaismuuttujan maaritelma:

Havainnollistus

E:S—>R

TKK (c) likka Mellin (2007) 15



Satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Satunnaismuuttujan maaritelma:

Kommentteja 1/2

e Satunnaismuuttuja on funktiona taysin mddrdtty, mutta
sattuma mddrdd mika funktion arvoista realisoituu.

e Satunnaismuuttuja kuvaa satunnaisilmion tfulos-
vaihtoehtoja numeerisessa muodossa.

e Satunnaismuuttuja li1ttad jokaiseen satunnaisilmion
tulosvaihtoehtoon reaaliluvun eli numeerisen koodin.

e Huomautus:

Satunnaismuuttuja on termind epdonnistunut, koska se e1 kerro

sitd olennaista asiaa, ettd satunnaismuuttuja on itse asiassa
funktio.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Satunnaismuuttujan maaritelma:

Kommentteja 2/2

« Tassa esitetty satunnaismuuttujan maaritelma on siina
mielessa epdtarkka, ettd mika tahansa otosavaruuden
reaaliarvoinen funktio ei kelpaa satunnaismuuttujaksi.

« Jotta funktio kelpaisi satunnaismuuttujaksi, sen on oltava
mitallinen.

* Voidaan osoittaa, ettd diskreetit ja jatkuvat satunnais-
muuttujat — joita tassa esityksessa pelkastian kasitelldan —
ovat mitallisia funktioita.

e Mitallisuuden késittely sivuutetaan tassa esityksessa.

TKK (c) likka Mellin (2007) 17



Satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Todennakoisyysjakauma:

Maaritelma 1/2

* Olkoon kolmikko (S, §, Pr) otosavaruudessa S mééritelty
todennikoisyyskentti, jossa on seuraavat elementit:

S

§ = otosavaruuden S osajoukkojen joukossa
madaritelty o-algebra

otosavaruus

Pr = o-algebran § alkioille méaéritelty
todenndkoisyysmitta

« Olkoon ¢ otosavaruudessa S méadritelty satunnais-
muuttuja eli (mitallinen) funktio otosavaruudesta S
reaalilukujen joukkoon R :

E:S—>R

TKK (c) likka Mellin (2007) 18



Satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Todennakoisyysjakauma:

Maaritelma 2/2

Satunnaismuuttuja & mddrittelee otosavaruuden S
(mitallisena) kuvauksena todenndkoisyysmitan reaali-
lukujen joukossa.

Satunnaismuuttujan £ todennikoisyysjakaumalla (tai
jakaumalla) tarkoitetaan kuvauksen

E:S—>R

reaalilukujen joukkoon indusoimaa todenniakoisyysmittaa.

TKK
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Satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Todennakoisyysjakauman maaritelma:

Kommentteja

Satunnaismuuttujan todenndkoisyysjakauma kuvaa

otosavaruuden todennakoisyysmassan (= 1) jakautumista

satunnaismuuttujan arvoalueelle.

Satunnaisilmioon liittyvdt todenndkoisyydet hallitaan
taydellisesti, jos satunnaisilmion tulosvaihtoehtoja
kuvaava satunnaismuuttuja ja sen todennakoisyys-
jakauma tunnetaan:

Kaikkien satunnaisilmioon liittyvien tapahtumien
todenndkoisyydet voidaan mairati ilmion tulosvaihto-
ehtoja numeerisessa muodossa kuvaavan satunnais-
muuttujan ja sen todennakoisyysjakauman avulla.

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Satunnaisilmiot ja niiden tilastolliset mallit

Tilastotiede kehittdd menetelmid ja malleja, joiden avulla

reaalimaailmasta pyritdan tekemaan johtopddtoksid reaali-

maailmaa kuvaavien numeeristen tietojen perusteella
tilanteissa, joissa tietoihin sisaltyy epdvarmuutta ja
satunnaisuutta.

Tilastollisten menetelmien ja mallien avulla pyritdan
erottamaan ja kuvaamaan reaalimaailman 1lmididen
saannonmukaiset ja satunnaiset piirteet.

Koska tilastotieteen tutkimiin ilmioihin sisaltyy epa-
varmuutta ja satunnaisuutta, tilastolliset menetelmat ja
mallit perustuvat fodenndkoisyyslaskentaan.

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Todennakoisyysjakaumat tilastollisina malleina

Satunnaisilmion tilastollinen malli kuvaa 1lmion tulos-
vaihtoehtoja ja niiden todennédkoisyyksia matemaattisessa
muodossa.

Satunnaisilmion tilastollisessa mallissa eli toden-
niakoisyysmallissa on seuraavat osat:

(1) Satunnaisilmion tulosvaihtoehtoja numeerisessa
muodossa kuvaava satunnaismuuttuja.

(2) Otosavaruuden todennidkoisyysmassan jakautumista
satunnaismuuttujan arvoalueelle kuvaava toden-
niakoisyysjakauma.

TKK

(c) llkka Mellin (2007) 22



Satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Tilastollisten mallien muodostaminen

Kun satunnaisilmiolle konstruoidaan tilastollinen malli,
vaaditaan tilastotieteen ja todenndkoisyyslaskennan
tietojen lisaksi hyvia tietoja 1lmi6ta selittavasta
taustateoriasta.

Taustateorian tuottaa se tieteenala, jonka alueeseen 1lmio
kuuluu.

Esimerkiksi faloustiede toimii taustateoriana taloudellisten ilmididen
tilastollisessa analyysissa eli ekonometriassa.

Tilastollinen tutkimus on parhaimmillaan tilastotieteen,
todenndkoisyyslaskennan ja tutkimuksen kohteena olevaa
1lmi16ta selittivan taustateorian yhteispelid.

TKK
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Satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Tilastollinen malli vs havainnot

o Teoreettisen tilastotieteen tehtivana on
konstruoida tutkimuksen kohteena olevalle satunnais-
ilmiolle tilastollinen malli, joka selittdd 1lmiosta saatujen

havaintojen kdyttdaytymisen.

« Empiirisen tilastotieteen tehtivana on selvittda, onko
konstruoitu tilastollinen malli sopusoinnussa havaintojen
kanssa.

 Huomaa, etta tilastollinen malli on teoreettinen oletus,
joka pitdd aina asettaa testiin havaintojen tuottamaa
informaatioita vastaan.

TKK (c) likka Mellin (2007) 24



Satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Satunnaismuuttujien tyyppeja

e Satunnaismuuttuja maariteltiin (mitallisena) funktiona
otosavaruudesta reaalilukujen joukkoon.

« Mitalliset funktiot voivat olla funktioina hyvinkin
monimutkaisia.

» Kaikissa tilastotieteen tavanomaisissa sovelluksissa
tullaan kuitenkin yleensa hyvin toimeen seuraavien
satunnaismuuttujien tyyppien kanssa:

(1) Diskreetit satunnaismuuttujat.
(2) Jatkuvat satunnaismuuttujat.

» Jatkossa rajoitutaan pelkastaan diskreettien ja jatkuvien
satunnaismuuttujien kasittelyyn.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Satunnaismuuttujien tyyppeja:

Diskreetit satunnaismuuttujat

* Satunnaismuuttujaa on diskreetti, jos sen arvoalue on
diskreetti joukko el sen arvoalue muodostuu erillisistd
reaaliakselin pisteistd.

« Diskreetin satunnaismuuttujan arvoalue on joko ddrellinen
tal korkeintaan numeroituvasti ddreton.

* Diskreetin satunnaismuuttujan todennakoisyysjakauma
maarittelee alkeistapahtumien todennakoisyydet.

» Kaikkien muiden tapahtumien todennikoisyydet saadaan
alkeistapahtumien todennédkoisyyksista todenniakoisyyden
laskusddntojen avulla.

TKK (c) likka Mellin (2007) 26



Satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Satunnaismuuttujien tyyppeja:

Jatkuvat satunnaismuuttujat

Satunnaismuuttujaa on jatkuva, jos sen arvoalue on jokin
reaaliakselin osavili.

Jatkuvan satunnaismuuttujan arvoalue on reaalilukujen
joukon osavalini ylinumeroituva.

Jatkuvan satunnaismuuttujan todennakoisyysjakauma
maarittelee satunnaismuuttujan arvoalueeseen kuuluvien
reaaliakselin vdlien todennakoisyydet.

Kaikkien muiden tapahtumien todennikoisyydet saadaan
naiden vialien todenniakoisyyksista todennakoisyyden
laskusddntojen avulla.

TKK
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Satunnaismuuttujat ja todennakoisyysjakaumat

Satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
>> Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat

TKK (c) likka Mellin (2007) 28



Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat

Johdatteleva esimerkki:
Onnenpyora — 1/10

« Kuva oikealla esittaa
onnenpyOraa, jonka pinta on
jaettu viiteen sektoriin

A,B,C,D,E

« Alla on esitetty sektoreiden
pinta-alojen osuudet onnen-
pyoran kokonaispinta-alasta:

Sektori %
A 30
B 25
C 20
D 15
E 10

Summa 100

TKK (c) likka Mellin (2007)



Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki:

Onnenpyora — 2/10

e Onnenpyoran keskipisteeseen
on asetettu vapaasti pyoriva
osoitin.

» Tarkastellaan pelid, jossa
osoitinta pyoraytetidin ja pelaaja
yrittdd arvata mihin sektoriin
osoitin pysihtyy.

« Pelid voidaan pitaa
satunnaisilmiond, johon liittyva
otosavaruus e¢li mahdollisten

tulosvaihtoehtojen joukko on
S = {Sektorit A, B, C, D, E}

TKK (c) likka Mellin (2007)



Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki:

Onnenpyora — 3/10

* Oletetaan, etti
todenndkoisyydet, joilla
osoitin pysdhtyy sektoreihin A,
B, C, D, E, suhtautuvat toisiinsa
kuten sektoreiden pinta-alat.

« Siten
Pr(A) =0.30
Pr(B) =0.25
Pr(C) =0.20
Pr(D) =0.15
Pr(E) =0.10

TKK (c) likka Mellin (2007)



Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki:

Onnenpyora — 4/10

e Mairitellddn satunnais-
muuttuja & joka liittda
tulosvaihtoehtoihin

A, B,C,D,E
reaaliluvut seuraavalla tavalla:
A 1

m g O W
U N
U VR

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki:

Onnenpyora — 5/10

 Satunnaismuuttuja £ saa arvonsa
seuraavilla todennakoisyyksilla:

Pr(=1)=0.30 =Pr(A)
Pr(£=2)=0.25 = Pr(B)
Pr(£=3)=0.20 = Pr(C)
Pr(£=4)=0.15=Pr(D)
Pr(£=5)=0.10 = Pr(E)

TKK (c) likka Mellin (2007)



Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki:

Onnenpyora — 6/10

« Satunnaismuuttujaa & sanotaan diskreetiksi, koska se saa vain erillisid
arvoja.

« Satunnaismuuttujan & arvoihin liittyvid todennidkoisyyksid sanotaan
pistetodennakoisyyksiksi, koska ne liittyvat erillisiin pisteisiin
reaaliakselilla.

« Diskreetin satunnaismuuttujan £ arvot ja niihin liittyvét piste-
todenndkoisyydet muodostavat satunnaismuuttujan & todennikoisyys-
jakauman.

TKK (c) likka Mellin (2007) 34



Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki:

Onnenpyora — 7/10

 Diskreetin satunnaismuuttujan £ todennékoisyysjakaumaa voidaan
kuvata sen pistetodennakoisyysfunktiolla.

« Diskreetin satunnaismuuttujan ¢ pistetodennikoisyysfunktio kertoo
miten otosavaruuden S todenndkoisyysmassa (= 1) jakautuu satunnais-
muuttujan & mahdollisille arvoille.

» Pistetodennikoisyysfunktio f on funktiona epdjatkuva ja se saa
positiivisia arvoja vain erillisissd pisteissd.
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki:

Onnenpyora — 8/10

Esimerkin tapauksessa satunnaismuuttujan & pistetodenndikoisyys-
funktio f voidaan maaritella seuraavalla tavalla:

(1) =Pr(&=1)=0.30 = Pr(A)
2) =Pr(&=2)=0.25 = Pr(B)
3) =Pr(&=3)=0.20 = Pr(C)
f(4) =Pr(E=4)=0.15=Pr(D)
5) =Pr(E=5)=0.10 = Pr(E)

TKK
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki:

Onnenpyora — 9/10

« Olkoon x diskreetin satunnaismuuttujan & mahdollinen arvo ja
Pr(¢ =x)=p,
vastaava pistetodennikoisyys.

« Satunnaismuuttujan & pistetodenndkoisyysfunktiota voidaan kuvata
graafisesti piikkifunktioksi kutsutulla kuviolla, joka saadaan
yhdistamalla pisteet

(x,0) ja (x, p,)
toisiinsa janoilla.
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat

Johdatteleva esimerkki:
Onnenpyora — 10/10

« Kuvio oikealla esittaa
esimerkin diskreetin satunnais-
muuttujan & todenndkoisyys-
jakauman pistetodenniakoisyys-
funktiota vastaavaa piikki-
funktiota.

 Piikkien pituudet vastaavat niita
todennakoisyyksia, joilla
satunnaismuuttuja & saa
arvonsa.

0.4

0.3

0.2

01 |

Pistetotodennakoisyysfunktio

(1, py)
1 Q.
1 G.p)
1 (4, py)
| (5, ps)
1 2 3 4 5
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Aarelliset ja numeroituvasti aarettomat

otosavaruudet

e QOlkoon otosavaruus S ddrellinen ta1 numeroituvasti
ddreton joukko ja olkoon s; otosavaruuden
alkeistapahtuma.

e Talloin voimme merkita

S =1{8,8,5-4455, |
jos S on ddrellinen ja

S ={5,,8,,5;,...}
jos S on numeroituvasti ddreton.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Diskreetti satunnaismuuttuja:

Maaritelma

e Olkoon otosavaruus S ddarellinen tal numeroituvasti
aareton.

 Talloin reaaliarvoinen funktio
E:S—>R

joka saa ddrellisen tai numeroituvasti ddrettomdn maaran
erillisid arvoja on diskreetti satunnaismuuttuja.
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Esimerkki 1:

Laadunvalvonta

« Kone tekee erasti tuotetta sarjatuotantona n kpl paivassa.
e Tuotteista osa on viallisia.

« Vialliset tuotteet syntyvit valmistusprosessissa taysin
sattumanvaraisesti.

* QOletetaan, ettd viallisten tuotteiden suhteellinen osuus valmistetuista
tuotteista on keskimairin p.

« Talloin voimme asettaa:
p = todennakoisyys, ettd satunnaisesti valittu tuote on viallinen

Viallisten tuotteiden lukumddrd pdivan aikana tehtyjen tuotteiden
joukossa on diskreetti satunnaismuuttuja, joka noudattaa binomi-
jakaumaa; ks. lukua Diskreetteja jakaumia.
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat

EsimerkKki 2:
Laadunvalvonta

« Kone tekee erasti tuotetta sarjatuotantona.
» Tuotteista osa on viallisia.

« Vialliset tuotteet syntyvat valmistusprosessissa taysin
sattumanvaraisesti.

* QOletetaan, ettd viallisten tuotteiden suhteellinen osuus valmistetuista
tuotteista on keskimaarin p.

e Talloin voimme asettaa:
p = todennakoisyys, ettd satunnaisesti valittu tuote on viallinen

« Poimitaan tuotteita tarkastettavaksi, kunnes loydetddn ensimmdinen
viallinen.

» Ensimmdisen viallisen tuotteen jdrjestysnumero tarkastettujen
tuotteiden joukossa on diskreetti satunnaismuuttuja, joka noudattaa
geometrista jakaumaa; ks. lukua Diskreetteja jakaumia.
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat

Esimerkki 3:
Jonot

« Palvelujonoon tulee asiakkaita keskimiariin & kappaletta aikayksikkoa
kohti.

» Jonakin aikavdlind jonoon tulevien asiakkaiden lukumddrd on
diskreetti satunnaismuuttuja, joka noudattaa (tietyin oletuksin)
Poisson-jakaumaa; ks. lukua Diskreetteja jakaumia.

e Huomautus:

Téalloin 1. asiakkaan odotusaika on jatkuva satunnaismuuttuja,
joka noudattaa eksponenttijakaumaa; ks. lukua Jatkuvia
jakaumia.
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat

Esimerkki 4:
Kalakannan koon maaraaminen

* Pyydystetain jarvesta joukko kaloja elavini, merkitdan pyydystetyt
kalat ja lasketaan ne takaisin jarveen.

« Odotetaan niin kauan, ettd merkityt kalat ovat sekoittuneet
merkitsemattomien kalojen joukkoon.

* Pyydystetdin jarvestd uusi joukko kaloja.

» Merkittyjen kalojen lukumdcdrd uudessa pyynnissd on diskreetti
satunnaismuuttuja, joka noudattaa hypergeometrista jakaumaa; ks.
lukua Diskreetteja jakaumia.

e Huomautus:

Kuvattua merkintd-takaisinpyynti-menetelmdd voidaan soveltaa
riista- ja kalakantojen laskemiseen.
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Diskreetit suureet

Diskreetit satunnaismuuttujat liittyvat sellaisiin
todennékoisyyslaskennan sovelluksiin, joissa tarkastellaan
diskreetteja suureita.

Esimerkkeja:

—  laatuerot (koodattuina numeerisiksi)

—  luokittelut ja ryhmittelyt (koodattuina numeerisiksi)

—  jarjestysluvut

— lukumddrdit

TKK
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Pistetodennakoisyysfunktio:

Maaritelma 1/2

e Olkoon otosavaruus S darellinen tal numeroituvasti
aareton.

« Olkoot diskreetin satunnaismuuttujan & : S — R saamat
arvot eli numeeriset tulosvaihtoehdot:

x;,i=1,2,...,n,j0s S on didrellinen
x;,i=1,2,3,...,]j0s .S on numeroituvasti dareton

« Merkitddn diskreetin satunnaismuuttujan & arvojen
joukkoa kirjaimella 7

T'={x, Xy, ..., X,},]0s S on ddrellinen

T'={x, x5, X5, ... },]0s S on numeroituvasti dareton
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Pistetodennakoisyysfunktio:

Maaritelma 2/2

Reaaliarvoinen funktio f maarittelee diskreetin
satunnaismuuttujan & pistetodennikoisyysfunktion , jos

(1)  f(x)=Pr(&=x,)kaikillex, e T
2) f(x)=0kaikillex e T

3) D flx)=1
i|xeT
Todennakoisyys

Pr(&=x) =flx) =p,
on satunnaismuuttujan £ arvoa x, vastaava piste-
todennakoisyys.
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Pistetodennakoisyysfunktio:

Toinen maaritelma

 Olkoot fdiskreetin satunnaismuuttujan & pistetoden-
nakoisyysfunktio, T sen tulosvaihtoehtojen joukko ja

f(x)=Pr¢=x)=p, 5T
satunnaismuuttujan & arvoa x; vastaava pistetoden-
nakoisyys.

« Satunnaismuuttujan & pistetodennikoisyysfunktio
voidaan madritella kaikille reaaliluvuille kaavalla

f(x)zPr(gzx):{p,-, xeT

0, xe¢T

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Pistetodennakoisyysfunktion maaritelma:

Kommentteja

« Pistetodennakoisyysfunktio f on epdjatkuva funktio.

e Mairitelméan ehdon (2) mukaan pistetodennakoisyys-
funktio f on kaikkialla ei-negatiivinen.

e Mairitelméan ehto (2) on valttamaton ehto, koska piste-
todennikoisyydet ovat todenndkoisyyksid.

e Madritelman ehdon (3) mukaan kaikkien pistetodennakoi-
syyksien summa = 1.

TKK (c) likka Mellin (2007) 49



Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Diskreetti todennakoisyysjakauma:

Maaritelma

 Diskreetin satunnaismuuttujan & pistetodenndikdisyys-
funktio f méadrittelee satunnaismuuttujan £ toden-
nikoisyysjakauman.

 Jos fon diskreetin satunnaismuuttujan ¢ pistetoden-
ndkoisyysfunktio, sanomme tavallisesti, ettd £ noudattaa
diskreettiia todennikoisyysjakaumaa 1.

TKK (c) likka Mellin (2007) 50



Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Diskreetin todennakoisyysjakauman maaritelma:

Kommentteja

 Diskreetin satunnaismuuttujan & pistetodenndikdisyys-
funktio fkertoo, miten otosavaruuden S ftodenndkoisyys-
massa (= 1) jakautuu satunnaismuuttujan & arvoille.

 Diskreetin satunnaismuuttujan & pistetodenndkoisyys-
funktion avulla voidaan maarata kaikki ko. satunnais-
1lm160n liittyvat todenndkoisyydet.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Pistetodennakoisyysfunktion kuvaaja:

Piikkifunktio 1/2

 Olkoot fdiskreetin satunnaismuuttujan & pistetoden-
nakoisyysfunktio, T sen tulosvaihtoehtojen joukko ja

f(x)=Pr¢=x)=p, 5T
satunnaismuuttujan & arvoa x; vastaava pistetoden-
nakoisyys.

* Pistetodennakoisyysfunktiota f voidaan kuvata graafisesti
ns. piikkifunktiolla.
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Pistetodennakoisyysfunktion kuvaaja:
Piikkifunktio 2/2

* Pistetodenndkoisyysfunktiota
f(xi):Pr(é::xi):pi , x, €T
vastaava piikkifunktio piirretiin seuraavalla tavalla:
(1) Merkitdan vastinpisteet
(x;,0)ja (x;, p)
kaikille x; € T tasoon.
(11) Yhdistetadn vastinpisteet
(x;,0)ja(x;, p)
kaikille x; € T toisiinsa janalla.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat

Pistetodennakoisyysfunktion kuvaaja:
Havainnollistus

* Satunnaismuuttujan 5 Pistetodennakoisyysfunktio

pistetodenniakoisyysfunktiota
f(x)=Pr(=x)=p, ,x €T (x;» ;)

[ ]

. L oo (X} (X} \
kuvataan graafisesti piirtdmalla G o)
pisteisiin x; ”piikit”’, joiden e (i1 Pist)

pituudet vastaavat piste- D
todennakoisyyksia 'Di 1

Pr(g=x)=p, J

Pi+

—

« ”Piikin” kérkipiste (x;, p,) X1

X Xit1

piirretdadn tavallisesti niin, etti se
erottuu selvésti pisteitd (x; , 0) ja
(x; , p;) yhdistavasta janasta.
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Pistetodennakoisyyksien vertailu

* Olkoon
Pr(c=x)=p;,i=1,2
* Jos
D1~ P2
niin tulosvaihtoehto x, on todenndkoisempi kuin
tulosvathtoehto x,.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Reaaliakselin valien todennakoisyydet

* Diskreetin jakauman tapauksessa valin [a,b] C R toden-
ndakoisyys on
Pra<&<b)= > Pr(=x)
i‘xie[a,b]
* Summassa lasketaan yhteen kaikki pistetodennakoisyydet
p,=Pr(5=x))
joita vastaavat satunnaismuuttujan & arvot x; € [a, b].

* Geometrisesti ko. summan maaradminen merkitsee niiden
pukkifunktion piikkien pituuksien yhteenlaskemista, joita
vastaavat satunnaismuuttujan & arvot x; € [a, b].
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Tapahtumien todennakoisyydet

Todennakoisyyden aksioomia kasittelevassa luvussa
todetaan seuraavaa:

(1) Jokainen tapahtuma reaalilukujen joukossa voidaan
muodostaa reaaliakselin valeista yhdistelemalla valeja
sopivasti joukko-opin operaatioilla.

(2) Jokaisen tapahtuman todenndkoisyys saadaan reaali-

akselin valien todenndkoisyyksistad todenniakoisyys-
laskennan laskusiiantojen avulla.

Jos siis diskreetin satunnaismuuttujan pistetoden-
nakoisyysfunktio tunnetaan, se satunnaisilmio, jonka
tulosvaihtoehtoja ko. satunnaismuuttuja kuvaa, hallitaan
taydellisesti.

TKK
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Diskreetin jakauman parametrointi 1/2

 Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja £ noudattaa diskreettia
todennikoisyysjakaumaa, jonka pistetodenndkoisyys-

funktio on f .

* Pistetodenndkoisyysfunktio f riippuu tavallisesti para-
metreista eli vakioista, jotka maaraavat funktion f
muodon.

« Pistetodennikoisyysfunktion muodon mairavia para-
metreja kutsutaan usein sen todennikoisyysjakauman
parametreiksi, jonka todennikoisyydet ko. pistetoden-
nakoisyysfunktio maarittelee.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Diskreetin jakauman parametrointi 2/2

* Olkoot pistetodennidkoisyysfunktion f muodon maaraavat
parametrit

6,0,..,0

p
« Jos halutaan korostaa pistetodennakoisyysfunktion f

riippuvuutta sen muodon maaraavista parametreista,
pistetodenndkoisyysfunktiota merkitddn:

fix; 6,0, ..., 86)

TKK (c) likka Mellin (2007)

59



Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Diskreetin jakauman parametrien merkitys

 Diskreetin satunnaismuuttujan & pistetodenndikdisyys-
Jfunktion f muodon méaraévilla parametreilla 6, 6,, ... , 6,
on usein jokin sisallollinen tulkinta siina satunnais-
1lmiossa, jonka malliksi f on konstruoitu.

* Parametrien 6,, 6,, ..., 61’0 arvot ovat sovelluksissa
tavallisesti tuntemattomia ja niiden arvot on estimoitava
el1 arvioitava havaintojen perusteella.

Ks. monisteen Tilastolliset menetelmat lukua Estimointi.

* Parametreja 6, 6, ... , 6, koskeva hypoteeseja eli
oletuksia voidaan testata tilastollisin testein.

Ks. monisteen Tilastolliset menetelmat lukua Tilastollinen testaus.
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Esimerkki: Kuutosen odottaminen nopanheitossa

Tehtivit (a) — (d)

« Heitetdan virheetontd noppaa, kunnes saadaan kuutonen.
e Olkoon
&= "Sen heiton numero, jolla saadaan ensimmdinen kuutonen”
« Con diskreetti satunnaismuuttuja.
« Ratkaistaan seuraavat tehtavat:
(a) Maidrad satunnaismuuttujan & todenndkdoisyysjakauma.

(b) Maaraa todenndkoisyys, ettd noppaa joudutaan heittdimian
tasmdlleen 6 kertaa.

(c) Maaraa todenndkoisyys, ettd noppaa joudutaan heittdamian
6 kertaa tai enemmdn.

(d) Maaraa todenndkoisyys, ettd noppaa joudutaan heittdimaan
36 kertaa tai enemmdn.
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Esimerkki: Kuutosen odottaminen nopanheitossa

Oletukset

« Oletamme, ettd nopanheitot ovat toisistaan riippumattomia siina
mielessd, ettd yhdenkaan heiton tulos ei riipu aikaisempien heittojen
tuloksista.

e Maaritelldan tapahtumat:
A ="Noppaa heitettdessa tuloksena saadaan kuutonen”
A¢="Noppaa heitettdessa tuloksena ei saada kuutosta”
« Koska noppa oletettiin virheettomdksi,
1
Pr(A)=—
6
» Komplementtitapahtuman todennakoisyyden kaavan mukaan

Pr(A°)=1-Pr(A4) = %
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Esimerkki: Kuutosen odottaminen nopanheitossa

Tehtavan (a) ratkaisu

Tehtava (a):
Mairaa satunnaismuuttujan.

&= "Sen heiton numero, jolla saadaan ensimmdinen kuutonen”
todenndkoisyysjakauma.

o Koska ensimmdinen kuutonen voidaan saada ensimmaisella, toisella,

kolmannella jne. heitolla, & on diskreetti satunnaismuuttuja, joka saa
kaikki kokonaislukuarvot 1, 2, 3, ...

« Seuraavassa osoitetaan, etti satunnaismuuttujan & todenndkdisyys-
jakauman pistetodenndkoisyysfunktio on

i-1
1 (5
Pr(§=i)=—-|—=| ,i=12,3,...
¢=n=+(3)

Kaava ratkaisee tehtiavin (a).
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Esimerkki: Kuutosen odottaminen nopanheitossa

Pistetodennakoisyysfunktion johto — 1/2

Satunnaismuuttujan & todenndkoéisyysjakauman pistetodenndkoisyys-

(D)
(2)

funktion lausekkeen perustelu:

Oletetaan, etti ensimmdinen kuutonen saadaan i. heitolla,
i=1,2,3, ...

Talloin ennen i. heittoa on taytynyt tapahtua i — 1 heittoa, joiden
tuloksena ei ole saatu kuutosta:

Heiton numero: 1 2 ... i—1 ]
Tapahtuma: A° A ... A° A
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Esimerkki: Kuutosen odottaminen nopanheitossa

Pistetodennakoisyysfunktion johto — 2/2

(3) Tapahtumajonon
A A ... A A

J

(i-1) kpl
todennakoisyys on riippumattomien tapahtumien tulosddannon
nojalla
55 .51 _1(sy
6 6 6 6 6\6
(i—1) kpl

« Kaava pitee kaikille i =1, 2, 3, ... ja ratkaisee siis tehtavin (a).
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Esimerkki: Kuutosen odottaminen nopanheitossa

Todennakoisyysjakauma

Pistetodennidkoisyydet
1 (5Y"
Pr(=0)=—-|=| ,i=12,3,...
¢-n=¢3)
kelpaavat todenniakoisyyksiksi, koska ne muodostavat suppenevan
geometrisen sarjan, jonka summa = 1:

< 1< (5)" 1a(5) 11
PI’ = l = — — = — — - = 1
re=n=g3(g) =62le) 41
6
Koska pistetodennikoisyydet Pr(&= i) muodostavat geometrisen

sarjan, satunnaismuuttujan & todennikoisyysjakaumaa sanotaan
geometriseksi jakaumaksi (lisitietoja: ks. lukua Diskreetteja
jakaumia).
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Esimerkki: Kuutosen odottaminen nopanheitossa
Pistetodennakoisyydet — 1/2

e Geometrisen jakauman

1 Si—l
Pr(¢=i)=—-|=| ,i=12,3,...
¢-n=¢3)

pistetodennakoisyydet vihenevdt eksponentiaalista vauhtia el kuten
suppenevassa geometrisessa sarjassa, kun i kasvaa.

 Tama merkitsee seuraavaa:

(1) Todennakoisyys, ettd ensimmdinen kuutonen saadaan heti
ensimmaiselld heitolla on kaikkein suurin.

(2) Todenndkoisyys, etta ensimmdinen kuutonen saadaan i. heitolla,
pienenee heittojen lukumairan i funktiona eksponentiaalista
vauhtia.
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Esimerkki: Kuutosen odottaminen nopanheitossa

Pistetodennakoisyydet — 2/2

) Vleremen. ) i JPrZ=1 Pistetodennakoisyysfunktio
taulukko ja kuvio 1 ] 0.1667 ]| 03
esittavat esimerkissa 2 ] 0.1389
: hd . 3 | 0.1157
!O etun gepmetrlsen 7 1009651! o2 |
jakauman pistetoden- [ 5 [ 0.0804 .
nakoisyyksia 6 | 0.0670 ?
i-1 7 | 0.0558 1
1 5 0.1
Pr(é=i)=—2 8 | 0.0465
6 |\ 6 9 [0.0388 ‘ ‘ ‘ T
, 10 | 0.0323 I 11
kuni=1.2,.... 12 Foom] | © T, s
12 | 0.0224
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Esimerkki: Kuutosen odottaminen nopanheitossa

Tehtavan (b) ratkaisu

e Tehtavi (b):
Mika on todennakoisyys, etta ensimmdinen kuutonen saadaan
6. heitolla?

« Satunnaismuuttujan & pistetodennékoisyysfunktiosta saadaan:

1 (5Y
Pré=6)==-| 2| =0.0670
¢=0r-¢[3]

o Todenndkoisyyden frekvenssitulkinnan mukaan tama merkitsee
seuraavaa:

Jos 1000 henkilda heittda noppaa, keskimddrin n. 70 saa ensimmdisen
kuutosen 6. heitolla.
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Esimerkki: Kuutosen odottaminen nopanheitossa
Aputulos — 1/2

« [Edelli esitettyjen tehtavien (c) ja (d) ratkaisemiseksi johdetaan seuraava
aputulos:

Todennakoisyys sille, ettd noppaa joudutaan heittdmain k kertaa tai
enemmdn ennen kuutosen saamista on

5

k-1
Pr(gzk):(gj , k=1,23,...
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Esimerkki: Kuutosen odottaminen nopanheitossa

Aputulos — 2/2

» Komplementtitapahtuman todenndkoisyyden ja geometrisen sarjan
osasumman kaavojen nojalla ko. todennakoisyydeksi saadaan:

Pr(&2k)=1-Pr(<k)

:l—kZ_iPr(é':i)
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat

Esimerkki: Kuutosen odottaminen nopanheitossa

Tehtavan (c) ratkaisu

Tehtava (c):

Miiraa todennakoisyys, ettd noppaa joudutaan heittdmain 6 kertaa tai

enemmadn ennen ensimmdisen kuutosen saamista.

Todennakoisyys, ettd noppaa joudutaan heittamian 6 kertaa tai
enemmdn ennen ensimmdisen kuutosen saamista on aputuloksen
nojalla

Pr(£26)= @ ~0.402

Todenndkoisyyden frekvenssintulkinnan mukaan tama merkitsee
seuraavaa:

Suuressa joukossa ithmisid keskimddrin 40 % joutuu heittamian
noppaa 6 kertaa tai enemmdn ennen kuin he saavat ensimmdisen
kuutosen.

TKK
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Esimerkki: Kuutosen odottaminen nopanheitossa

Tehtavan (d) ratkaisu

e Tehtavi (d):
Miiraa todennikoisyys, ettd noppaa joudutaan heittdmain 36 kertaa
tai enemmdn ennen ensimmdisen kuutosen saamista.

« Todenndkoisyys, ettd noppaa joudutaan heittimain 36 kertaa tai
enemmdn ennen ensimmdisen kuutosen saamista on aputuloksen
nojalla

5 35
Pr(£236)= (Ej ~0.00169

o Todenndkoisyyden frekvenssintulkinnan mukaan tama merkitsee
seuraavaa:

Jos 1000 henkiloa heittaa noppaa, keskimdcdrin 1 — 2 henkil6a joutuu
heittamaan noppaa 36 kertaa tai enemmdn ennen kuin he saavat
ensimmdisen kuutosen.
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Esimerkki: Kuutosen odottaminen nopanheitossa

Tehtavan (d) ratkaisu: Kommentti

« Edella todettiin, ettd jos 1000 henkiloa heittda noppaa, keskimdcdrin
1 — 2 henkil6a joutuu heittimian noppaa 36 kertaa tai enemmdn ennen
kuin he saavat ensimmdisen kuutosen.

 Namai 1 — 2 henkil0a varmasti ihimettelevdt heittosarjaansa.
« Tassa kohdataan tilastotieteilijin selitys ihmeille:

Harvinaisetkin tapahtumat yleensi sattuvat ennemmin tai
myohemmin, jos satunnaisilmio toistuu riittavan monta kertaa.
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Satunnaismuuttujat ja todennakoisyysjakaumat

Satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
>> Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat

TKK (c) likka Mellin (2007) 75



Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki:

Onnenpyora — 1/6

« Kuva oikealla esittdad onnen- N
pyoOraa, jonka keskipisteeseen
on asetettu vapaasti pyoriva
osoitin.

» Tarkastellaan pelid, jossa
pelaaja valitsee onnenpyoOrasta
mielivaltaisen sektorin A.

« Osoitinta pyoraytetiddn ja pelaaja
voittaa, jos osoitin pysadhtyy
valitsemaansa sektoriin.

« Oletetaan, ettd fodenndkoisyys
voittaa on suhteessa valitun
sektorin A pinta-alaan, mutta
ei riipu sektorin A paikasta.

TKK (c) likka Mellin (2007)



Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki:

Onnenpyora — 2/6

« Tarkastellaan satunnais- N
ilmiona sitd kulmaa, jonka
osoitin muodostaa pysah-
dyttyain N:1l1a (N = north)
merkityn suunnan kanssa. X

e Téahan satunnaisilmoon liittyva
otosavaruus eli mahdollisten
tulosvaihtoehtojen joukko on

S={Kulmax |x e [0°,360°)}

TKK (c) likka Mellin (2007)



Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat

Johdatteleva esimerkki:
Onnenpyora — 3/6

o Mairitelldan satunnais- N
muuttuja & joka liittad
mahdollisiin tulosvaihtoehtoihin
reaaliluvun seuraavasti:

Kulma x — x € [0, 360) p

 Satunnaismuuttujaa & sanotaan
jatkuvaksi, koska & saa kaikki
arvot valilta [0, 360).

TKK (c) likka Mellin (2007)



Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki:

Onnenpyora — 4/6

e Tehdyn oletuksen mukaan todenndkoisyys, etti osoitin pysahtyy
valitulle sektorille riippuu vain sektorin leveydestd, mutta ei sektorin
paikasta.

« Tama merkitsee sitd, ettd onnenpyoran osoittimen pysidhtymistoden-
nakoisyydet jakautuvat kaikille onnenpyordn samanlevyisille
sektoreille siind mielessa tasaisesti, etta

Pr(S e [a, b]) = Pr(¢ € [c, d])
jos valin [0, 360) osavalit [a, b] ja [c, d] ovat yhtd pitkid eli
b—a=d-c
« Tiallaista todenndkoisyyksien jakaumaa kutsutaan jatkuvaksi
tasaiseksi jakaumaksi; ks. lukua Jatkuvia jakaumia.
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki:

Onnenpyora — 5/6

« Esimerkin jatkuvan tasaisen jakauman fodenndkoisyyksien
Jjakautumista valilla [0, 360) voidaan kuvata jatkuvalla kayralla

(1

— , x€[0,360)

f(x)=+4360

0, x¢[0,360)

« Kaiyraa vastaavaa funktiota kutsutaan jatkuvan tasaisen jakauman
(todenndkoisyys-) tiheysfunktioksi.
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki:

O

nnenpyora — 6/6

Kuvio oikealla esittdd esimerkin

jatkuvan tasaisen jakauman
tiheysfunktiota.

Kuvaan on merkitty myos

alue, joka vastaa onnenpyoraa

esittaviin kuviin merkittya
sektoria A.

0.004

Jatkuva tasainen jakauma

0.003 -

f(x)

0.002

0.001

-120

0 120 240 360

480

TKK
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Jatkuva satunnaismuuttuja:

Maaritelma

« Satunnaismuuttuja £ on jatkuva, jos seuraavat kaksi ehtoa
patevat:

(1) Satunnaismuuttuja & saa kaikki reaalilukuarvot
joltakin reaaliakselin vdliltd.

(2) Todenndkéisyys, ettd satunnaismuuttuja & saa minkd
tahansa yksittdisen arvon = 0.
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat

EsimerkKi:
Jono

« Palvelujonoon tulee asiakkaita keskimidariin & kappaletta aikayksikkoa
kohden.

* Seuraavan jonoon tulevan asiakkaan odotusaika on jatkuva
satunnaismuuttuja, joka noudattaa (tietyin oletuksin) eksponentti-
jakaumaa; ks. lukua Jatkuvia jakaumia.

e Huomautus:

Talloin jonkin aikavilin aikana jonoon tulevien asiakkaiden
lukumddrd on diskreetti satunnaismuuttuja, joka noudattaa
Poisson-jakaumaa; ks. lukua Diskreetteja jakaumia.

TKK (c) likka Mellin (2007) 83



Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Jatkuvat suureet

Jatkuvat satunnaismuuttujat liittyvit sellaisiin
todennakoisyyslaskennan sovelluksiin, joissa tarkastellaan
jatkuvia suureita.

Esimerkkeja:

—  aika —  paino

—  nopeus —  lampotila

—  pituus, pinta-ala, tilavuus —  rahamdadra, korko

TKK
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat

Tiheysfunktio:
Maaritelma

Reaaliarvoinen funktio f miarittelee (todennakoisyys-)
tiheysfunktion jatkuvalle satunnaismuuttujalle &, jos

(1) f(x) on x:n jatkuva funktio

2)  £(x)=0 kaikille x

3) | fx)dx=1

(4) Pr(a<&<bh)= i £ (x)dx

TKK
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Tiheysfunktion maaritelma:

Kommentteja

e Mairitelman ehdon (1) mukaan tiheysfunktio on jatkuva.
« Maairitelméan ehdon (2) mukaan tiheysfunktio on kaikkialla
ei-negatiivinen.

« Madritelman ehto (2) on valttimaton ehto, koska ehdon (4)
mukaan tiheysfunktion integraalit yli reaaliakselin valien
ovat todenndkoisyyksid.

« Madritelméan ehdon (3) mukaan tiheysfunktion integraali
yl1 koko reaaliakselin = 1.
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Jatkuva todennakoisyysjakauma:

Maaritelma

 Jatkuvan satunnaismuuttujan & tiheysfunktio f madrittelee
satunnaismuuttujan & todennikoisyysjakauman.

 Jatkuvan satunnaismuuttujan & tiheysfunktio kertoo, miten
otosavaruuden S todenndkoisyysmassa (= 1) jakautuu
satunnaismuuttujan & saamien arvojen vdleille.

« Jatkuvan satunnaismuuttujan & tiheysfunktion avulla
voidaan madrata kaikki ko. satunnaisilmioon littyvat
todenndkoisyydet.
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Tiheysfunktion kuvaaja

« Jatkuvan satunnaismuuttujan & tiheysfunktiota f voidaan
kuvata graafisesti jatkuvalla kayralla

(x, f(x))

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Tiheysfunktion kuvaaja:

Kommentteja

* Ehdon (4) mukaan reaaliakselin vileihin liittyvdt
todenndkoisyydet saadaan integroimalla tiheysfunktio ko.
valilla.

» Geometrisesti reaaliakselin viliin [a, b] liittyvin
todenndkoisyyden maaraaminen merkitsee tiheysfunktion
kuvaajan, x-akselin ja suorien x = a ja x = b rajoittaman
tasoalueen pinta-alan laskemista.

« Mairitelman ehdon (3) mukaan tiheysfunktion kuvaajan ja
x-akselin valiin jadvan tasoalueen pinta-ala = 1.
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat

T
H

iheysfunktion kuvaaja:
avainnollistus

Kuva oikealla esittda

Tiheysfunktio f(x)

normaalijakaumaa (ks. lukua
Jatkuvia jakaumia) noudattavan
Jjatkuvan satunnaismuuttujan &
tiheysfunktiota f(x).

Jatkuville satunnaismuuttujille £
patee yleisesti:

Pr(a <& <b)

_ j £(x)dx

= Alueen A4 pinta-ala

TKK
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Tapahtumien todennakoisyydet

Todennakoisyyden aksioomia kasittelevassa luvussa
todetaan seuraavaa:

(1) Jokainen tapahtuma reaalilukujen joukossa voidaan
muodostaa reaaliakselin valeista yhdistelemalla valeja
sopivasti joukko-opin operaatioilla.

(2) Jokaisen tapahtuman todenndkoisyys saadaan reaali-
akselin valien todenndkoisyyksistad todenniakoisyys-
laskennan laskusiiantojen avulla.

Jos siis jatkuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktio
tunnetaan, se satunnaisilmio, jonka tulosvaihtoehtoja ko.
satunnaismuuttuja kuvaa, hallitaan tdydellisesti.

TKK
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat

Tiheysfunktion maarittelyalue

« Olkoon fjatkuvan satunnaismuuttujan & tiheysfunktio.
e Olkoon

{f(x)>0, josx€ [c,d]
f(x)=0, josxé&|c,d]
« Talloin

]{f(x)dx =1

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Jatkuvat jakaumat ja

vhden pisteen todennakoisyydet

« Olkoon fjatkuvan satunnaismuuttujan & tiheysfunktio.

« Talloin jokaisen yksittdisen pisteen todenndkoisyys on
nolla, koska

Pr(&=b)= ling Pr(a <& <b)
= lim j F(x)dx

=0

TKK (c) likka Mellin (2007)

93



Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Tapahtumien todennakoisyyksien vertailu

* Olkoon ¢&jatkuva satunnaismuuttuja ja f vastaava
tiheysfunktio.

¢ OlkootA={a<&<b}jaC={c< LA} kaksi
tapahtumaa.

e QOlkoon
jf(x)dx > Jf(x)dx

« Talloin tapahtuma A on todenndkoisempi kuin
tapahtuma C:

Pr(A4) > Pr(C)
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat

Tapahtumien todennakoisyyksien vertailu:

Havainnollistus 1/2

« Kuva oikealla esittda
eksponenttijakaumaa (ks. lukua
Jatkuvia jakaumia) noudattavan
Jjatkuvan satunnaismuuttujan &

tiheysfunktiota f(x).
* Olkoot

A={a< (<}

C={c<&L<d}

jossa

b—a=d-c

kuten kuvassa.

Tiheysfunktio f(x)

N

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Tapahtumien todennakoisyyksien vertailu:

Havainnollistus 2/2

 Koska kuvan mukaan selvasti

if(x)dx > ]{f(x)dx

niin tapahtuma
A={a<¢<b}

on todenndkoisempi kuin
tapahtuma

C={c<¢&<d}
eli
Pr(A4) > Pr(C)

Tiheysfunktio f(x)

N

TKK
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Jatkuvan jakauman parametrointi 1/2

Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja & noudattaa jatkuvaa
todennakoisyysjakaumaa, jonka tiheysfunktio on f .

Tiheysfunktio f riippuu tavallisesti parametreista eli
vakioista, jotka maaraavat funktion f muodon.

Tiheysfunktion muodon mairavia parametreja kutsutaan
usein sen todennakoisyysjakauman parametreiksi,
jonka todennakoisyydet ko. tiheysfunktio maarittelee.

TKK
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Jatkuvan jakauman parametrointi 2/2

* Olkoot tiheysfunktion f muodon maaraavat parametrit
6,6,..,60

p
 Jos halutaan korostaa tiheysfunktion f riippuvuutta sen

muodon maaraavista parametreista, ttheysfunktiota
merkitddn:

fix;6,86,...60)

p
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Jatkuvan jakauman parametrien merkitys

 Jatkuvan satunnaismuuttujan & tiheysfunktion f muodon
madradvilla parametreilla 6,, 6,, ..., t9p on usein jokin
sisallollinen fulkinta siind satunnaisilmiossa, jonka
malliksi f on konstruoitu.

* Parametrien 6,, 6,, ..., 61’0 arvot ovat sovelluksissa
tavallisest1 tuntemattomia ja niiden arvot on estimoitava
el1 arvioitava havaintojen perusteella.

Ks. monisteen Tilastolliset menetelmat lukua Estimointi.

* Parametreja 6, 6, ..., 6, koskeva hypoteeseja eli
oletuksia voidaan testata tilastollisin testein.

Ks. monisteen Tilastolliset menetelmat lukua Tilastolliset testit.
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat

Diskreetit jakaumat vs jatkuvat jakaumat 1/2

Olkoon & diskreetti satunnaismuuttuja ja f vastaava
pistetodennikoisyysfunktio.

Olkoon {x, x,, X3, ... } satunnaismuuttujan & arvojen
joukko.

 Pistetodennikoisyysfunktion f'arvo pisteessd x; on
todenndkoisyys:

f(x) = Pr(g =x,)
« Koska funktion f arvo pisteessé x; on todennékoisyys, niin
0<flx)<1
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Diskreetit jakaumat vs jatkuvat jakaumat 2/2

« Olkoon ¢ jatkuva satunnaismuuttuja ja f vastaava
tiheysfunktio.

« Tiheysfunktion f arvo pisteessa x ei ole todenndkoisyys.
e Reaaliakselin vdlien todenndkoisyydet saadaan kaavasta

Pr(a <E<b)= j F(x)dx

« Koska f(x) ei ole todenndkoisyys, on mahdollista, etta

fx)>1
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Esimerkki: Odotusajan jakauma

» Tarkastellaan jonkin tapahtuman odotusaikaa satunnaismuuttujana.

* Oletetaan, ettd tapahtumien keskimddrdinen lukumaara jotakin
aikayksikkoa kohden on A.

« Télloin seuraavan tapahtuman odotusaika & on jatkuva satunnais-
muuttuja, joka voi saada kaikki ei-negatiiviset reaalilukuarvot.

« Tietyin ehdoin satunnaismuuttuja & noudattaa todenndkoisyys-
jakaumaa, jonka tiheysfunktio on

f(xX)=Ae™,x=20,120

Satunnaismuuttujan £ todennikoisyysjakaumaa sanotaan eksponentti-
jakaumaksi; ks. lukua Jatkuvia jakaumia.
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Esimerkki: Odotusajan jakauma
Tehtivit (a) — (d)

« Tarkastellaan sovelluksena erdan yrityksen puhelinkeskukseen
tulevien puheluiden odotusaikoja.

* Oletetaan, ettd keskukseen tulee keskiméaarin 4 puhelua minuutissa.
« Ratkaistaan seuraavat tehtavat:

(a) Maaraa todennédkoisyys, ettd seuraavaa puhelua joudutaan
odottamaan korkeintaan 15 sekuntia?

(b) Maaraa todenndkoisyys, ettd seuraavaa puhelua joudutaan
odottamaan korkeintaan 30 sekuntia?

(c) Kumpi on todennikoisempaa:
Se, ettd seuraavaa puhelua joudutaan odottamaan 15 — 30

sekuntia, vai se, etta seuraavaa puhelua joudutaan odottamaan
30 — 60 sekuntia?

(d) Mika on todenndkoisyys, ettd seuraavaa puhelua joudutaan
odottamaan yli 60 sekuntia?
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat

Esimerkki: Odotusajan jakauma

Tiheysfunktio
. Esimerkin tapauksessg A= 4}, kun Eksponenttijakauma
aikayksikkond on 1 minuutti. 5
 Siten satunnaismuuttujan .
&="Seuraavan puhelun
odotusaika” 3
tiheysfunktio on muotoa 2
f(x)=4e™,x>0 . |
* Viereinen kuvio esittad esimerkin
eksponenttijakauman tiheys- 0 . s 1 s
funktion kuvaajaa valilla
[0, 1.5].
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Esimerkki: Odotusajan jakauma

Aputuloksia — 1/2

e Tarvitsemme tehtdvien (a) — (d) ratkaisemisessa aputuloksia (1) — (3):

(1) Tapahtuman &< ¢ todennédkoisyys on

Pr(&<t)= jf(x)dx

t

=4[ e dx

(2) Tapahtuman &> ¢t todenndkoisyys on komplementtitapahtuman
todennédkoisyyden kaavan ja aputuloksen (1) nojalla

Pr(&>t)=1-Pr(&<r)=¢™"
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Esimerkki: Odotusajan jakauma

Aputuloksia — 2/2

(3) Tapahtuman s < £< ¢t todenndkdisyys on

Pr(sSfSt):jf(x)dx

t

=4[ e dx

TKK (c) likka Mellin (2007) 106



Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat

Esimerkki: Odotusajan jakauma
Tehtavien (a) ja (b) ratkaisut

« Tapahtuman &< 1/4 min todennédkoisyys (tehtdva (a)) on aputuloksen
(1) nojalla

1
Pr(fﬁijzl—e Yo < 0.632

« Tapahtuman &< 1/2 min todennédkoisyys (tehtdva (b)) on aputuloksen
(1) nojalla

axk
Pr(fﬁ%)zl—e Y2 o 12 ~0.865
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat

Esimerkki: Odotusajan jakauma
Tehtavan (c) ratkaisu

« Tapahtumien 1/4 min < £< 1/2 min ja 1/2 min £ £< 1 min
todennékoisyydet (tehtava (c)) ovat aputuloksen (3) nojalla

1 1
Pr %sgs%jze“ e Tz —e? ~0233
1 4 _4x1 ) 4
Pr ES?SI =e 2—¢ " =e¢ —e =0.117

 Siten tapahtuma 1/4 min < £ < 1/2 min on todennédkoisempi kuin
tapahtuma 1/2 min < £< 1 min.
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Esimerkki: Odotusajan jakauma

Tehtavan (d) ratkaisu

« Tapahtuman &> 1 min todennékoisyys (tehtdva (d)) on aputuloksen
(2) nojalla

Pr(&>1)=1-Pr(£<1)=¢"=0.018

» Todenndkoisyyden frekvenssitulkinnan mukaan tama merkitsee
seuraavaa:

Keskus joutuu odottamaan seuraavaa puhelua kauemmin kuin 1:n
minuutin keskimddrin melkein 2 kertaa (100x0.018 = 2) 100:sta
odotuskerrasta.
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