likka Mellin
Todennakoisyyslaskenta

Osa 2: Satunnaismuuttujat ja
todennakoisyysjakaumat

Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja
jakaumat

TKK (c) likka Mellin (2007)



Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja
todennakoisyysjakaumat

>> Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja rijppumattomuus
Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Kovarianssi ja korrelaatio
Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot

TKK (c) likka Mellin (2007)



Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Satunnaistekijoiden valiset riippuvuudet

Yhden satunnaismuuttujan todennikoisyysjakaumat
kuvaavat useimpia satunnaisilmioti vain rajoitetusti.

Satunnaisilmioihin luttyy tavallisesti useita satunnaisia
tekijoita, joiden viliset riippuvuudet ovat mielenkiinnon
kohteina.

Useiden satunnaisten tekijoiden valisten riippuvuuksien

muuttujien yhteisjakauman tarkastelua.

TKK

(c) llkka Mellin (2007)



Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Esimerkkeja riippuvuustarkasteluista

e Miten tyottomyysaste « Miten todennikoisyys sairastua
Suomessa (% tyovoimasta) keuhkosyopiin (p) riippuu
riippuu BKT:n kasvuvauhdista, tupakoinnin maarista ja
viennin volyymista ja BKT:n kestosta?
kasvuvauhdista muissa EU-  Miten vehnin sato (t/ha) riippuu
maissa ja USA:ssa? kesan keskilampotilasta, sade-

» Miten alkoholin kokonais- maarastd, maan muokkaus-
kulutus (1 per capita vuodessa) tavoista, lannoituksesta ja
riippuu alkoholijuomien hinta- tuholaisten torjunnasta?

tasosta, kaytettivissa olevista
tuloista ja alkoholin
saatavuudesta?

TKK (c) likka Mellin (2007) 4



Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Kaksiulotteiset satunnaismuuttujat

« Olkoot X ja Y satunnaismuuttujia, joiden otosavaruudet
ovat R ja S.

o Talloin
X:§—->R
Y:R—>R

* Olkoon RxS otosavaruuksien R ja S karteesinen tulo:
RxS :{(r,s)‘re R,se S}

« Satunnaismuuttujien X ja Y jdarjestetty pari (X, Y)
madarittelee kaksiulotteisen satunnaismuuttujan:

(X,Y):SXR—>R’

TKK (c) likka Mellin (2007)



Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset satunnaismuuttujat ja

niiden jakaumat

* Olkoot X ja Y diskreettejd satunnaismuuttujia.

« Talloin jarjestetty pari (X, Y) maarittelee diskreetin
kaksiulotteisen satunnaismuuttujan.

* Diskreetti kaksiulotteinen satunnaismuuttuja (X, Y)
madarittelee diskreetin kaksiulotteisen todennakoisyys-
jakauman, jota kutsutaan satunnaismuuttujien X ja Y
yhteisjakaumaksi.

TKK (c) likka Mellin (2007)



Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

Pistetodennakoisyysfunktio

* Reaaliarvoinen funktio
2
fw: R =R
maarittelee diskreettien satunnaismuuttujien X ja Y

yhteisjakauman pistetodennikoisyysfunktion, jos
seuraavat ehdot patevat:

(1) vy (x,) 20 kaikille x ja y

2 22 fuxy)=1

(3) Pr(X=xjaY=y)=/f,(xy)

TKK (c) likka Mellin (2007)



Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

Tapahtumien todennakoisyydet

e Olkoon
vy R° >R
diskreettien satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman
pistetodenndkoisyysfunktio.

 Olkoon
AcR?
jokin tapahtuma.
o Talloin
Pr(X,Y)e A)= ) > fi(x,))

(x,y) €4

TKK (c) likka Mellin (2007)



Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

Symmetriset todennakoisyyskentat

Olkoon (x;, y,),i=1, 2, ..., n erillisten tason pisteiden
muodostama diskreetti pistejoukko.

Maaritellaan diskreetin kaksiulotteisen jakauman piste-

todenndkoisyysfunktio kaavalla
1

Jo(x,)=Pr(X =x, ja Yzyl.)zz,izl,Z,...,n

Talloin satunnaismuuttuja (X, Y) maarittelee symmetrisen
todennikoisyyskentin, jossa kaikki alkeistapahtumat

(x,y,),i=1,2,...,n
ovat yhtd todenndkoisid.

TKK

(c) llkka Mellin (2007)



Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

1. esimerkki nopanheitosta 1/6

« Heitetdan virheetontd noppaa kaksi kertaa.
e Maaritelldan satunnaismuuttujat X ja Y-

X = tulos (silmédluku) 1. heitosta
Y = tulos (silméaluku) 2. heitosta

* Voimme olettaa, ettd 2. heiton tulos on riippumaton 1. heiton
tuloksesta (ja kdantien).

e Satunnaismuuttujien X ja ¥ mahdolliset arvot:

X {1,2,3,4,5,6)
Y: 41,2,3,4,5,6)

* Muodostetaan satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauma.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat

Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:
1. esimerkki nopanheitosta 2/6

« Kahden nopanheiton tulosvaihtoehdot voidaan esittda seuraavana

taulukkona:
Tulos Mahdolliset tulokset
1. nopanheitosta 2. nopanheitosta
1 1 2 3 4 5 6
2 1 2 3 4 5 6
3 1 2 3 4 5 6
4 1 2 3 4 5 6
5 1 2 3 4 5 6
6 1 2 3 4 5 6

« Siten satunnaismuuttujien X ja Y jarjestetty pari (X, ¥) méaarittelee
diskreetin kaksiulotteisen satunnaismuuttujan, jonka arvoina on 36

lukuparia

(x,yv);x=1,2,3,4,5,6;y=1,2,3,4,5,6

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

1. esimerkki nopanheitosta 3/6

« Koska noppa oletettiin virheettomdksi ja heittojen tulokset oletettiin
riippumattomiksi, on luontevaa ajatella, ettd kahden nopanheiton
tulosten muodostamat 36 tulosvaihtoehtoa

(x,yv);x=1,2,3,4,5,6;y=1,2,3,4,5,6
ovat yhtd todenndkoisid.

« Talloin satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman piste-

todenndkoisyysfunktio saa positiiviset arvot
fir (5) = PHX =5, = y) =PH(X = 0)PH(Y = )= =

kun

1,2,3,4,5,6
1,2,3,4,5,6

X
Y s &

5 M M

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

1. esimerkki nopanheitosta 4/6

e Satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman pistetodennikoisyys-
funktio

- 1
iy (X, y) =Pr(X =x ja Y:y)zg

x=1,2,3,4,5,6;y=1,2,3,4,5,6

voidaan esittaa seuraavana taulukkona:

~["6 [1/36 [ 1/36 | 1/36 [ 1/36 | 1/36 | 1/36
Z[75 [ 1/36 [ 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36
‘5| 4 | 1/36 [ 1/36 | 1136 | 1/36 | 1/36 | 1/36
=["3 [ 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36
s| 2 [1/36 [ 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36
G [ 1 [1/36 [ 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 [ 1/36
< 1 | 2 | 3| 4 | 5| 6

1. heiton silmaluku x

TKK (c) likka Mellin (2007)



Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

1. esimerkki nopanheitosta 5/6

« Heitetdan virheetontd noppaa

kaksi kertaa:
X = tulos 1. heitosta 0-04
Y = tulos 2. heitosta 0.03

« Kuva oikealla esittaa
satunnaismuuttujien Xja Y
vhteisjakauman pistetoden-
ndkoisyysfunktiota.

« Kuvassa on 36 pylvista, joista
jokaisen korkeus 1/36.

TKK () llkka Mellin (2007)



Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

1. esimerkki nopanheitosta 6/6

« Heitetdan virheetontd noppaa ]
kaksi kertaa:
X = tulos 1. heitosta ° ¢ * 0
Y = tulos 2. heitosta ) 51 © © ¢ o
» Kuva oikealla havainnollistaa E o
satunnaismuuttujien X ja Y ~ 3 © o o oo
yvhteisjakaumaa. 2 o o o o
« Kuvassa on 36 pistettd, joista 1| ®© o o o
jokaisen todennakoisyys on 1/36. 0 ‘
0 1 2 3 4
1. heitto

TKK (c) likka Mellin (2007)



Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 1/9

« Heitetdan virheetontd noppaa kaksi kertaa.
e Maaritelldan satunnaismuuttujat X, Y ja Z:

X = tulos (silméluku) 1. heitosta
Y = tulos (silméaluku) 2. heitosta
Z = X+ Y = silméalukujen summa

* Voimme olettaa, ettd 2. heiton tulos on riippumaton 1. heiton
tuloksesta (ja kdantien).

e Satunnaismuuttujien X, Y ja Z mahdolliset arvot:
X: {1,2,3,4,5,6}
Y: {1,2,3,4,5, 6}
Z:{2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12}

e Maaritaan satunnaismuuttujien X ja Z yhteisjakauma.

TKK (c) likka Mellin (2007) 16



Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat

Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 2/9

Muodostetaan ensin summamuuttujan Z = X + Y jakauma.

Muodostetaan sitd varten aputaulukko, joka esittad kaikkia mahdollisia

tapoja, joilla nopanheittojen silmalukujen summa Z =X+ Y voi

syntya:
Silmalukujen summatz=x+y

>| 6 7 8 9 10 11 12

E[5[6 | 7 8] 9 |10]1

?EB 4 5 6 7 8 9 10

=3 4[5 678709

sl2| 3 [ 4]5[6 ]| 7] 8

E 1 | 2 3 | 4 5 | 6 | 7

N 1 2 [ 3| 4| 5] 6
1. heiton silmaluku x

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 3/9

/=X+Y

todenndkoisyysjakauma:

Aputaulukosta voidaan suoraan lukea 1. ja 2. nopanheiton silma-
lukujen summan

Silmalukujen summat z = x + y ja niiden todennakoisyydet

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

1/36

2/36

3/36

4/36

5/36

6/36

5/36

4/36

3/36

2/36

1/36

Esimerkki:

Summa 5 voi syntyd kahden nopanheiton tuloksena 4:11a eri

tavalla;

5=1+4=2+3=3+2=4+1

joten todennakoisyys saada summaksi 5 on 4/36.

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 4/9

* 1. nopanheiton tulos ja 1. ja 2. nopanheiton tulosten kaikki mahdolliset
summat voidaan esittdd seuraavana taulukkona:

Tulos Mahdolliset summat
1. nopanheitosta 1. ja 2. nopanheiton tuloksista
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12

« Siten satunnaismuuttujien X ja Z = X + Y jarjestetty pari (X, Z)
maarittelee diskreetin kaksiulotteisen satunnaismuuttujan, jonka
arvoina on 66 lukuparia

(x,z);x=1,2,3,4,5,6;,2z=2,3,4,5,6,7,8,10, 11, 12

TKK (c) likka Mellin (2007) 19



Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 5/9

Koska noppa oletettiin virheettomdksi ja heittojen tulokset oletettiin

riippumattomiksi, on luontevaa ajatella, etta 1. heiton tulos ja 1. ja 2.

heiton tulosten mahdollisten summien muodostamat 36
tulosvaihtoehtoa

(x,z);x=1,2,3,4,5,6;z=x+y;y=1,2,3,4,5,6
ovat yhtd todenndkoisid.

Talloin satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman piste-
todenndkoisyysfunktion saa positiiviset arvot

fr (52 =PHX =z jaZ=2)=

kun
x=1,2,3,4,5,6
z=x+ty
vy=1,2,3,4,5,6

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 6/9

e Satunnaismuuttujien X ja Z = X + Y yhteisjakauman piste-

todenndkoisyysfunktio voidaan esittia seuraavana taulukkona:

Silmalukujen summa z

12

0

0

1/36

-_—
-_—

0

1/36

1/36

-
(=)

0

1/36

1/36

1/36

1/36

1/36

1/36

1/36

1/36

1/36

1/36

1/36

1/36

1/36

0

1/36

1/36

0

N| W| &| O] O N| 0] ©

0

3

o O] O| O] O

1. nopan silmaluku x

(c) llkka Mellin (2007)

21



Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 7/9

* Esimerkkeja:
(1) Oletetaan, ettd 1. nopalla on saatu 2. Talloin silméalukujen
summaksi ei voi tulla 10, joten

PriX=1jaZ=10)=0
(11) Oletetaan, etti 1. nopalla on saatu 6. Talloin silmalukujen
summaksi ei voi tulla 3, joten

PriX=6jaZ=3)=0
(i11) Oletetaan, ettd 1. nopalla on saatu 2. Talloin silméalukujen
summaksi voi tulla 3, 4, 5, 6, 7 tai 8, joten
Pr(iX=1jaZ=2)=1/36;z=3,4,5,6,7,8

(iv) Oletetaan, ettd 1. nopalla on saatu 6. Talloin silmalukujen
summaksi voi tulla 7, 8,9, 10, 11 tai 12, joten

Pr(X=6jaZ=2)=1/36:2z=7,8,9, 10, 11, 12

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 8/9

« Heitetdan virheetontd noppaa
kaksi kertaa:

X =tulos 1. heitosta
Y =tulos 2. heitosta
Z=X+Y

« Kuva oikealla esittaa
satunnaismuuttujien X ja Z
vhteisjakauman pistetoden-
ndkoisyysfunktiota.

« Kuvassa on 36 pylvista, joista

jokaisen korkeus on 1/36.

TKK (c) likka Mellin (2007)



Ka

ksiulotteiset todennakodisyysjakaumat

Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

2.

esimerkki nopanheitosta 9/9

Heitetdan virheetontd noppaa
kaksi kertaa:

X =tulos 1. heitosta

Y =tulos 2. heitosta
Z=X+Y

Kuva oikealla havainnollistaa
satunnaismuuttujien X ja Z
yvhteisjakaumaa.

Heittotulosten summa

Kuvassa on 36 pistettd, joista
jokaisen todennakoisyys on 1/36.

[ O G §
o =" N O
| | |

S = N W O O N 00 ©
! ! ! ! ! ! ! ! !

[
[ [
[ [ [
[ [ [ [
[ [ [ [ [
o [ [ [ [ [
o [ [ [ [
[ [ [ [
o [ [
o [
[ ]
1 2 3 4 5 6
1. heitto

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Jatkuvat kaksiulotteiset satunnaismuuttujat ja

niiden jakaumat

* Olkoot Xja Y jatkuvia satunnaismuuttujia.

« Talloin jarjestetty pari (X, Y) maarittelee jatkuvan
kaksiulotteisen satunnaismuuttujan.

« Kaksiulotteinen jatkuva satunnaismuuttuja (X, Y)
madarittelee jatkuvan kaksiulotteisen todennikoisyys-
jakauman, jota kutsutaan satunnaismuuttujien X ja Y
yhteisjakaumaksi.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Jatkuvat kaksiulotteiset jakaumat:

Tiheysfunktio

* Reaaliarvoinen jatkuva funktio
2
fw: R =R
maarittelee jatkuvien satunnaismuuttujien X ja Y

yhteisjakauman tiheysfunktion, jos seuraavat ehdot
patevat:

(1) f.,(x,y)=0 kaikille x ja y

+ o0 4 o0

@ [ [ foydyde =1

— 00 — OO

b d
) PrasX<bjac<Y<d)=|]fy(x.y)dydx

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Kaksinkertaiset integraalit:

Integrointijarjestys

« Huomautus:

Kaytamme kaksinkertaisten integraalien yhteydessa seuraavaa
sopimusta integrointijarjestyksesta:

j.]{fxy(x,J’)dydx = jl(]{fn (x,y)dy] dx

a C

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Jatkuvat kaksiulotteiset jakaumat:

Tapahtumien todennakoisyydet

e Olkoon
Iy R° >R
jatkuvien satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman
tiheysfunktio.
* Olkoon
AcC R’
jokin tapahtuma.

« Talloin

Pr((X,Y)€ A) = [[ fiy (x,y)dydx

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Kaksiulotteisten jakaumien

kertymafunktiot

Olkoon (X, Y) satunnaismuuttujien X ja ¥ muodostama
jarjestetty pari.

Satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman
kertymifunktio F'y, maaritellaan kaavalla:

F.(x,y)=Pr(X<xjaY<y)

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreettien kaksiulotteisten jakaumien

kertymafunktiot

* Olkoon (X, Y) diskreetti kaksiulotteinen satunnaismuuttuja.

* Olkoon {x, x,, x5, ... } satunnaismuuttujan X tulos-
vaihtoehtojen eli arvojen joukko.

* Olkoon {y,, y,, V3, ... } satunnaismuuttujan Y tulos-
vaihtoehtojen eli arvojen joukko.

* Diskreetin kaksiulotteisen jakauman kertymafunktio on

F.(x,y)=Pr(X<xjaY<y)

— Z ZfXY(xi’yi)

X SX Sy

jossa fyy satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman
pistetodenndkoisyysfunktio.

TKK (c) likka Mellin (2007) 30



Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Jatkuvien kaksiulotteisten jakaumien

kertymafunktiot

e Olkoon (X, Y) jatkuva kaksiulotteinen satunnaismuuttuja.
« Jatkuvan kaksiulotteisen jakauman kertymafunktio on
F.(x,y)=Pr(X<xjaY<y)

= ]ﬁ ]ifXY(u,v)dvdu

— 00 — OO

jossa fyy satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman
tiheysfunktio.

TKK (c) likka Mellin (2007) 31



Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Jatkuvan kaksiulotteisen jakauman

tiheysfunktion ja kertymafunktion yhteys

e Olkoon (X, Y) jatkuva kaksiulotteinen satunnaismuuttuja.

* Olkoon F(x, y) satunnaismuuttujien X ja Y yhteis-
jakauman kertymdfunktio.

e Jos derivaatta

azFVXY (X, y)
oxdy

on olemassa ja on jatkuva, funktio f,,(x, y) on satunnais-
muuttujien X ja Y yhteisjakauman tikeysfunktio.

= [ (%,))

TKK (c) likka Mellin (2007) 32



Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja
todennakoisyysjakaumat

Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat

>> Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja rijppumattomuus
Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Kovarianssi ja korrelaatio
Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja rijppumattomuus
Diskreetin kaksiulotteisen jakauman reunajakaumat

* Olkoon f,/x, y) diskreetin kaksiulotteisen jakauman
pistetodennédkoisyysfunktio.

* Satunnaismuuttujan X reunajakauman
pistetodennikoisyysfunktio on

fx(X)=Pr(X =x)=) fi,(x,»)

* Satunnaismuuttujan Y reunajakauman
pistetodennikoisyysfunktio on

fY(y):Pr(Y:y):ZfXY(xay)

« Satunnaismuuttujien X ja Y reunajakaumat yhtyvdt
satunnaismuuttujien X ja Y todennikoisyysjakaumiin.

TKK (c) likka Mellin (2007) 34



Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja rijppumattomuus

Diskreetin 2-ulotteisen jakauman reunajakaumat:
1. esimerkki nopanheitosta 1/5

« Heitetdan virheetontd noppaa kaksi kertaa.
« Maaritellaan satunnaismuuttujat X ja Y:

X = tulos (silméluku) 1. heitosta
Y = tulos (silméaluku) 2. heitosta

e Satunnaismuuttujien X ja ¥ mahdolliset arvot:

X {1,2,3,4,5,6)
Y: {1,2,3,4,5,6)

e Maaritaan satunnaismuuttujien X ja Y reunajakaumat.

TKK (c) likka Mellin (2007)



Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja rijppumattomuus
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman reunajakaumat:

1. esimerkki nopanheitosta 2/5

Satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman pistetodenndkoisyysfunktio:
PriX=xjaY=y)=fi/x,y);x=1,2,...,6;y=1,2,...,6

2. heiton silmaluku y

1. heiton silmaluku x

1

2

3

4

1/36

1/36
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Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja rijppumattomuus
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman reunajakaumat:

1.

esimerkki nopanheitosta 3/5

Satunnaismuuttujien X ja Y reunajakaumien pistetodenndkoisyys-
funktiot saadaan mairaamalla yhteisjakauman todennédkoisyydet
antavassa taulukossa rivi- ja sarakesummat.

Satunnaismuuttujan X reunajakauman pistetodenndkoisyysfunktio on

6
fX(x)=Pr(X:x):ZfXY(x,y):6X%:é;x=1,2,3,4,5,6

=1
koska ’
foy (X)) :%;x:1,2,3,4,5,6 ;v=12,3,4,5,6

Satunnaismuuttujan Y reunajakauman pistetodenndkoisyysfunktio on

¢ I 1
fY(y):Pr(Y:y):ZfXY(xay):6X%:gay:19293949596
x=l

koska
fn(x,y)zi;x=1,2,3,4,5,6;y=1,2,3,4,5,6

TKK

(c) llkka Mellin (2007)



Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja rijppumattomuus
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman reunajakaumat:

1. esimerkki nopanheitosta 4/5

Satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman ja reunajakaumien

pistetodenndkoisyysfunktiot:

2. heiton silmaluku y

1. heiton silmaluku x

1
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Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja rijppumattomuus
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman reunajakaumat:

1. esimerkki nopanheitosta 5/5

1. heiton tuloksen jakauma 2. heiton tuloksen jakauma
0.3 0.3
0.2 0.2 |
® ® [ ] ® [ ® [ ] ® [ ] ® ® ®
01 T 01 4
0 : 0
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

« Kuvat ylla esittavit satunnaismuuttujien X ja Y reunajakaumien
pistetodenndkoisyysfunktioita:

X =tulos 1. heitosta
Y = tulos 2. heitosta

TKK (c) likka Mellin (2007) 39



Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja rijppumattomuus

Diskreetin 2-ulotteisen jakauman reunajakaumat:
2. esimerkki nopanheitosta 1/5

« Heitetdan virheetontd noppaa kaksi kertaa.
e Maaritelldan satunnaismuuttujat X, Y ja Z seuraavasti:

X = tulos (silmédluku) 1. heitosta
Y = tulos (silméaluku) 2. heitosta
Z = X+ Y = silmalukujen summa

e Satunnaismuuttujien X, Y ja Z mahdolliset arvot:

X {1,2,3,4,5,6)
Y: {1,2,3,4,5,6
Z:12,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12}

e Maaritaan satunnaismuuttujien X ja Z reunajakaumat.

TKK (c) likka Mellin (2007) 40



Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja rijppumattomuus
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman reunajakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 2/5

e Satunnaismuuttujien X ja Z yhteisjakauman pistetodenndkoisyysfunktio:
PriX=xjaZ=z2)=f Ax,2);x=1,2,...,6;z=2,3,...,12

1. nopan silmaluku x

Silmalukujen summa z
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6
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Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja rijppumattomuus
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman reunajakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 3/5

e Satunnaismuuttujien X ja Y reunajakaumien pistetodenndkoisyys-
funktiot saadaan mairaamalla yhteisjakauman todennédkoisyydet
antavassa taulukossa rivi- ja sarakesummat.

* Esimerkkeja:

(1) Satunnaismuuttujan X reunajakauman pistetodennakoisyys,
kun X =4:

fX(4):ZfXZ(4aZ)

=0+0+ 1 1 1 1 1 : O+O+O—%

36 36 36 36 36 36
(11) Satunnaismuuttujan Z reunajakauman pistetodennakoisyys,
kun Z=10:

f,10)= ZfXZ(x 10)=0+0+0+

1 1 1 3
36 36 36 36

TKK (c) likka Mellin (2007) 42



Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja rijppumattomuus
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman reunajakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 4/5

Satunnaismuuttujien X ja Z = X + Y yhteisjakauma ja reunajakaumat.

Silmalukujen summa z

1. nopan silmaluku x
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Yht
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Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja rijppumattomuus
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman reunajakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 5/5

0.3

0.2

01

0.0

1. heiton tuloksen jakauma

0.3

0.1

0.0

1 2 3 45 6 7 8 9 10 1112

Heittotuloksien summan jakauma

0.2 1

il

1 2 3 45 6 7 8 9 10 1112

Kuvat ylla esittavit satunnaismuuttujien X ja Z reunajakaumien
pistetodenndkoisyysfunktioita:

X =tulos 1. heitosta
Y = tulos 2. heitosta
/Z = X + Y = heittotulosten summa

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja rijppumattomuus
Jatkuvan kaksiulotteisen jakauman reunajakaumat

* Olkoon f,/x, y) jatkuvan kaksiulotteisen jakauman
tiheysfunktio.

. Satunnaismu}lwttuj an X reunajakauman tiheysfunktio on
fe @)= | frr (e p)dy

. SatunnaismuE}tujan Y reunajakauman tiheysfunktio on
Sy = | far (x,p)dx

* Satunnaismuuttujien X ja Y reunajakaumat yhtyvdt
satunnaismuuttujien X ja Y todenndkoisyysjakaumiin.

TKK (c) likka Mellin (2007) 45



Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja rijppumattomuus
Satunnaismuuttujien riippumattomuus 1/2

e Oletukset:

(1) Olkoon satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman
pistetodenndkoisyys- tai titheysfunktio f,,(x, ).

(11) Olkoon satunnaismuuttujan X reunajakauman
pistetodenndkoisyys- tai titheystunktio f(x).
Olkoon satunnaismuuttujan Y reunajakauman
pistetodenndkoisyys- tai tiheysfunktio fi(y).

e Maaritelma 1:

Satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia, jos ja
vain, oS

Jxr%, ) = JAXWAY)

TKK (c) likka Mellin (2007) 46



Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja rijppumattomuus
Satunnaismuuttujien riippumattomuus 2/2

e Oletukset:

(1) Olkoon satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman
kertyméafunktio F,(x, y).

(11) Olkoon satunnaismuuttujan X reunajakauman
kertymafunktio F,(x).

Olkoon satunnaismuuttujan Y reunajakauman
kertyméafunktio F'(y).

e Maaritelma 2:

Satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia, jos ja
vain, oS

Fyfx, ¥) = Fx()F ()

TKK (c) likka Mellin (2007) 47



Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja rijppumattomuus
Satunnaismuuttujien riippumattomuus:

Yleistys 1/2

e Oletukset:
(1) Olkoon satunnaismuuttujien X;,i=1,2, ..., p
yhteisjakauman pistetodennikoisyys- tai tiheysfunktio
fxy, x5 05 X,)
(11) Olkoot satunnaismuuttujien X, ,i=1,2, ... ,p
reunajakaumien pistetodennakoisyys- tai
titheysfunktiot f(x,) ,i=1,2, ..., p.

e Maaritelma 1:

Satunnaismuuttujat X, ,i=1, 2, ..., p ovat
riippumattomia, jos ja vain, jos

Axp, X, oo, x,) = X )x) - Ax,)

TKK (c) likka Mellin (2007) 48



Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja rijppumattomuus
Satunnaismuuttujien riippumattomuus:

Yleistys 2/2

e Oletukset:

(1) Olkoon satunnaismuuttujien X;,i=1,2, ..., p
yhteisjakauman kertymafunktio

Flxy, xy, ..., xp)

(11) Olkoot satunnaismuuttuyjien X, ,i=1,2, ... ,p
reunajakaumien kertymafunktiot
Fx),i=1,2,...,p.

e Mairitelma 2;

Satunnaismuuttujat X, ,i=1, 2, ..., p ovat

riippumattomia, jos ja vain, jos
F(xy, X5, ..., X)) = F(x)F(xy) - F(x,)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja rijppumattomuus
Satunnaismuuttujien riippumattomuus ja

tapahtumien rilppumattomuus

* Olkoot satunnaismuuttujat X ja Y riippumattomia.
o Talloin
Pr(a< X <bjac<Y<d)=Pr(a< X <b)Pr(c<Y <d)

e Huomautus:

Vrt. riippumattomien tapahtumien tulosddnto:
Pr(ANB) = Pr(4)Pr(B)

TKK (c) likka Mellin (2007) 50



Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja rijppumattomuus
Satunnaismuuttujien riippumattomuus ja

tapahtumien rilppumattomuus: Perustelu

e Olkoot satunnaismuuttujat X ja Y jatkuvia ja riippumattomia.

Pr(a< X <bjac<Y<d)= jijY(x V)dydsx
= j j ()£ () dlydx
= j (%) j Sy ()dydx
= j £ (X)Pr(c <Y < d)dx

=Pr(c<Y <d) j £ (x)dx

=Pr(c <Y <d)Pr(a< X <b)

TKK (c) likka Mellin (2007) 51



Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja rijppumattomuus
Satunnaismuuttujien riippumattomuus:

1. esimerkki nopanheitosta

» Heitetdan virheetontd noppaa kaksi kertaa:

X = tulos (silméluku) 1. heitosta
Y = tulos (silméaluku) 2. heitosta

» Tarkastellaan satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakaumaa:

1
36
11
= e
=Pr(X =x)Pr(Y =y)
x=1,2,3,4,5,6;1y=1,2,3,4,5,6

Pr(X=xjaY=y)=

« Siten satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia.

TKK (c) likka Mellin (2007) 52



Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja rijppumattomuus
Satunnaismuuttujien riippumattomuus:

2. esimerkki nopanheitosta

» Heitetdan virheetontd noppaa kaksi kertaa:

X = tulos (silméluku) 1. heitosta

Y = tulos (silméaluku) 2. heitosta

Z = X+ Y = silmélukujen summa
« Tarkastellaan satunnaismuuttujien X ja Z yhteisjakaumaa.
e Esimerkiksi:

Pr(X =1jaZ :8)=0¢%-%:Pr(X:1)Pr(Z =8)

e Siten satunnaismuuttujat X ja Z eivdt ole riippumattomia.

TKK (c) likka Mellin (2007) 53



Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja
todennakoisyysjakaumat

Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat

Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja rijppumattomuus
>> Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit

Kovarianssi ja korrelaatio

Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Diskreetin kaksiulotteisen satunnaismuuttujan

funktion yleinen odotusarvo

e Olkoon satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman
pistetodenndkoisyysfunktio f,/Ax, y).

* Olkoon
g:R* >R
jatkuva funktio.
» Talloin satunnaismuuttujan g(X, Y) odotusarvo on vakio

B(g(X,Y) =D > g(x.») fer (x,9)

TKK (c) likka Mellin (2007)



Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Jatkuvan kaksiulotteisen satunnaismuuttujan

funktion yleinen odotusarvo

e Olkoon satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman
tiheysfunktio f,(x, y).
* Olkoon
g:R* >R
jatkuva funktio.
» Talloin satunnaismuuttujan g(X, Y) odotusarvo on vakio

+ oo 4+ o0

B(g(X, V)= | [ g(x,3) fi (x, y)dvelx

— 00 —O0

TKK (c) likka Mellin (2007) 56



Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Reunajakaumien odotusarvot:

Diskreetit jakaumat 1/2

Olkoon diskreettien satunnaismuuttujien X ja Y
yhteisjakauman pistetodenndkoisyysfunktio f(x, ).

Satunnaismuuttujan X odotusarvo E(X) = 1, yhtyy

satunnaismuuttujan X reunajakauman odotusarvoon:

B(X) =)D () =D 3D fiy(x,9)
= fox(x)

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Reunajakaumien odotusarvot:

Diskreetit jakaumat 2/2

Olkoon diskreettien satunnaismuuttujien X ja Y
yhteisjakauman pistetodenndkoisyysfunktio f(x, ).

Satunnaismuuttujan Y odotusarvo E(Y) = 4, yhtyy

satunnaismuuttujan Y reunajakauman odotusarvoon:

E(Y) = ZznyY(xﬂy) :ZnyXY(xﬂy)
=> ¥ (»)

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Reunajakaumien odotusarvot:

Jatkuvat jakaumat 1/2

* Olkoon jatkuvien satunnaismuuttujien X ja Y
yhteisjakauman tiheysfunktio f,(x, y).

* Satunnaismuuttujan X odotusarvo E(X) = i, yhtyy

satunnaismuuttujan X reunajakauman odotusarvoon:
+ oo + oo +oo + o0

EQX) = [ [ 2 (rop)dydy= [ x [ fi (x,9)dyelx

— 00 — OO — 00 — 00

= T xf o (x)dx

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Reunajakaumien odotusarvot:

Jatkuvat jakaumat 2/2

* Olkoon jatkuvien satunnaismuuttujien X ja Y
yhteisjakauman tiheysfunktio f,(x, y).

* Satunnaismuuttujan Y odotusarvo E(Y) = i, yhtyy

satunnaismuuttujan Y reunajakauman odotusarvoon:
+ oo 4+ o0 + o0 + oo

B = [ [ s (p)dydr= [ 3| fi(x,)dxdy

— 00 — OO — 00 — 00

=T Vy (y)dy

TKK (c) likka Mellin (2007) 60



Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Odotusarvot ja todennakoisyysmassan painopiste

e Olkoot satunnaismuuttujien X ja Y odotusarvot

EX)=u, EX)=g,

« Talloin kaksiulotteisen satunnaismuuttujan (X, ¥)
odotusarvo on jdrjestetty pari

(E(X),E(Y)) = (i, Hy)
e Satunnaismuuttujien X ja Y odotusarvojen muodostama

jarjestetty pari (U, Ly) madrad satunnaismuuttujien Xja Y
yhteisjakauman todenndkoisyysmassan painopisteen.

TKK (c) likka Mellin (2007) 61



Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Summan ja erotuksen odotusarvot

« Satunnaismuuttujien X ja ¥ summan X + Y odotusarvo:
E(X+Y)=E(X)+E(Y)

e Satunnaismuuttujien X ja Y erotuksen X — Y odotusarvo:
E(X-Y)=E(X)-E()

* Huomautus:

Satunnaismuuttujien summan ja erotuksen odotusarvojen kaavat
on esitetty ilman perustelua luvussa Jakaumien tunnusluvut.

TKK (c) likka Mellin (2007) 62



Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Summan ja erotuksen odotusarvot:

Perustelu 1/2

e Esitetddn satunnaismuuttujien summan odotusarvoa koskevan tuloksen
perustelu kahden jatkuvan satunnaismuuttujan tapauksessa.

« Olkoot satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman tiheysfunktio

Jxrx, ¥)

ja X'n ja Y:n reunajakaumien tiheysfunktiot vastaavasti

Jxx) Ja fly)

TKK (c) likka Mellin (2007) 63



Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Summan ja erotuksen odotusarvot:

Perustelu 2/2

«  Tillsin E(X £ ) = f f (x £ ) foy Cx, y)dyd
= j: I: [ vy (26, 9) & 3f gy (x, )] dydx
_ j j oy (5, )y ij j Y (5, )y
:j xj Frp ()bl ij yj fi (. y)dlly

]

— 00

s (Ddx £ [ 3, (v)dy

= E(X) £ E(®Y)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Lineaarikombinaation odotusarvo

* Olkoot satunnaismuuttujien X;, i =1, 2, ... , k odotusarvot

E(X,)=u ,i=12,....k
jaolkoota,,i=1, 2, ..., kvakioita.

« Talloin satunnaismuuttujien X;,i=1,2, ... , k
lineaarikombinaation

Y=aX +a,X,++alX,
odotusarvo on
E(Y)=E(gX,ta, X, +-+a,X,)
=a, E(X,)+a, E(X,)+--+a, E(X,)

=afyraly +eera

TKK (c) likka Mellin (2007)

65



Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Riippumattomuus ja tulon odotusarvo

e Olkoot satunnaismuuttujien X ja Y odotusarvot

E(X)=p, EX)=g

« Jos satunnaismuuttujat X ja ¥ ovat riippumattomia, niin
tulon XY odotusarvo on odotusarvojen tulo:

E(XY)=E(X)E(Y)
= My

 Huomautus:
Kaanteinen ei pdde: Siita, etta

E(XY) = E(X)E(Y)

el seuraa, ett satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Riippumattomuus ja tulon odotusarvo:

Perustelu 1/2

« Esitetddn riippumattomien satunnaismuuttujien tulon odotusarvoa
koskevan tuloksen perustelu kahden jatkuvan satunnaismuuttujan
tapauksessa.

* Olkoot satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman tiheysfunktio

Jxrx, ¥)

ja X'n ja Y:n reunajakaumien tiheysfunktiot vastaavasti

Jxx) Ja fly)

e Olkoot satunnaismuuttujat X ja Y riippumattomia, jolloin

S, ¥) = fx(0) fy(»)

TKK (c) likka Mellin (2007) 67



Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Riippumattomuus ja tulon odotusarvo:

Perustelu 2/2

o Talloin E(XY) = I I XVf vy (X, ¥)dydx

— 00 — 00

+ o0 400

= [ [ xuf (0).f5 () dlyax

— 00 — 00

+o0 +

= [ 5 () | 2ty (3)dyex

— 00 oo

—+ oo

= [ % () E(Y)dx

— 00

= E(Y)T xfy (x)dx

= E(Y)E(X)

TKK (c) likka Mellin (2007)



Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Riippumattomuus ja tulon odotusarvo:

Yleistys

* Olkoot satunnaismuuttujien X;, i =1, 2, ... , k odotusarvot
E(X,))=u ,i=12,....k
* Jos satunnaismuuttuyjat X;, i =1, 2, ..., k ovat
riippumattomia, niin
E(X,\ X, - X,) = E(X,) E(X,)---E(X,)

=,
« Huomautus:
Kaanteinen ei pdde: Siita, etta
E(X, X, - X,) = E(X,) E(X,)---E(X})
ei seuraa, ettd satunnaismuuttujat X;, 1 =1, 2, ... , k ovat
riippumattomia.

TKK (c) likka Mellin (2007) 69



Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Reunajakaumien varianssit

e Olkoot satunnaismuuttujien X ja Y odotusarvot

B(X)=u, EX)=x,
« Satunnaismuuttujien X ja Y varianssit yhtyvit vastaavien
reunajakaumien variansseihin:

Var(X)=D*(X)=0"
=E[(X - 1,)’]

Var(Y)=D*(Y) =0,
=E[(Y - 1y)’]

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Varianssi vaihtelun mittana

Satunnaismuuttujan X varianssi

Var(X)

kuvaa satunnaismuuttujan X todennidkoisyysjakauman
todenndkoisyysmassan vaihtelua satunnaismuuttujan X
oman odotusarvon E(X) ympadrilld.

Satunnaismuuttujan Y varianssi

Var(Y)

kuvaa satunnaismuuttujan Y todennakoisyysjakauman
todenndkoisyysmassan vaihtelua satunnaismuuttujan Y
oman odotusarvon E(Y) ympdrilld.

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Reunajakaumien varianssit:

Diskreetit jakaumat

* Olkoon diskreettien satunnaismuuttujien X ja Y
yhteisjakauman pistetodenndkoisyysfunktio f(x, y) ja
vastaavien reunajakaumien pistetodennakoisyyfunktiot
Jx(x) Jafly).

e Talloin satunnaismuuttujien X ja Y varianssit ovat
vakioita

Dz(X) :Z(x_;u)()zf)((x)
D*(Y) = Z(y_:ay)zfy(y)

jossa y
My =E(X)
My =E(Y)

TKK (c) likka Mellin (2007) 72



Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Reunajakaumien varianssit:

Jatkuvat jakaumat

* Olkoon jatkuvien satunnaismuuttujien X ja Y
yhteisjakauman tiheysfunktio f,(x, y) ja vastaavien
reunajakaumien tiheysfunktiot f,(x) ja /().

e Talloin satunnaismuuttujien X ja Y varianssit ovat
vakioita

D*(X) = (x= 1) fy (¥)dx

D*(V)=[ " (y=u,) f,(»)dy

jossa
My = E(X)
My =E(Y)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Varianssien vaihtoehtoiset laskukaavat

e Satunnaismuuttujien X ja Y varianssien kaavat voidaan
kirjoittaa seuraaviin yhtapitaviin muotoihin:

D*(X) =E[(X —,)"]
=E(X") - ity
=E(X")—[E(X)]"

D*(Y)=E[(Y —4,)°]
=E(Y")- 4
=E(Y")-[E(V)]

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit

Varianssien vaihtoehtoiset laskukaavat:

Perustelu

« Varianssin vaihtoehtoisen laskukaavan perustelu
satunnaismuuttujalle X:

D(X) = E[(X - 1, )’]
=E[X? =24, X + 1]
=E(X*)-BQu, X)+E’)
=EB(X*)—2u, B(X)+ 15
= E(X?) =24t 1, + U
=E(X?) -

TKK (c) likka Mellin (2007)

75



Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit

Reunajakaumien standardipoikkeamat

e Olkoot satunnaismuuttujien X ja Y odotusarvot

E(X)=u,  EQX)=u,
« Satunnaismuuttujien X ja Y standardipoikkeamat yhtyvit
vastaavien reunajakaumien standardipoikkeamiin:

D(X)=0,
= JEI(X — p2,)°]
D(Y)=o0,

= JEL(Y - 11, ’]
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit

Standardipoikkeama vaihtelun mittana

Satunnaismuuttujan X standardipoikkeama

D(X)

kuvaa satunnaismuuttujan X todennidkoisyysjakauman
todenndkoisyysmassan vaihtelua satunnaismuuttujan X
oman odotusarvon E(X) ymparilld.

Satunnaismuuttujan Y standardipoikkeama

D(Y)

kuvaa satunnaismuuttujan Y todennakoisyysjakauman
todenndkoisyysmassan vaihtelua satunnaismuuttujan Y
oman odotusarvon E(Y) ympdrilld.

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit

Odotusarvo, varianssi ja standardipoikkeama:
Suureiden dimensio eli laatu

« Satunnaismuuttujalla seka sen odotusarvolla ja standardi-
poikkeamalla on aina sama dimensio eli laatu.

Esimerkki:
Jos satunnaismuuttujan laatuna on m (metri), niin myos niiden

odotusarvon ja standardipoikkeaman laatuna on m.
« Satunnaismuuttujan ja sen varianssilla ei ole sama
dimensio el laatu.

Esimerkki:

Jos satunnaismuuttujan laatuna on m (metri), niin
sen varianssin laatuna on m?.
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Odotusarvot ja standardipoikkeamat:

1. esimerkki nopanheitosta

« Heitetdan virheetontd noppaa kaksi kertaa:

X = tulos (silméluku) 1. heitosta
Y = tulos (silméaluku) 2. heitosta

e Tarkastellaan satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakaumaa.

* Odotusarvot, varianssit ja standardipoikkeamat:

E(X):ixPr(sz)=lz6:x=%:3.5=E(Y)

E(X?)= Zx Pr(X =x)=— ix :9——E(Y2)

x=1

6
D*(X)=E(X’*)-[E(X)] ——(%j — =2917=D*(Y)

D(X)=+/2.917 =1.708 = D(Y)

TKK (c) likka Mellin (2007)



Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Odotusarvot ja standardipoikkeamat:

2. esimerkki nopanheitosta 1/2

« Heitetdan virheetontd noppaa kaksi kertaa:

X = tulos (silméluku) 1. heitosta
Y = tulos (silméaluku) 2. heitosta
Z = X+ Y = silmélukujen summa

« Tarkastellaan satunnaismuuttujien X ja Z yhteisjakaumaa.

* Odotusarvot ja 2. momentit:

E(X):ixPr(X=x)=%:3.5=E(Y)
E(Z)= ZzPr(z_z)_@
E(Xz):Zx Pr(sz)z%zE(Xz)

E(Z%) = Zzz Pr(Z =z) _%

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Odotusarvot ja standardipoikkeamat:

2. esimerkki nopanheitosta 2/2

» Varianssit ja standardipoikkeamat -

D*(X)=E(X*)-[E(X)] = f—j =2.917=D"(Y)

D(X)=+/2.917 =1.708 = D(Y)
D*(Z)=E(Z*)-[E(Z2)] = 219 _ 5 ¢33

36
D(Z)=+/5.833 =2.415

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja
todennakoisyysjakaumat

Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja rijppumattomuus
Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
>> Kovarianssi ja korrelaatio
Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kovarianssi ja korrelaatio
Kovarianssi

e Olkoot satunnaismuuttujien X ja Y odotusarvot
EX)=u, EX)=p

« Satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssi on vakio
Cov(X,Y)=0,,

— E[(X — Uy )(Y_;UY)]

« Satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssi

Cov(X, Y)
kuvaa satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman toden-

nakoisyysmassan yhteisvaihtelua satunnaismuuttujien X
ja Y odotusarvojen E(X) ja E(Y) mddrddmdn pisteen

(E(X), E(Y)) ympdrilld.
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Kovarianssi ja korrelaatio
Kovarianssi:

Diskreetit jakaumat

* Olkoon diskreettien satunnaismuuttujien X ja Y
yhteisjakauman pistetodenndkoisyysfunktio f(x, y).

« Talloin satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssi on vakio

Cov(X,Y)= ZZ(x_ﬂX)(y_ﬂy)fXY(xay)

jossa
My = E(X)
My =E(T)

TKK (c) likka Mellin (2007) 84



Kovarianssi ja korrelaatio
Kovarianssi:

Jatkuvat jakaumat

* Olkoon jatkuvien satunnaismuuttujien X ja Y
yhteisjakauman tiheysfunktio f,(x, y).

« Talloin satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssi on vakio

Cov(X,Y) = [ [ (r= )y = ) fry (x, y)dlxdy

jossa
My = E(X)
My =E(T)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kovarianssi ja korrelaatio
Kovarianssi:

Vaihtoehtoinen laskukaava

e Satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssin kaava voidaan
kirjoittaa seuraaviin yhtapitaviin muotoihin:
Cov(X,Y)=E[(X —, )(Y — iy )]

= E(XY) -y ity
=E(XY)-E(X)E(Y)
« Huomautus:

Vrt. kovarianssin vaihtoehtoista laskukaavaa varianssin
vaihtoehtoisiin laskukaavoihin.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kovarianssi ja korrelaatio

Kovarianssin vaihtoehtoinen laskukaava:
Perustelu

e Satunnaismuuttujien kovarianssin vaihtoehtoisen laskukaavan
perustelu:

Cov(X,Y)=E[(X =, )Y — iz,)]
=E[XY — g0, Y — p, X + 1, 11, ]
=E(XY)-E(u,Y)—E(u,X)+E(u, 1)
=E(XY)—u, BE(Y)—u, E(X)+ 1,
=E(XY) = sty fy — Uyl + My Ly
= E(XY) -y ity
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Kovarianssi ja korrelaatio
Kovarianssi ja varianssit

« Satunnaismuuttujien kovarianssit itsensa kanssa yhtyvat
satunnaismuuttujien variansseihin:

Cov(X,X)=E[(X —u, )(X —p1,)]
= Var(X)
=02
Cov(Y,Y)=E[(Y — 1, )(Y — iz,)]
= Var(Y)

TKK (c) likka Mellin (2007)

88



Kovarianssi ja korrelaatio
Odotusarvot, varianssit ja kovarianssi seka

lineaarimuunnokset 1/2

* Olkoot satunnaismuuttujien X ja ¥ odotusarvot, varianssit
ja kovarianssi:

E(X) =u, Var(X) = o,

E(Y) =x, Var(Y) =0y

Cov(X,Y) =E[(X —u, (Y —i,)] =0y,
e QOlkoot

W=a+bX

/ =c+dY

jossa a, b, ¢, d € R ovat reaalisia vakioita.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kovarianssi ja korrelaatio
Odotusarvot, varianssit ja kovarianssi seka

lineaarimuunnokset 2/2

« Talloin patevit seuraavat kaavat:

EW)=a+bE(X)=a+bu,
Var(W)=b> Var(X)=b"0;

E(Z)=c+dE(X)=c+du,
Var(Z)=d’ Var(Y)=d’o,

Cov(W,Z)=bd Cov(X,Y)=bdo,

TKK (c) likka Mellin (2007)



Kovarianssi ja korrelaatio
Kovarianssi ja lineaarimuunnokset:
Perustelu

e Jos satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssi on Cov(X, Y), niin
Cov(WV,Z) = E[(W —EW))(Z -E(2))]
E[(a+bX —E(a+bX))c+dY —E(c+dY))]
= E[(bX —E(bX))(dY —E(dY))]
=bd E[(X —E(X))(Y - E(Y))]
=bd Cov(X,Y)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kovarianssi ja korrelaatio
Summan ja erotuksen varianssit

* Olkoot satunnaismuuttujien X ja Y varianssit
Var(X)=o0" Var(Y) = o,
ja kovarianssi
Cov(X,Y)=0,,
« Talloin
Var(X £Y)=Var(X)+ Var(Y)x2Cov(X,Y)

=0, +0,t20,,

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kovarianssi ja korrelaatio
Summan ja erotuksen varianssit:

Perustelu

Summan ja erotuksen varianssia koskevat kaavat nahdaan oikeaksi
seuraavalla tavalla:

Var(X +Y)=E[X +Y -E(X Y

X+Y-E(X)FE)T

(X —E(X) (Y -EX))]’

(X —E(X))" +(Y -E(Y))’
2(X —E(X))(Y —E(Y))]

= E[(X —E(X))’]+E[(Y —E(Y))’]

2E[(X —E(X)(Y —E(Y))]
= Var(X)+ Var(Y) £ 2Cov(X,Y)

i
b M @™

|
[
|
|

TKK
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Kovarianssi ja korrelaatio
Riippumattomuus ja kovarianssi

« Jos satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia, niin
Cov(X,Y)=0
 Huomautus:
Kaanteinen ei pdde: Siita, ettd
Cov(X,Y)=0

el valttamdttd seuraa, ettd satunnaismuuttujat X ja Y olisivat
riippumattomia.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kovarianssi ja korrelaatio
Riippumattomuus ja kovarianssi:

Perustelu

« Jos satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia, niin
E(XY) = E(X)E(Y)
e Siten
Cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y)
=E(X)E(Y)-E(X)E(Y)
=0

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kovarianssi ja korrelaatio
Riippumattomuus seka

summan ja erotuksen varianssit

* Olkoot satunnaismuuttujien X ja Y varianssit
Var(X) =0’ Var(Y) = o,

* Olkoot X ja Y ovat riippumattomia, jolloin
Cov(X,Y)=0

« Talloin
Var(X £Y)=Var(X)+ Var(Y)

e Huomautus:

Riippumattomien satunnaismuuttujien summan ja erotuksen
varianssien kaavat on esitetty 1lman perustelua luvussa

Jakaumien tunnusluvut.

TKK (c) likka Mellin (2007)



Kovarianssi ja korrelaatio

Korrelaatiokerroin 1/2

* Oletetaan, ettda satunnaismuuttujilla X ja Y on seuraavat
odotusarvot, varianssit ja kovarianssi:

E(X) = u, Var(X) =D*(X) =0}
E(Y) =u, Var(Y) =D*(Y) =0y,
Cov(X,Y) = E[(X =, )(Y = 4,)] =0,
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Kovarianssi ja korrelaatio

Korrelaatiokerroin 2/2

e Satunnaismuuttujien X ja Y korrelaatiokerroin on vakio
Cor(X,Y)=p,y
_ Cov(X,Y)
- JVar(X) Var(Y)
Cov(X,Y)
" D(X)D(Y)
O yy

O xOy

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kovarianssi ja korrelaatio
Korrelaatiokerroin

lineaarisen riippuvuuden mittana

Satunnaismuuttujien X ja Y korrelaatiokerroin
Cor(X, Y)

mittaa satunnaismuuttujien X ja Y lineaarisen
riippuvuuden voimakkuutta:
(1) Mita suurempi on
Cor(X, Y)|
sitd voimakkaampaa on satunnaismuuttujien X ja Y
véalinen lineaarinen riippuvuus.
(11) Mita pienempi on
Cor(X, V)|
sitd heikompaa on satunnaismuuttujien Xja Y
vialinen lineaarinen riippuvuus.

TKK
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Kovarianssi ja korrelaatio
Kovarianssi ja korrelaatio:

Suureiden dimensio eli laatu

* Huomaa, ettd satunnaismuuttujien korrelaatio on
dimensioton eli laaduton suure toisin kuin niiden
kovarianssi.
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Kovarianssi ja korrelaatio
Korrelaatiokerroin ja lineaarimuunnokset

* Olkoon satunnaismuuttujien X ja Y korrelaatiokerroin
Cor(X, Y).

e Olkoot
W=a+bX
/Z =c+dY
e Talloin

Cor(W,Z) =sgn(bd)Cor(X,Y)
jossa sgn on ns. merkkifunktio:
(+1, jos x>0

sgn(x)=< 0,josx=0

—1,Josx<0
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Kovarianssi ja korrelaatio

Lineaarimuunnosten korrelaatiokerroin:

Perustelu

e Olkoon satunnaismuuttujien X ja Y korrelaatiokerroin Cor(X, Y).

 QOlkoot
W=a+bX
Z =c+dY
o Tillin
Cor(W,Z) = CovilV, 2)
JVar(W) Var(Z)
~ bdCov(X,Y)
Jb* Var(X) d* Var(Y)
= sen(bd) Cov(X,Y)
JVar(X) Var(Y)

=sgn(bd)Cor(X,Y)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kovarianssi ja korrelaatio
Korrelaatiokerroin:

Ominaisuudet

* Olkoon satunnaismuuttujien X ja Y korrelaatiokerroin
Cor(X, Y).

« Talloin
(1) —1<Cor(X,Y)<+1
(11) Jos X ja Y ovat riippumattomia, niin Cor(X,Y)=0
(111)  Cor(X,Y)=x=l1, jos ja vain, jos
Y=o+ X
jossa « ja [ ovat reaalisia vakiota, 8 # 0 ja lisdksi
sgn(Cor(X,Y)) = sgn(f)
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Kovarianssi ja korrelaatio
Korrelaatiokerroin:

Ominaisuuden (i) perustelu 1/2

 Viite:

—1<Cor(X,Y)<+1

e Perustelu:

(1)
(2)
3)
(4)

()

Olkoot W ja Z satunnaismuuttujia ja olkoona e R vakio.

W>>0,22>20=EW?)>20,E(Z*) >0
(a@W—-2>20=E@@W-2>>20
Kohdasta (3) seuraa, ettd
E(aW — 2)? = a’E(W?) — 2aE(WZ) + E(Z%) 2 0
Valitaan:
EWZ)
a= .
E(W7)

TKK
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Kovarianssi ja korrelaatio
Korrelaatiokerroin:

Ominaisuuden (i) perustelu 2/2

(6) Siten
E(aW -Z)* =- [E(WZQ)] +E(Z°)=0
E(W?)
josta seuraa, etti
[Ew2)] )
EW*E(Z?)

(7) Viite seuraa epayhtilosta (), kun valitaan
W=X-EWX)jaZ=Y—-E(Y)
ja otetaan saadusta epayhtilosta nelidjuuri.
Huomautus:

Epayhtalosta () seuraa erds ns. Schwarzin epdyhtdlon monista
muodoista:

[EWZ)] SE(W*)E(Z°)
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Kovarianssi ja korrelaatio
Korrelaatiokerroin:

Ominaisuuden (ii) perustelu

* Vaite:
Jos X ja Y ovat riippumattomia, niin
Cor(X, ¥Y)=0
* Perustelu:
Viite seuraa siita, ettd jos X ja Y ovat riippumattomia, niin
Cov(X, V)=0
* Huomautus:
Kaanteinen ei pdde: Siita, ettd
Cov(X, Y)=Cor(X, ¥)=0

ei valttamdttd seuraa, etta satunnaismuuttujat X ja Y olisivat
riippumattomia.
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Kovarianssi ja korrelaatio
Korrelaatiokerroin:

Ominaisuuden (iii) perustelu 1/3

Viite;:
Cor(X,Y)=%1 = Y=a+pX,aeR, feR,[#0
Perustelu:

(1) Ominaisuuden (1) perustelussa kohdan (4) epayhtalon vasen
puoli on 2. asteen polynomi muuttujan a suhteen:

h(a) = E(aW — Z2)? = a>E(W?) — 2aE(WZ) + E(Z?)
(2) Ominaisuuden (i) perustelun kohdan (3) mukaan 4(a) = 0 Va.
(3) h(a) > 0 kaikille a, jos ja vain jos 2. asteen yhtalon 4(a) =0
diskriminantti
D=4EWZ) -4EW*)E(Z*)<0
Huomautus:

Korrelaatiokertoimen ominaisuus (1) seuraa myos kohdan (3)
epayhtalosta.

TKK
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Kovarianssi ja korrelaatio
Korrelaatiokerroin:

Ominaisuuden (iii) perustelu 2/3

(4)

()

(6)

(7)

h(a) = 0 tismalleen silloin, kun 2. asteen yhtalon 4(a) =0
diskriminantti

D=4EWZ)] —4EW*)E(Z*)=0
Siten Cor(X, Y) = =1 tdsmailleen silloin, kun
E(aW-2)>=0
mika on yhtapitdvaa sen kanssa, etti
Pr(aW—-Z7Z=0)=1
Siten
Z=aW
todennakoisyydella 1.

Viite seuraa, kun valitaan W=X-E(X)jaZ=Y - E(Y) ja
merkitdan

P=ajaa=EY)—aE(X)

TKK
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Kovarianssi ja korrelaatio
Korrelaatiokerroin:

Ominaisuuden (iii) perustelu 3/3

Viite;:

Cor(X,Y)=%1 & Y=a+pX,aeR, fecR,[#0

Perustelu:

Koska Y=o+ B X,
Cor(X,Y)=Cor(X,a+ X)

=sgn(f)Cor(X, X)

= sgn(f)

=1

jossa sgn(-) on ns. merkkifunktio:

sgn(x) =<

(+1, jos x >0
0,josx =0

—1,josx <0

TKK
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Kovarianssi ja korrelaatio
Korrelaatiokerroin:

1. esimerkki nopanheitosta

« Heitetdan virheetontd noppaa kaksi kertaa:

X = tulos (silméaluku) 1. heitosta
Y = tulos (silméaluku) 2. heitosta

« Tarkastellaan satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakaumaa.
* Odotusarvot, varianssit ja standardipoikkeamat (laskettu
atkaisemmin):
E(X)=E(Y)=21/6=3.5
D?(X) =D?*(Y)=35/12=2917
D(X)=D(Y)=1.708
» Koska satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia, niin

Cor(X, Y)=Cov(X, ¥)=0
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Kovarianssi ja korrelaatio
Korrelaatiokerroin:

2. esimerkki nopanheitosta 1/2

« Heitetdan virheetontd noppaa kaksi kertaa:

X = tulos (silmédluku) 1. heitosta
Y = tulos (silméaluku) 2. heitosta
Z = X+ Y = silmélukujen summa

« Tarkastellaan satunnaismuuttujien X ja Z yhteisjakaumaa.

* Odotusarvot, varianssit ja standardipoikkeamat (laskettu

atkaisemmin):
E(X)=21/6=3.5 E(Z) =252/36 ="
D?(X)=35/12=2917 D*Z)=210/36=15.833
D(X) =1.708 D(Z)=2.415

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kovarianssi ja korrelaatio
Korrelaatiokerroin:

2. esimerkki nopanheitosta 2/2

e Satunnaismuuttujat X ja Z eivdt ole riippumattomia.
« Lasketaan ensin kovarianssi:

6 12 987
B(XZ)=) > xzPr(X =x,Z =xz) v

x=1 z=2

987 21 42105

Cov(X,Z)=E(XZ)-E(X)E(Z) =

o  Korrelaatiokertoimen arvo on:
_ Cov(X,Z2) 1
D(X)D(Z) 2

Cor(X,2) =0.707

36 6 6 36

=2917

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kovarianssi ja korrelaatio
Korreloimattomuus

* Jos
Cov(X,Y)=0
tai yhtapitavasti
Cor(X,Y)=0
niin sanomme, ettid satunnaismuuttujat X ja Y ovat
korreloimattomia.
 Huomautus:

Satunnaismuuttujien korreloimattomuudesta ei valttamdttd
seuraa niiden riippumattomuus.
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Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja
todennakoisyysjakaumat

Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja rijppumattomuus
Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Kovarianssi ja korrelaatio

>> Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Ehdollinen todennakoisyys

* Olkoot A4 ja B tapahtumia ja Pr(B) # 0.

* Tapahtuman A ehdollinen todenndkoisyys tapahtuman B
suhteen on

Pr(AN B)
Pr(B)
» FEhdollisen jakauman mddritelmd mukailee ehdollisen
todennakoisyyden maaritelmaa.

Pr(A4|B) =
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Ehdolliset jakaumat

Olkoon satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman
pistetodenndkoisyys- tai tiheysfunktio f,/Ax, y).

* Olkoot satunnaismuuttujien X ja Y reunajakaumien
pistetodenndkoisyys- tai titheysfunktiot £,(x) ja f{»).

« Satunnaismuuttujan X ehdollinen jakauma
satunnaismuuttujan Y suhteen (ehdolla Y= y) on

Fror (2]2) = f)}YY((xy’)y ) jos f,(3)> 0

« Satunnaismuuttujan Y ehdollinen jakauma
satunnaismuuttujan X suhteen (ehdolla X = x) on

fre (1) = fjf;f;)y ) jos f£,(x)>0
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Ehdolliset jakaumat:

Kommentteja

e Satunnaismuuttujan X ehdollinen jakauma

f)(y(x‘y)

satunnaismuuttujan Y suhteen (ehdolla Y = y) riippuu
vleisessd tapauksessa ehtomuuttujan Y arvosta y.

« Satunnaismuuttujan Y ehdollinen jakauma

fYX (y‘X)

satunnaismuuttujan X suhteen (ehdolla X = x) riippuu
vleisessd tapauksessa ehtomuuttujan X arvosta x.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Riippumattomuus ja ehdolliset jakaumat 1/3

Olkoon satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman

pistetodenndkoisyys- tai tiheysfunktio f,/Ax, y).

* Olkoot satunnaismuuttujien X ja Y reunajakaumien
pistetodenndkoisyys- tai titheysfunktiot £,(x) ja f{»).

* Olkoot satunnaismuuttujat X ja Y riippumattomia.

« Talloin

Jxr%, ) = fx%) ()
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Riippumattomuus ja ehdolliset jakaumat 2/3

Jos satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia,
satunnaismuuttujan X ehdollinen jakauma satunnais-
muuttujan Y suhteen yhtyy satunnaismuuttujan X
reunajakaumaan:

ny(x‘y) = fX(x) ) josz(J/) >0
Jos satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia,
satunnaismuuttujan Y ehdollinen jakauma satunnais-
muuttujan X suhteen yhtyy satunnaismuuttujan Y
reunajakaumaan:

fYX(y‘x):fY(y) ajOSfX(x) >O

TKK
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Riippumattomuus ja ehdolliset jakaumat 3/3

* Olkoot satunnaismuuttujat X ja Y riippumattomia.
« Talloin:
(1) Satunnaismuuttujan X ehdollinen jakauma satunnais-

muuttujan Y suhteen ei riipu ehtomuuttujan Y
arvoista.

(i1) Satunnaismuuttujan Y ehdollinen jakauma satunnais-
muuttujan X suhteen ei riipu ehtomuuttuyjan X
arvoista.

TKK (c) likka Mellin (2007) 120



Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Ehdolliset odotusarvot:

Diskreetit jakaumat

e Olkoot satunnaismuuttujat X ja Y diskreettejd.

e Satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo
satunnaismuuttujan Y suhteen on satunnaismuuttujan X
ehdollisen jakauman odotusarvo:

E(X[Y =)= xfy, (x[))

* Satunnaismuuttujan Y ehdollinen odotusarvo
satunnaismuuttujan X suhteen on satunnaismuuttujan Y
chdollisen jakauman odotusarvo:

E(Y[X =x) = Z)’fm (y}x)
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Ehdolliset odotusarvot:

Jatkuvat jakaumat

e Olkoot satunnaismuuttujat X ja Y jatkuvia.

e Satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo
satunnaismuuttujan Y suhteen on satunnaismuuttujan X
ehdollisen jakauman odotusarvo:

+ oo

E(X]Y =)= [ xfy, (xly)dx

— 00

* Satunnaismuuttujan Y ehdollinen odotusarvo
satunnaismuuttujan X suhteen on satunnaismuuttujan Y
chdollisen jakauman odotusarvo:

E(Y X =x)= [ yf,, (v[0)dy
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Ehdolliset odotusarvot:

Kommentteja

* Satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo
E(X|Y =y)
satunnaismuuttujan Y suhteen (ehdolla Y = y) riippuu
vleisessd tapauksessa ehtomuuttujan Y arvosta y.
« Satunnaismuuttujan Y ehdollinen odotusarvo
E(Y X =x)

satunnaismuuttujan X suhteen (ehdolla X = x) riippuu
vleisessd tapauksessa ehtomuuttujan X arvosta x.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Riippumattomuus ja ehdolliset odotusarvot 1/2

* Jos satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia,
ehdolliset odotusarvot yhtyvdit niiden reunajakaumien
odotusarvoihin.

« Jos siis Xja Y ovat riippumattomia, seuraava patee:
E(X|Y)=E(X)
E(Y|X)=E()
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Riippumattomuus ja ehdolliset odotusarvot 2/2

* Olkoot satunnaismuuttujat X ja Y riippumattomia.
« Talloin:
(1) Satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo

satunnaismuuttujan Y suhteen ei riipu ehtomuuttujan
Y arvoista.

(i1) Satunnaismuuttujan Y ehdollinen odotusarvo
satunnaismuuttujan X suhteen ei riipu ehtomuuttujan
X arvoista.
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Ehdolliset odotusarvot satunnaismuuttujina:

Iteroidun odotusarvon laki

* Ehdolliset odotusarvot voidaan tulkita satunnais-
muuttujiksi ehtomuuttujan suhteen.

 Siten satunnaismuuttujan Y ehdollisen odotusarvon
odotusarvoksi (satunnaismuuttujan X suhteen) saadaan

E, [E(YX)]=E()

 Siten satunnaismuuttujan X ehdollisen odotusarvon
odotusarvoksi (satunnaismuuttujan Y suhteen) saadaan

E, [E(X‘Y)] =E(X)

 Kaavat tunnetaan nimella iteroidun odotusarvon laki.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Iteroidun odotusarvon laki:

Perustelu

* Iteroidun odotusarvon laki ndhdian oikeaksi jatkuvan jakauman
tapauksessa seuraavalla tavalla:

E [E(Y[X)] = j B(Y[X) fy (x)dx = | { nyyx)dy}fX(xwx

—00 —00

Tﬁyfm (v]x) fx (x)dy dx = T|:Tyf)(y (x, y)dy} dx

“+oco —+oco

_I j Jar (X, y)dxdy = nyy(y)dy
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot

Regressiofunktiot ja -kayrat 1/2

« Tarkastellaan satunnaismuuttujan X ehdollista odotusarvoa
E(X|Y=y)
ehtomuuttujan Y arvojen y funktiona.

« Tata funktiota kutsutaan satunnaismuuttujan X
regressiofunktioksi satunnaismuuttujan Y suhteen.

* Satunnaismuuttujan X regressiofunktio muuttujan Y
suhteen maarittelee regressiokiyrin

x=g.(»)
=E(X|Y =)
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot

Regressiofunktiot ja -kayrat 2/2

« Tarkastellaan satunnaismuuttujan Y ehdollista odotusarvoa
B(Y| X =x)
ehtomuuttujan X arvojen x funktiona.

« Tata funktiota kutsutaan satunnaismuuttujan Y
regressiofunktioksi satunnaismuuttujan X suhteen.

* Satunnaismuuttujan Y regressiofunktio muuttujan X
suhteen maarittelee regressiokiyrin

y=g.(x)
=E(Y|X =x)
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Regressiofunktiot ja -kayrat:
Kommentteja

 QOlkoon

x=g,(y)=EX|Y =y)

satunnaismuuttujan X regressiokdyrd satunnaismuuttujan
Y saamien arvojen y suhteen.

 QOlkoon
y=g.(x)=E(Y|X =x)

satunnaismuuttujan Y regressiokdyrd satunnaismuuttujan
X saamien arvojen x suhteen.

* Vaikka funktiot g, ja g, ovat funktioina tdysin mddrattyjd,
sattuma mddrdd, mikd funktioiden arvoista realisoituu.
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Regressiokayrat ja ennustaminen 1/4

* Oletetaan, ettd satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman
pistetodenndkoisyys- tai tiheysfunktio f,, tunnetaan.

 Haluamme ennustaa satunnaismuuttujan X (ta1 Y) arvon
satunnaismuuttujan Y (tai X) saaman arvon perusteella.
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Regressiokayrat ja ennustaminen 2/4

e Tehtava 1:

(1) Haluamme ennustaa satunnaismuuttujan X arvon
satunnaismuuttujan Y saaman arvon perusteella.

(i1) Olkoon ennustettu arvo d(X | Y).

(111) Miten ennuste d(X | Y) valitaan optimaalisella tavalla?

e Tehtava 2:

(1) Haluamme ennustaa satunnaismuuttujan Y arvon
satunnaismuuttujan X saaman arvon perusteella.

(ii) Olkoon ennustettu arvo d(Y | X).
(111) Miten ennuste d(Y | X) valitaan optimaalisella tavalla?
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Regressiokayrat ja ennustaminen 3/4

e Tehtivan 1 ratkaisu:

Valitaan d(X | Y) siten, ettda ennusteen keskineliovirhe
ELX - d(X| )P
minimoituu.

* Voidaan osoittaa, ettd keskinelidovirhe minimoituu
valinnalla

dx| 1 =Ex|y)
* Siten ehdollinen odotusarvo E(X | Y) on keskineliovirheen

mielessd optimaalinen ennuste satunnaismuuttujan X
saamille arvoille.
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Regressiokayrat ja ennustaminen 4/4

e Tehtivan 2 ratkaisu:

Valitaan d(Y | X) siten, ettd ennusteen keskineliovirhe
E[Y - d(Y | 0]
minimoituu.

* Voidaan osoittaa, ettd keskinelidovirhe minimoituu
valinnalla

d(y| %) =E(r|x)
» Siten ehdollinen odotusarvo E(Y | X) on keskineliovirheen

mielessd optimaalinen ennuste satunnaismuuttujan Y
saamille arvoille.
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

1. esimerkki nopanheitosta 1/6

« Heitetdan virheetontd noppaa kaksi kertaa.
e Maaritellaan satunnaismuuttujat X ja Y:

X = tulos (silmédluku) 1. heitosta
Y = tulos (silméaluku) 2. heitosta

e Satunnaismuuttujien X ja ¥ mahdolliset arvot:

X:41,2,3,4,5,6)
Y:{1,2,3,4,5, 6

e Maaritaan satunnaismuuttujien X ja Y ehdolliset jakaumat.
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot

Diskreetin 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:
1. esimerkki nopanheitosta 2/6

Satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauma ja reunajakaumat:

2. heiton silmaluku y

Todennakoisyydet Pr(X=x, Y=y)

1

2

3

4

5

6

Yht

1/36

1/36

1/36

1/36

1/36

1/36

1/6

1/36

1/36

1/36

1/36

1/36

1/36

1/6

1/36

1/36

1/36

1/36

1/36

1/36

1/6

1/36

1/36

1/36

1/36

1/36

1/36

1/6

1/36

1/36

1/36

1/36

1/36

1/36

1/6

= N| W] | O] O

1/36

1/36

1/36

1/36

1/36

1/36

1/6

Yht

1/6

1/6

1/6

1/6

1/6

1/6

1

1. heiton silmaluku x
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

1. esimerkki nopanheitosta 3/6

« Kalvon 2/6 satunnaismuuttujan X ehdolliset jakaumat saadaan
jakamalla yhteisjakauman todennakoisyydet antavassa taulukossa
kunkin rivin todenndkoisyydet vastaavilla rivisummilla eli
vastaavilla reunatodenndkoisyyksilld.

« Esimerkki:
Satunnaismuuttujan X ehdollinen jakauma satunnaismuuttujan Y
suhteen, kun Y = 3:

Fop ey =3y =L 130155456
.3 1/6 6
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

1. esimerkki nopanheitosta 4/6

Satunnaismuuttujan X ehdolliset jakaumat ovat taulukon riveind:

2. heiton silmaluku y

Todennakoisyydet Pr(X = x|Y= y)

1 2 3 4 5 6 | Yht
6 16 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 1
5 16 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 1
4 16 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 1
3 16 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 1
2 16 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 1
1 16 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 1
Yht | 1 1 1 1 1 1

1. heiton silmaluku x
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

1. esimerkki nopanheitosta 5/6

« Kalvon 2/6 satunnaismuuttujan Y ehdolliset jakaumat saadaan
jakamalla yhteisjakauman todenndkoisyydet antavassa taulukossa
kunkin sarakkeen todenndkoisyydet vastaavilla sarakesummilla eli
vastaavilla reunatodenndkoisyyksilld.

e Esimerkki:

Satunnaismuuttujan Y ehdollinen jakauma satunnaismuuttujan X
suhteen, kun X = 4

Fux G| X =4) = Lo G2 1056 1.\ 153,456

fv(4) 1/6 6
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

1. esimerkki nopanheitosta 6/6

Satunnaismuuttujan Y ehdolliset jakaumat ovat taulukon sarakkeina:

2. heiton silmaluku y

Todennakoisyydet Pr(Y = y| X = x)

1 2 3 4 5 6 | Yht
6 16 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 1
5 16 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 1
4 16 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 1
3 16 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 1
2 16 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 1
1 16 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 1
Yht | 1 1 1 1 1 1

1. heiton silmaluku x
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 1/4

« Heitetdan virheetontd noppaa kaksi kertaa.
e Maaritelldan satunnaismuuttujat X, Y ja Z:

X = tulos (silméluku) 1. heitosta
Y = tulos (silméaluku) 2. heitosta
Z = X+ Y = silméalukujen summa

e Satunnaismuuttujien X, Y ja Z mahdolliset arvot:
X:{1,2,3,4,5,6}
Y: {1,2,3,4,5,6}
Z:4{2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12}
e Maaritaan satunnaismuuttujan Z ehdolliset jakaumat
satunnaismuuttujan X suhteen.
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 2/4

Satunnaismuuttujien X ja Z = X + Y yhteisjakauma ja reunajakaumat.
1. nopan silmaluku x

Silmalukujen summa z

4

6

Yht

-
N

0

1/36

1/36

-_—
-_—

0

1/36

2/36

-
(=)

Ol OO N

1/36

1/36

3/36

O|O| O] O] -

1/36 | 1/36

1/36

4/36

1/36

1/36 | 1/36

1/36

5/36

1/36

1/36

1/36 | 1/36

1/36

6/36

1/36

1/36

1/36 | 1/36

5/36

1/36

1/36

1/36 | 1/36

4/36

1/36

1/36

1736 | O

3/36

1/36

1/36

0

2/36

N| W| &| O] O N| 0] ©

1/36

0

o| O] O

1/36

Yht

1/6

1/6

1/6

1/6

1
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 3/4

« Kalvon 2/4 satunnaismuuttujan Z ehdolliset jakaumat saadaan
jakamalla yhteisjakauman todenndkoisyydet antavassa taulukossa
kunkin sarakkeen todenndkoisyydet vastaavilla sarakesummilla eli
vastaavilla reunatodenndkoisyyksilld.

* Esimerkkeja:
(1) Tapahtuman Z = 8 ehdollinen todenndkoisyys, kun
chtotapahtumana on X = 3:

_ S B3 _1/36 _1

.3 16 6

(11) Tapahtuman Z = 10 ehdollinen todenndkoisyys, kun
chtotapahtumana on X = 3:

Pr(Z =8|X =3) = fox 8lX =3)

— — — — _fZX(1093)_ O —
Pr(Z—10|X—3)—fZ|X(10|X—3)— e _1/6_0
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 4/4

Satunnaismuuttujan Z ehdolliset jakaumat ovat taulukon sarakkeina:

Silmalukujen summa z

1. nopan silmaluku x

1 2 3 4 5 6 | Yht
12 0 0 0 0 0 16 | 116
11 0 0 0 0 16 | 1/6 | 2/6
10 0 0 0 16 | 1/6 | 1/6 | 36
9 0 0 16 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 4/6
8 0 16 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 5I6
7 16 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 6/6
6 16 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 0 5/6
5 16 | 1/6 | 1/6 | 1/6 0 0 4/6
4 16 | 1/6 | 1/6 0 0 0 3/6
3 1/6 | 1/6 0 0 0 0 2/6
2 1/6 0 0 0 0 0 1/6
Yht | 1 1 1 1 1 1
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Eh

dolliset jakaumat ja odotusarvot

Diskreetin 2-ulotteisen jakauman ehdolliset

odotusarvot: 1. esimerkki nopanheitosta 1/2

Heitetdan virheetontd noppaa
kaksi kertaa:

X =tulos 1. heitosta
Y =tulos 2. heitosta

]
Kuva oikealla havainnollistaa E
satunnaismuuttujien Xja Y ~
yvhteisjakaumaa. 2
Kuvassa on 36 pistettd, joista
jokaisen todennakoisyys on 1/36. 0

[ [
[ [
[ [
[ [
[ [
[ [
3 4
1. heitto

TKK
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman ehdolliset

odotusarvot: 1. esimerkki nopanheitosta 2/2

« Satunnaismuuttujan

7
X (= tulos 1. heitosta) 6 e o o © o o
ehdollisia odotusarvoja 5 e © o © o o
satunnaismuuttujan 24 o o © o o e
Y (= tulos 2. heitosta) s DD C
~ 3 ® o o o o o
arvojen suhteen on merkitty ) c © o o o o
katkoviivan yhdistamilla
. PErTI .o 1 L o ® * ® i
vinonelioilla.
0

1. nopanheiton tuloksen
tuntemisesta ei ole hyotyd 1. heitto
2. heiton tuloksen ennustamisessa,
koska 2. heiton tulos ei riipu
1. heiton tuloksesta.
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Eh

dolliset jakaumat ja odotusarvot

Diskreetin 2-ulotteisen jakauman ehdolliset

odotusarvot: 2. esimerkki nopanheitosta 1/2

Heitetdan virheetontd noppaa
kaksi kertaa:

X =tulos 1. heitosta

Y =tulos 2. heitosta
Z=X+Y

Kuva oikealla havainnollistaa
satunnaismuuttujien X ja Z
vhteisjakaumaa.

Heittotulosten summa

Kuvassa on 36 pistetta, joista
jokaisen todennakoisyys on 1/36.

[ G U §
o =" N O
| | |

S = N W O O N 00 ©
! ! ! ! ! ! ! ! !

o
[ o
[ [ o
[ [ [ o
[ [ [ [ o
[ [ [ [ [ o
[ [ [ [ [
[ ] [ [ [
[ [ [
[ [
[ ]
1 2 3 4 5 6
1. heitto
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot

Diskreetin 2-ulotteisen jakauman ehdolliset

odotusarvot: 2. esimerkki nopanheitosta 2/2

 Satunnaismuuttujan
Z (= heittotulosten summa)

ehdollisia odotusarvoja
satunnaismuuttujan

X (= tulos 1. heitosta)

arvojen suhteen on merkitty
katkoviivan yhdistamilla
vinonelioilld.

1. nopanheiton tuloksen
tuntemisesta on hyotyd heitto-
tulosten summan ennustamisessa,
koska tulosten summa riippuu
1. heiton tuloksesta.

Heittotulosten summa

- = = -
o = N W
| | |

o =" N W » 00 O N OO ©
! ! ! ! ! ! ! ! !

°
o o
e o o
»
o o o. 0
&
® o o0 o
R4
® o o .o o o
*
o o.. 0 o o
*
o o o
*
o o o
o o
°
1 2 3 4 5 6
1. heitto
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Jatkuvan 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:
Esimerkki 1/2

e Valitaan luvut X ja Y satunnaisesti valilta [0, 1] kahdessa vaiheessa:
(1) Valitaan valilta (0, 1) satunnaisesti luku X:
X ~ Uniform(0, 1)
Olkoon valittu luku x.
(2) Valitaan valilta (0, x) satunnaisesti luku Y:
Y ~ Uniform(0, x)
Olkoon valittu luku y.

0 y X 1

« Tehtivana on madratd satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman
tiheysfunktio f,(x, ).
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Jatkuvan 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

Esimerkki 2/2

e Oletuksien mukaan satunnaismuuttujan X (reuna-) jakauma tunnetaan:
) =1 0<x<l
Jy(x)=0 muulloin

e Oletuksien mukaan satunnaismuuttujan Y ehdollinen jakauma ehdolla
X = x tunnetaan:

fY|X(y|x)= 1/x 0<y<x
Il X(y|x)=0 muulloin
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Jatkuvan 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

Esimerkin yhteisjakauma ja Y:n reunajakauma

e Satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauma on

Fer® 1) = 10 | x)fx)

= 1/x O<y<x<l

e Satunnaismuuttujan Y reunajakauma on

£y =] fuy ) = [ v =[log ], = ~log v
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Jatkuvan 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

Esimerkin yhteisjakauman tiheysfunktio 1/2

¢ X~ Uniform(0, 1)
. Y| X=x ~ Uniform(0, x)
» Kuva oikealla esittaa

satunnaismuuttujien Xja Y
yvhteisjakauman tiheysfunktiota

frdx, ) =1/x,0<y<x<l1
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Jatkuvan 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

Esimerkin yhteisjakauman tiheysfunktio 2/2

¢ X~ Uniform(0, 1)

Tasoarvokayrat
« Y| X =x~ Uniform(0, x) 12
« Kuva oikealla esittaa 1
satunnaismuuttujien X ja Y 08 |
yvhteisjakauman tiheysfunktion
i, ) =1/x,0<y<x<]1 e
0.4 -

tasa-arvokdyrid

x=1k,0<y<x o.z‘m
kank=1,2, ..., 30. 0 -

« Kuvaan on merkitty my0s suora
y=x,0<x<Il1
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Jatkuvan 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

Esimerkin reunajakaumien tiheysfunktiot

fi(x) fy)
5 5
4 4
3 3
2 2]
1 1
0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

« Kuvat ylla esittavit satunnaismuuttujien X ja Y reunajakaumien
tiheysfunktioita:
fx)=1,0<x<1

) =-log(y),0<y<x<l1
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Jatkuvan 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

Esimerkin Y:n ehdollinen odotusarvo 1/2

o OQOletetaan, etta
X ~ Uniform(0, 1)
Y| X = x ~ Uniform(0, x)
« KoskaXjaY | X = x noudattavat tasaista jakaumaa, niin
E(X) =1
E(Y| X =x)=1x
e Satunnaismuuttujan Y ehdollisen odotusarvon E(Y | X) odotusarvo
satunnaismuuttujan X suhteen on iteroidun odotusarvon lain mukaan

E(Y)=E, [E(Y|X)]=1E(X)=}-1=}
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Jatkuvan 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

Esimerkin Y:n ehdollinen odotusarvo 2/2

 Koska toisaalta

E(Y) = [ f, (»)dy
ja
1) = —log(y)

olemme sivutuloksena saaneet seuraavan integraalikaavan:

1
~[ ylog(y)dy =1
0
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Jatkuvan 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

Esimerkin Y:n regressiokayra X:n suhteen 1/2

X ~ Uniform(0, 1)
Y| X = x ~ Uniform(0, x)
Satunnaismuuttujan Y ehdollinen

odotusarvo satunnaismuuttujan X
suhteen on

E(Y|X=x)=x/2
Siten muuttujan y regressiokdyrd
muuttujan x suhteen on muotoa

y=Xx/2

0.8

0.6

0.4

0.2

0.2

04

0.6

0.8
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Jatkuvan 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

Esimerkin Y:n regressiokayra X:n suhteen 2/2

 Huomaa, ettd satunnais-
muuttujan X saaman arvon 1

tuntemisesta on tissi tapauksessa
. : ; 0.8 -
hyotyd satunnaismuuttujan Y
saaman arvon ennustamisessa. 0.6 |
0.4 -
0.2 -
0 |
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