likka Mellin
Todennakoisyyslaskenta

Osa 3: Todennakoisyysjakaumia

Moniulotteisia todennakoisyysjakaumia

TKK (c) likka Mellin (2007)



Moniulotteisia todennakoisyysjakaumia

>> Multinomijakauma
Kaksiulotteinen normaalijakauma

TKK (c) likka Mellin (2007)



Multinomijakauma
Multinomijakauman tausta 1/3

*  Multinomijakauma on binomijakauman (ks. lukua
Diskreetteja jakaumia) y/eistys useamman toisensa
poissulkevan tapahtuman tilanteeseen.

* Olkoon 4,, 4,, ..., A, otosavaruuden S ositus.
 Talloin:
ANA; =D ,i#]
S=A4,04,0 - UA,
* Olkoot tapahtumien 4,, 4,, ... , A, todenndkoisyydet:
Pr(d)=p,,i=1,2,... ,k
pytpyttp=1

TKK (c) likka Mellin (2007)



Multinomijakauma

Multinomijakauman tausta 2/3

« Maiérntelldan satunnaismuuttujat X, ,i=1,2, ... , k:

X; = Tapahtuman A4, esiintymisten lukumaara
n-kertaisessa toistokokeessa

« Talloin
X, ~Bin(n, p,),i=12,....k
jossa
p;=Pr(4,),i=1,2,... ,k
o Lisdksi1

X +X,++X,=n

TKK (c) likka Mellin (2007)



Multinomijakauma

Multinomijakauman tausta 3/3

* Multinomijakaumalla tarkoitetaan satunnaismuuttujien
X, Xy oo, X,
yhteisjakaumaa.

e Huomautus:

Satunnaismuuttuja X; eivdt ole riippumattomia, koska niité sitoo
toisiinsa ehto

X +X,++X, =n

jossa toistokokeiden lukumaara »n on kiinted luku.

TKK (c) likka Mellin (2007)



Multinomijakauma
Multinomijakauma ja sen

pistetodennakoisyysfunktio

* Satunnaismuuttujat X;, X,, ... , X, noudattavat (k — 1)-
ulotteista multinomijakaumaa, jos niiden yhteisjakauman
pistetodennikoisyysfunktio on muotoa

Pr(X,=njaX,=n,ja...jaX, =n,)
n!

— no_.n 1y
= 'pl Py Py
n'n!---n!

jossa
pt+p,++p. =1
n+n,+-+n =n
e Merkinta:
X, X5, ..., X)) ~ Multinom(p,, p,, ..., p;; n)

TKK (c) likka Mellin (2007) 6



Multinomijakauma
Multinomijakauman ominaisuuksia

Jos k= 2, niin multinomijakauma yhtyy binomijakaumaan:

Multmom(X _n JaX =n—n ) P Bm(Xl :nl)
Multinomijakauman yksiulotteiset reunajakaumat ovat
binomijakaumia.

Multinomitodenndkoisyydet saadaan korottamalla
multinomi (p, + p, + --- + p,) potenssiin n:

n!

+ 4.4 n_ L% N A S
(pi+py 4o+ 1y) an!nz!mnk!plpz P

jossa summa lasketaan yl kaikkien lukujen n,, n,, ... , n,,
joille patee ehto

n1—|—n2—|——|—nk:n

TKK

(c) llkka Mellin (2007)



Moniulotteisia todennakoisyysjakaumia

Multinomijakauma
>> Kaksiulotteinen normaalijakauma

TKK (c) likka Mellin (2007)



Kaksiulotteinen normaalijakauma
Kaksiulotteinen normaalijakauma

o Kaksiulotteinen normaalijakauma on normaalijakauman
(ks. lukua Jatkuvia jakaumia) kaksiulotteinen yleistys.

« Huomautus:

Normaalijakauman yleistysta p-ulotteiseen avaruuteen (p > 1)
kutsutaan multinormaalijakaumaksi tai p-ulotteiseksi
normaalijakaumaksi.

TKK (c) likka Mellin (2007)



Kaksiulotteinen normaalijakauma
Kaksiulotteinen normaalijakauma ja sen

tiheysfunktio 1/2

« Satunnaismuuttujat X ja Y noudattavat kaksiulotteista
normaalijakaumaa, jos niiden yhteisjakauman
tiheysfunktio on muotoa

1 1
f (xay) — CXP{—
o 2710 ,0,1- Py 2(1- p3y)

jossa

O(x, y) :(x_,u)() _|_[y_:uy) _2pr[x_;uX)(y_;qu
Oy Oy Oy Oy

 Merkinta:
X, V) ~ No(ity, Uy, Oy, OY, Pyy)

Q(x,y)}

TKK (c) likka Mellin (2007) 10



Kaksiulotteinen normaalijakauma
Kaksiulotteinen normaalijakauma ja sen
tiheysfunktio 2/2

« Kaksiulotteisen normaalijakauman

Nz(;uXa Hy O-Xzb O-Yza IOXY)
parametrien on toteuttava seuraavat ehdot:

—oo < L, < too o, >0
—oo < U, < o0 o, >0
-1<p,, <+l

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Kaksiulotteinen normaalijakauman parametrit

Olkoon

X, V) ~ No(ity, Uy, 0%, OY, Pyy)

Kaksiulotteisen normaalijakauman parametreina, jotka
tadysin maaraavat jakauman, ovat satunnaismuuttujien X ja
Y odotusarvot ja varianssit seki niiden korrelaatio:

E(X)=u, Var(X)=0,
EY)=u4,  Var(Y)=o,
Cor(X,Y)=p,y

Lisaksi

Cov(X,Y) =0,y = Pyy 0,0y

TKK

(c) llkka Mellin (2007) 12



Kaksiulotteinen normaalijakauma

Tiheysfunktion ominaisuudet

« Kaksiulotteisen normaalijakauman tiheysfunktio
maarittelee pinnan

Z = fyyx, y)
kolmiulotteisessa avaruudessa.

* Pinnalla on maksimi satunnaismuuttujien X ja Y odotus-
arvojen U, ja Uy maaradmassa jakauman todennakoisyys-
massan painopisteessda (Uy, Ly).

* Pinnan muodon maaraivit tasa-arvoellipsit

Q(x’y):(x_;qu _I_(y_ll'le _2,0Xy£x_'qu£y_’UY]
O-X O-Y O-X O-Y

= ¢ (vakio)

TKK (c) likka Mellin (2007) 13



Kaksiulotteinen normaalijakauma
Tasa-arvoellipsien ominaisuudet 1/3

« Kaksiulotteisen normaalijakauman tiheysfunktion
muodostaman pinnan muodon maaraavilla fasa-
arvoellipseilld on seuraavat ominaisuudet:

(1) Ellipsien keskipisteend on jakauman todennikoisyys-
massan painopiste

(L, Ly)

(11) Ellipsien eksentrisyys on seka korrelaatiokertoimen
Dyy ettd standardipoikkeamien oy ja oy funktio.

(111) Ellipsi on sitd eksentrisempi mitd voimakkaammin
satunnaismuuttujat X ja Y ovat korreloituneita el
mitd suurempi on

1%,

TKK (c) likka Mellin (2007) 14



Kaksiulotteinen normaalijakauma

Tasa-arvoellipsien ominaisuudet 2/3

(1iv) Jos
Pxy=0
ellipsien pddakselit ovat koordinaattiakseleiden
suuntaiset.
(v) Jos
Pxy=0
ja lisaksi
Oy = Oy
niin ellipsit ovat ympyroita.
(vi) Jos
Pxy = *1

niin ellipsit surkastuvat janoiksi.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Tasa-arvoellipsien ominaisuudet 3/3

» Tasa-arvoellipsien pddakselit ovat satunnaismuuttujien X

ja Y kovarianssimatriisin

Oy Oy

2
GXY GY
ominaisvektoreiden suuntaiset ja niiden pituudet
suhtautuvat toisiinsa kuten matriisin X ominaisarvojen

neliojuuret.

Y =

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Jakauman maarittely

 QOlkoon
(X, ¥)~N,4,3,2,1,0.7)

e Jakauman parametrit ovat

E(X)=u, =4 Var(X)=03 =2
E(Y)=u, =3 Var(Y)=o0, =1
Cor(X,Y)=p,, =0.7

e Siten
Cov(X,Y)=p,,0,0, =0.7x~/2x1=0.9899

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Tiheysfunktion kuvaaja

* QOlkoon
()(9 Y) - N2(47 39 29 19 07)
jolloin

ILIX: 0')2(:
My = 0-1321

Py =0.7

« Kuva oikealla esittda jakauman
tiheysfunktiota

Jxrx, y)

0.2

0.1

i
i m‘n\
I
A
%&%@M& 0

TKK (c) likka Mellin (2007)




Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Tasa-arvoellipsien yhtalot

Olkoon
(X, ¥)~N,4,3,2,1,0.7)

Jakauman todennikoisyysmassan painopisteend on piste
(U Hy) = (4, 3)

Jakauman tiheysfunktion muodostaman pinnan muodon maaraavat
tasa-arvoellipsit

O(x,y) = (x\/_;)Z +(yT_3)2 _2X0'7(x\/_§4j(y1_3)

= ¢ (vakio)

Ellipsien keskipisteend on jakauman todenniakoisyysmassan painopiste

(U Uy) = (4, 3)

TKK

(c) llkka Mellin (2007) 19



Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Kovarianssimatriisi

Olkoon
(X, ¥)~N,4,3,2,1,0.7)

Talloin satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssimatriisi on

2
_GXY O-Y
— 0-)2( pXYO-XGY:|
:IOXYGXO-Y O-Ii
B 2 0.7x+/2x1
_O.7><\/§><1 1
[ 2 09899
109899 1

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Kovarianssimatriisin paaakselihajotelma 1/6

 QOlkoon
> =ULU"’

kovarianssimatriisin X pddakselihajotelma, jossa L. on matriisin X
ominaisarvojen muodostama diagonaalimatriisi ja U on vastaavien
ominaisvektoreiden muodostama ortogonaalinen matriisi, jossa
ominaisvektorit ovat sarakkeina.

TKK (c) likka Mellin (2007) 21



Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Kovarianssimatriisin paaakselihajotelma 2/6

e Olkoot
424,
matriisin X ominaisarvot ja
u; = (U, Uy)
u, = (Uyy, Uy))

niita vastaavat ominaisvektorit.

o Talloin
L:{A O} U:{un ulz}
0 4] Uy Uy
ja
U'2ZU=L
U'U=0U =1

TKK (c) likka Mellin (2007)



Kaksiulotteinen normaalijakauma
Esimerkki:

Kovarianssimatriisin paaakselihajotelma 3/6

e Olkoon A kovarianssimatriisin X ominaisarvo.
« Tilloin A toteuttaa yhtdlon

2—

o, -1 o
det(X—AIL,)=det| ¥ XY

=1’ — (0, +0)A+050, —0%, =0
 Taman 2. asteen yhtdlon ratkaisut saadaan kaavasta

o, +0, i\/(aff ~0.) +40;,

ﬂ/ p—
2
o Ratkaisuiksi saadaan
A, =2.6091
A, =0.3909

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Kovarianssimatriisin paaakselihajotelma 4/6

e Olkoon u = (u,, u,) kovarianssimatriisin £ ominaisarvoa A vastaava
ominaisvektori.

« Tallom u toteuttaa matriisiyhtdilon
Yu=Au

 Koska vaadimme, etta
uvu=u’+u =1

niin vektori u = (u,, u,) saadaan ratkaistuksi yhtdloryhmasta

(62 =D, + 0y, =0

.

O U, + (0'5 —Au, =0

2 2
u; tu; =1

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Kovarianssimatriisin paaakselihajotelma 5/6

 Ominaisarvoa
A, =2.6091
vastaavaksi ominaisvektoriksi saadaan
u, = (uyy, uy) = (0.8517, 0.5240)
 Ominaisarvoa
A, =0.3909

vastaavaksi ominaisvektoriksi saadaan
u, = (uy, Uy,) = (—0.5240, 0.8517)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Esimerkki:

Kovarianssimatriisin paaakselihajotelma 6/6

 Kovarianssimatriisin

s |0 on]_| 2 02| [ 2 09899
o O, 0.7-/2 1 0.9899 1

paaakselihajotelmaksi
> =ULU’
saadaan siis

[ _[A 0]_[26091 0
{0 ﬂj{ 0 0.3909}

w, u,| [0.8517 —0.5240
U: —
Uy Uy | |0.5240 0.8517

jossa L on matriisin X ominaisarvojen muodostama diagonaalimatriisi
ja U on vastaavien ominaisvektoreiden muodostama ortogonaalinen
matriisi, jossa ominaisvektorit ovat sarakkeina.

TKK (c) likka Mellin (2007) 26



Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Tasa-arvoellipsit ja niilden paaakselit 1/4

Olkoon
()(9 Y) - N2(49 37 29 19 07)
Jakauman tiheysfunktion muodostaman pinnan muodon méaaraivien

tasa-arvoellipsien pddakselit leikkaavat jakauman todenniakoisyys-
massan painopisteessd

(U, 1y)=(4,3)

Tasa-arvoellipsien pddakseleiden pituudet suhtautuvat toisiinsa kuten
kovarianssimatriisin X ominaisarvojen

A, =2.6091
A, = 0.3909

nelidjuuret ja vastaavat ominaisvektorit madraavat pdadakseleiden
suunnat.

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Tasa-arvoellipsit ja niilden paaakselit 2/4

» Tasa-arvoellipsien pddakseleiden suuntaisten suorien yhtdlot ovat

y=a,+bx
y=a,+b,x
jossa
b = Uy _ 0.5240 06152
u, 0.8517

a, =, —bu, =3-bx4=0.5390
ovat suurempaa ominaisarvoa 2.6091 vastaavan, pitempaan

padakseliin liittyvan suoran kertoimet ja

p, =t = O8N sy
u,  0.5240

a, =M, —b,ut, =3—b,x4=9.5015
ovat pienempad ominaisarvoa 0.3909 vastaavan, lyhyempaan
padakseliin liittyvan suoran kertoimet.

TKK (c) likka Mellin (2007) 28



Kaksiulotteinen normaalijakauma

EsimerkKi:

Tasa-arvoellipsit ja niilden paaakselit 3/4

* Olkoon
()(9 Y) - N2(47 39 29 19 07)
jolloin

U,=4 o0,=2
U, =3 o, =1
Py =0.7

« Kuva oikealla esittaa jakauman
tiheysfunktion kuvaajan fasa-
arvoellipsejd, jotka vastaavat
(likimaarin) todenndkoisyyksid
68 %, 95 % ja 99.7 %.
Esimerkiksi uloimman ellipsin
sisddn jaa n. 99.7 % jakauman
todennakoisyysmassasta.

10

N,(4, 3,2, 1,0.7)

(4x» iy )

10

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

EsimerkKi:

Tasa-arvoellipsit ja niiden paaakselit 4/4

* Olkoon
(X, ¥Y)~N,4,3,2,1,0.7) 10

« Kuva oikealla esittda jakauman 8 |

titheysfunktion kuvaajan tasa- 6

arvoellipsejd, jotka vastaavat

(likimaarin) todenndkoisyyksid

68 %, 95 % ja 99.7 %. 2 |
« Kuvaan on lisdksi piirretty tasa- 0

arvoellipsien pddakselien
suuntaiset suorat

N,(4, 3,2, 1,0.7)

10

1=0.5390+0.6152x x
$=9.5015-1.6254% x

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Reunajakaumat

* Voidaan osoittaa, ettda kaksiulotteisen normaalijakauman
reunajakaumat ovat normaalisia:

X~ N(;uXa O-Xz)

Y ~ N(uy, oy’)
ja niiden tiheysfunktiot ovat

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Reunajakaumat
N(4, 2) N(3, 1)

0.5 0.5

04 04 -

0.3 0.3

0.2 | 0.2 -

0.1 01 -

0 - 0 ‘
-2 0 2 4 6 8 10 2 4 10

 (Olkoon

Kuvat ylla esittavit satunnaismuuttujien X ja Y reunajakaumia:

()(9 Y) - N2(49 37 27 19 07)

X~N(4,2)
Y~N(@G, 1)

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Korreloimattomuus vs riippumattomuus

Kaksiulotteisen normaalijakauman tapauksessa
satunnaismuuttujien X ja Y korreloimattomuus on
yhtapitavid niiden riippumattomuuden kanssa.

Huomautuksia:

Satunnaismuuttujien riipppumattomuudesta seuraa aina niiden
korreloimattomuus.

Satunnaismuuttujien korreloimattomuudesta ei yleisesti seuraa
niiden riippumattomuus.

TKK

(c) llkka Mellin (2007) 33



Kaksiulotteinen normaalijakauma
Korreloimattomuus vs riippumattomuus:

Perustelu 1/3

« Oletetaan, ettd satunnaismuuttujat X ja ¥ noudattavat kaksiulotteista
normaalijakaumaa:

(X, Y) ~ Ny(ty, fy, O, Oy, Pxy)

e Jos satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia, niin ne ovat myos
korreloimattomia, koska satunnaismuuttujien riippumattomuudesta
seuraa aina niiden korreloimattomuus; ks. lukua Moniulotteiset
satunnaismuuttujat ja jakaumat.

« Oletetaan nyt, ettd satunnaismuuttujat X ja Y korreloimattomia el
Pxy=0

TKK (c) likka Mellin (2007) 34



Kaksiulotteinen normaalijakauma
Korreloimattomuus vs riippumattomuus:
Perustelu 2/3

« Kaksiulotteisen normaalijakauman tiheysfunktio on

1
fXY(xay)_zﬂo_XaymeXp{ 2(1_ Xy)Q( 9y)}

O(x, y) :(x_:uX) +(y—,u),) _2pr(x_:uX](y_:uY)
Oy Oy Oy Oy

* Jos pyy=0, niin

fa )= exp{—ll[x‘“)fj +[y“‘Y”}
O, Oy 2 O, Oy

~ Joro, p{ [aﬂ] }Jﬁff p{‘i(y;ﬂ)}

=[x () S, (¥)

TKK (c) likka Mellin (2007) 35



Kaksiulotteinen normaalijakauma
Korreloimattomuus vs riippumattomuus:
Perustelu 3/3

* Jossiis p,y, =0, niin

fXY(x?y) :fX(x)fY(y)

jossa f,(x) ja f{y) ovat satunnaismuuttujien X ja Y reunajakaumien
tiheysfunktiot.

» Koska oletuksesta p,, = 0 seuraa, ettd kaksiulotteisen
normaalijakauman tiheysfunktio voidaan esittda reunajakaumiensa
tiheysfunktioiden tulona, niin satunnaismuuttujat X ja Y ovat tilloin
rippumattomia; ks. lukua Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja jakaumat.

TKK (c) likka Mellin (2007) 36



Kaksiulotteinen normaalijakauma

Ehdolliset jakaumat 1/2

Kaksiulotteisen normaalijakauman ehdolliset jakaumat
ovat normaalisia:

(X[Y = )~ N(yy,07%, )
jossa

o)
Hyy =E(X|Y =y)=u, P (=)

Y

02, = Var(X[Y =) = (1- p2, 0>

XY

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Ehdolliset jakaumat 2/2

Kaksiulotteisen normaalijakauman ehdolliset jakaumat
ovat normaalisia:

(Y[X = %)~ N(t,07, )
jossa

O
iy =E(Y|X =x)=p, +pXY6—Y(x—ﬂX)

X

o,, =Var(Y|X =x)=(1-p3,)0;

Y|X

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Ehdolliset jakaumat:
Perustelu 1/4

» Esitetdan perustelu kaksiulotteisen normaalijakauman ehdollisten
jakaumien normaalisuudelle tarkastelemalla satunnaismuuttujan Y
ehdollista jakaumaa satunnaismuuttujan X suhteen (ehdolla X = x).

 QOlkoon

[y (x,¥) = satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman
tiheysfunktio

Jyx (¥ x) = satunnaismuuttujan Y ehdollisen jakauman
tiheysfunktio satunnaismuuttujan X suhteen

(%) = satunnaismuuttujan X reunajakauman tiheysfunktio

* Ehdollisen jakauman tiheysfunktion maaritelman mukaan

_ Sy (2, ))
fY|X (y]x)= 7o)

TKK (c) likka Mellin (2007) 39



Kaksiulotteinen normaalijakauma

Ehdolliset jakaumat:
Perustelu 2/4

« Kaksiulotteisen normaalijakauman tiheysfunktio foy (X, )

1
fxy(x,y)—szaymeXp{ 21— H)Q( ,y)}

Ox. ) = ( u) (y ﬂyj _2%(»6—#)(](%%]
o, o, o, o,

. Satunnaismuuttuj an X reunajakauman tiheysfunktio f, (x):

fo(x) = J—G exp{ [xg“)fj}

TKK (c) likka Mellin (2007)



Kaksiulotteinen normaalijakauma
Ehdolliset jakaumat:
Perustelu 3/4

« Naiahdain (melko) helposti, etta

_ Sy (2, ))
fY|X (y]x)= )

I I
= exp —
J2702(1- p2,) { 20;(1- piy)

X

Q(J/|x)={y—ﬂy—,0xyi(x—ﬂx)}

Oy | X)}

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Ehdolliset jakaumat:
Perustelu 4/4

Siten satunnaismuuttujan Y ehdollinen jakauma satunnaismuuttujan X
suhteen (ehdolla X = x) on normaalinen:

(Y‘X =X) ~ N(IUYX’O-;X)
jossa
0}
tyy =EY X =x)= g, + pyy —(x—pay)

X
2

oy = Var(Y|X =x) = (1~ py, )0y

TKK

(c) llkka Mellin (2007) 42



Kaksiulotteinen normaalijakauma

Ehdolliset odotusarvot

* Satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo cli
regressiofunktio satunnaismuuttujan Y suhteen

o)
E(X‘Y:y) =Hx T Pxy O_—X(y_:uy)

Y
on /ineaarinen satunnaismuuttujan Y arvojen y suhteen.

e Satunnaismuuttujan Y ehdollinen odotusarvo eli
regressiofunktio satunnaismuuttujan X suhteen

O
E(Y‘X:x):ﬂy+p)(y O_—Y(x_;u)()

X
on /ineaarinen satunnaismuuttujan X arvojen x suhteen.

TKK (c) likka Mellin (2007) 43



Kaksiulotteinen normaalijakauma

Regressiosuorat

« Kaksiulotteisen multinormaalijakauman regressiokdyrqit
ovat suoria, joiden yhtalot voidaan kirjoittaa satunnais-
muuttujan X saamien arvojen x funktioina seuraaviin
muotoihin:

(1) x:mnregressiosuora y:n suhteen:

| o
y=Uy + X Y(x_;uX)

XY O-X
(11) y:n regressiosuora x:n suhteen:

(0}
y=uy+pxyg—y(x—ﬂx)

X

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Regressiosuorien ominaisuudet 1/5

 QOlkoon

|l o
y=uU,+ X Y(x_;u)()

XY O-X

X:n regressiosuora y:n suhteen ja

02
y=Hy +IOXY—Y('X_/UX)

O-X
y:n regressiosuora x:n suhteen.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Regressiosuorien ominaisuudet 2/5

* Regressiosuorilla on seuraavat ominaisuudet:

(1) Molemmat regressiosuorat kulkevat jakauman
todennakoisyysmassan painopisteen (i, Ly) kautta.

(1) Molempien regressiosuorien kulmakertoimilla ja
satunnaismuuttujien X ja Y korrelaatiokertoimella

Pyy ON aina sama merkki:
— Suorat ovat nousevia, jos pPyy > 0.
— Suorat ovat laskevia, jos p,y < 0.

(111) x:n regressiosuora y:n suhteen on aina jyrkempi kuin
y:n regressiosuora x:n suhteen, koska

Pry <1
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Regressiosuorien ominaisuudet 3/5

(1v) x:mregressiosuora y:n suhteen on sitd loivempi mitd
voimakkaammin satunnaismuuttujat X ja Y ovat
korreloituneita el mitd suurempi on

Pxy

(v) ymregressiosuora x:n suhteen on sitd jyrkempi mitd
voimakkaammin satunnaismuuttujat X ja Y ovat
korreloituneita el mitd suurempi on

Oxy
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Regressiosuorien ominaisuudet 4/5

(vil) Molemmat regressiosuorat ovat sitd jyrkempid mitd

pienempi on satunnaismuuttujan X varianssi

Oy

(vi) Molemmat regressiosuorat ovat sitd jyrkempid mitd

suurempi on satunnaismuuttujan Y varianssi

oy
(vinn) Regressiosuorat yhtyvdt tasmalleen silloin, kun

p==1
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Regressiosuorien ominaisuudet 5/5

(1x) Jos p =0, niin regressiosuorat ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan ja x:n regressiosuora y:n suhteen on

ja y:n regressiosuora x:n suhteen on
Y= Hy

jolloin x:n saamat arvot eivdt riipu y:n saamista
arvoista ja y:n saamat arvot eivdt riipu x:n saamista
arvoista.
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Regressiosuorat 1/2

Olkoon
()(9 Y) - N2(49 37 29 19 07)
x:n regressiosuora muuttujan y suhteen on
1 o,
Y=y T X (x o ILlX)
XY O-X

—3+ L (x—4)=—1.0406+1.0101x

0.7 /2

y:n regressiosuora muuttujan x suhteen on

(02
y=MHUy +pXYO_—Y(x_ILlX)

X

=3+ 0.7%()6— 4)=1.0201+0.4950x

7

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Regressiosuorat 2/2

Olkoon
(X, ¥Y)~N,4,3,2,1,0.7)
Kuva oikealla esittda jakauman
tiheysfunktion kuvaajan tasa-
arvoellipsejd, jotka vastaavat
(likimaarin) todenndkoisyyksid
68 %, 95 % ja 99.7 %.
Kuvan suorista jyrkempi
y=—1.0406+1.0101xx

on x:n regressiosuora y.n suhteen
ja suorista loivempi

y=1.0201+0.4950x x

on y:n regressiosuora x:n suhteen.

10

N,(4, 3,2, 1,0.7)

10

TKK

(c) llkka Mellin (2007)




Kaksiulotteinen normaalijakauma

Regressiosuorat ja standardointi

* Regressiosuorat voidaan kirjoittaa standardoitujen

muuttujien
x/:x_,uX y':y_luY
O, Oy
funktioina seuraaviin muotoihin:
1 .
y=—x X:n regressiosuora y:n suhteen
Pxy
V' =p X y:n regressiosuora x:n suhteen

» Standardoitujen muuttujien valisten regressiosuorien
kulmakertoimet ovat siis toistensa kddnteislukuja.
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Ehdolliset varianssit 1/2

Satunnaismuuttujan X ehdollinen varianssi
satunnaismuuttujan Y suhteen on korkeintaan yhtd suuri
kuin satunnaismuuttujan X varianssi:

2 2 2 2
0<o,, =(1-py)oy <0y
Jos siis p,y # 0, niin satunnaismuuttujan X ehdollinen
jakauma satunnaismuuttujan Y suhteen vaihtelee x:n

regressiosuoran ymparilla vahemmdn kuin satunnais-
muuttuja X oman painopisteensa ymparilla.

Lisaksi patee, etta

2 _
o,y =0 & p,y

+1

2 _ 2
Oyy =0y < Py 0

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Ehdolliset varianssit 2/2

Satunnaismuuttujan Y ehdollinen varianssi
satunnaismuuttujan X suhteen on korkeintaan yhtd suuri
kuin satunnaismuuttujan Y varianssi:

0< O-;|X = (l—p)z(Y)O'ﬁ = O-;
Jos siis p,y # 0, niin satunnaismuuttujan Y ehdollinen
jakauma satunnaismuuttujan X suhteen vaihtelee y:n

regressiosuoran ymparilla vahemmdn kuin satunnais-
muuttuja Y oman painopisteensi ymparilla.

Lisaksi patee, etta

2 _ —
o,,=0 & p,, =%I
2 2 —

O,y =0y & pPyuy=0

TKK
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Ehdolliset varianssit:
Kommentti

e Satunnaismuuttujan X ehdollisen varianssin kaavasta
2 2 2
Oyy = (I- IOXY)O-X
ja satunnaismuuttujan Y ehdollisen varianssin kaavasta
2 2 2
Oyx = (1- IOXY)O-Y
nahdain valittomasti, ettd kumpikaan ehdollisista
variansseista ei riipu ehtomuuttujan arvoista.

 Siten kaksiulotteisen normaalijakauman kummankaan
ehdollisen jakauman todennikoisyysmassan vaihtelu
vastaavan regressiosuoran ymparilla ei riipu ehto-
muuttujan arvoista.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

EsimerkKi:
Ehdolliset varianssit

 QOlkoon
()(9 Y) ~ N2(49 39 29 17 07)

e Satunnaismuuttujan X ehdollinen varianssi satunnaismuuttujan Y
suhteen on

0<os, =(1-p)oy =(1-07)x2=1.02<2=0,

e Satunnaismuuttujan Y ehdollinen varianssi satunnaismuuttujan X
suhteen on

0<o,,=(1-p:)o, =1-0.7")x1=0.51<1=0,

= Yrlx
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