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Konvergenssikasitteet ja raja-arvolauseet

>> Konvergenssikasitteita
Suurten lukujen lait
Keskeinen raja-arvolause
Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia
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Konvergenssikasitteita
Satunnaismuuttujat

 QOlkoon

(S,5,Pr)

todennakoisyyskentta ja olkoon X (mitallinen) funktio
otosavaruudesta S reaalilukujen joukkoon R :

X:§—>R
* Talloin X on satunnaismuuttuja.

* Jos haluamme korostaa sitd, ettd satunnaismuuttuja X on
otosavaruuden S kuvaus reaalilukujen joukkoon R |
merkitsemme

Xis)e R,se §

TKK (c) likka Mellin (2007)



Konvergenssikasitteita
Satunnaismuuttujat:

Kommentteja

Satunnaismuuttuja on funktiona taysin mddrdtty, mutta
sattuma mddrdd mika funktion arvoista realisoituu.

Satunnaismuuttuja kuvaa satunnaisilmion fulos-
vaihtoehtoja numeerisessa muodossa.

Satunnaismuuttuja li1ttad jokaiseen satunnaisilmion fulos-
vaihtoehtoon reaaliluvun (numeerisen koodin).

TKK
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Konvergenssikasitteita
Satunnaismuuttujien jonot 1/2

« Tarkastelemme jatkossa satunnaismuuttujien
X, X5, X, ...
muodostamia jonoja ja niiden konvergenssia.

* Satunnaismuuttujien X;, X,, X5, ... muodostama jono ei ole
lukujono tavanomaisessa mielessa, vaan se on oikeastaan
Jjoukko lukujonoja.

* Satunnaismuuttujien X;, X,, Xj;, ... muodostamassa jonossa
Jjokaiseen otosavaruuden alkioon s € § liittyy lukujono

XI(S)a X2(S)9 X3(S)9 e
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Konvergenssikasitteita
Satunnaismuuttujien jonot 2/2

* Lukujono
X,(5), X5(5), X5(5), ...
vol konvergoida, kun
se AcCS
ja hajaantua, kun
se A §

« Tama havainto muodostaa toisen lahtokohdan toden-
nakoisyyslaskennan konvergenssikasitteiden tarkastelulle.

* Toisen lahtokohdan muodostaa satunnaismuuttujien
X, X5, X5, ... jakaumien ja niiden konvergenssin
tarkastelu.

TKK (c) likka Mellin (2007)



Konvergenssikasitteita
Varma konvergenssi

* Satunnaismuuttujien
X, X5, X, ...
muodostama jono konvergoi varmasti kohti satunnais-
muuttujaa X, jos

lim X, (s) = X(s) kaikille se S

e Huomautus:

Satunnaismuuttujien jonojen varmaa konvergenssia kaytetdan
liian rajoittavana konvergenssin muotona hyvin harvoin.

TKK (c) likka Mellin (2007)



Konvergenssikasitteita
Melkein varma konvergenssi

* Satunnaismuuttujien
X, X5, X, ...

muodostama jono konvergoi melkein varmasti cli
todennikoisyydelli yksi kohti satunnaismuuttujaa X, jos

Pr(lim X, = X) =1
« Kaiytamme tilloin seuraavia merkintoja:
lim X, =X (as.)

[—>oo

X. a.s. > X

l [ oo

jossa lyhenne a.s. = almost surely.
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Konvergenssikasitteita
Melkein varma konvergenssi:

Esimerkki 1/3

« Liitetdan otosavaruuden
S=10, 1]
osavdleihin todenniakoisyydet seuraavalla tavalla:
Pr[a,b]=b—-—a,0<a<b<1
e Maaritelladn satunnaismuuttuja X otosavaruudessa S kaavalla
X(s)=s,5€ §
* Funktio X(*) on identtinen kuvaus.

* Maaritelldan satunnaismuuttujien X; , 7 =1, 2, 3, ... jono seuraavasti:
(1,kuns=0

Xl.(s)z{l—l.js ykun 0<s<1
I

10, kun s =1

TKK (c) likka Mellin (2007)



Konvergenssikasitteita
Melkein varma konvergenssi:

Esimerkki 2/3

Satunnaismuuttujien X, i =1, 2, 3, ... muodostama jono konvergoi i:n
kasvaessa rajatta kohti rajamuuttujaa

lim X, (s) =+

[—>oo

(1,kuns=0
s, kun O0<s<1

Olkoon joukko
A={se S|

niiden otosavaruuden S = [0, 1] alkioiden (pisteiden) s joukko, joissa
satunnaismuuttujien X(s) ,i =1, 2, 3, ... muodostama jono ei
konvergoi kohti satunnaismuuttujan X(s) arvoa.

10, kuns=1

lim X (s) = X(s)}

TKK
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Konvergenssikasitteita
Melkein varma konvergenssi:

Esimerkki 3/3

Satunnaismuuttujien X(s), i =1, 2, 3, ... muodostama jono konvergoi
kohti satunnaismuuttujaa X(s), jos 0 <s < 1, mutta ei konvergoi kohti
satunnaismuuttujaa X(s), jos s =0 tai s = 1.

Siten

A={se §|lmX(s)#X(s)} = {0, 1}
Koska

Pr(4)=0

voimme sanoa, ettd satunnaismuuttujien X(s) ,i=1, 2, 3, ...
muodostama jono konvergoi kohti satunnaismuuttujaa X(s) muualla
paitsi nollamittaisessa joukossa A.

Siten olemme todistaneet, ettd satunnaismuuttujien
X{(s),i=1,2,3, ... muodostama jono konvergoi melkein varmasti el
todenndkoisyydelld yksi kohti satunnaismuuttujaa X(s):

X, — X (as.)

TKK
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Konvergenssikasitteita
Kvadraattinen konvergenssi

Satunnaismuuttujien
X, X5, X, ...

muodostama jono konvergoi kvadraattisesti kohti
satunnaismuuttujaa X, jos

lim E| (X, - X)* |=0
Kaytamme talloin seuraavia merkintoja:
lim X, =X (qm.)

1—o0

X, —=>X

l [ oo

jossa lyhenne q.m. = in quadratic mean.

TKK
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Konvergenssikasitteita
Kvadraattinen konvergenssi:

Esimerkki 1/2

e QOlkoon
X ,i=1,2,3, ...

jono riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, joiden
odotusarvot ja varianssit ovat

E(X) = pu
Var(X)) = o2
* Mairitelladn satunnaismuuttujien X, X,, X5, ... , X aritmeettinen
keskiarvo kaavalla

X, =12X1. ,n=1273,...
n iz

TKK (c) likka Mellin (2007) 13



Konvergenssikasitteita
Kvadraattinen konvergenssi:

Esimerkki 2/2

Koska satunnaismuuttujat X, X,, Xj;, ... , X, oletettiin
riippumattomiksi ja niilld on sama odotusarvo ja varianssi, niin niiden
aritmeettinen keskiarvon X, =X X, /n odotusarvo ja varianssi ovat

B(X,)=u
Var(X )=0"/n
Koska
— — 0'2
E[(X,—u)*]=Var(X,) = —— 0
n

niin satunnaismuuttujien X, X,, X;, ... , X aritmeettisten keski-
arvojen )?n =2 X,/n muodostama jono )?n ,n=12,3,... konvergoi
kvadraattisesti kohti satunnaismuuttujien X, X,, X;, ... yhteista
odotusarvoa u:

X, = (qm)

TKK
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Konvergenssikasitteita
Stokastinen konvergenssi

* Satunnaismuuttujien
X, X5, X, ...
muodostama jono konvergoi stokastisesti kohti satunnais-
muuttujaa X, jos kaikille £> 0 patee
IimPr(| X, - X |>&£)=0
« Kiytamme tilloin seuraavia merkintoja:
lim X, =X (P)

P

> X

jossa lyhenne P = in probability.

TKK (c) likka Mellin (2007) 15



Konvergenssikasitteita
Stokastinen konvergenssi:

Esimerkki 1/3

e QOlkoon
X ,i=1,2,3, ...

jono riippumattomia ja samaa normaalijakaumaa N(u, o?)
noudattavia satunnaismuuttujia, joiden odotusarvot ja varianssit ovat

E(X) =u
Var(X)) = o2
* Mairitelladn satunnaismuuttujien X, X,, X5, ... , X aritmeettinen
keskiarvo kaavalla

X, =12X1. ,n=1273,...
n iz

« Talloin
X, ~N(u,0° /n)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Konvergenssikasitteita
Stokastinen konvergenssi:

Esimerkki 2/3

« Kaikille £> 0 patee
Pr(| X, —u|>&)=1-Pr(u—e< X, < +¢€)

—1-pr| ——% '<X;_ﬂ<+_ii—j
G/J; G/J; a/JZ
£ £
=1—Pr| — </ <+
o/\n G/J;j

1|0 L )e[-— )

— 0 ,kunn — e

jossa D(z) on standardoitua normaalijakaumaa N(0, 1) noudattavan
satunnaismuuttujan Z kertymafunktio.

TKK (c) likka Mellin (2007)



Konvergenssikasitteita
Stokastinen konvergenssi:
Esimerkki 3/3

« Koska kaikille £> 0 patee
Pr(| X, —u|>€)—0,kunn—> oo

niin satunnaismuuttujien X, X,, X;, ... , X, aritmeettisten keski-
arvojen )?n =2 X,/n muodostama jono )?n ,n=1273,... konvergoi
stokastisesti kohti satunnaismuuttujien X, X,, X;, ... yhteista
odotusarvoa u:

X, —u (P)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Konvergenssikasitteita
Jakaumakonvergenssi 1/2

* Olkoon
X, X, X, ...
jono satunnaismuuttujia, joiden kertymdfunktiot ovat
Fi(x), Fy(x), F5(x), ...

e Satunnaismuuttujien X, X,, X;, ... muodostama jono
konvergoi jakaumaltaan eli heikosti kohti satunnais-
muuttujaa X, jonka kertyméafunktio on /' (x), jos

lim F(x) = Fy (x)
jokaisessa satunnaismuuttujan X kertyméfunktion F,(x)

Jatkuvuuspisteessd x eli sellaisessa pisteessa x, jossa F(x)
on jatkuva.

TKK (c) likka Mellin (2007) 19



Konvergenssikasitteita
Jakaumakonvergenssi 2/2

« Kaéytdmme talloin seuraavia merkintgja:

lim X, =X (L)
X ———X~F,(x)

jossa L = 1n (probability) law.

» Kirjaimen L tilalla kdytetdan joskus kirjainta D:
D = 1n distribution.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Konvergenssikasitteita
Jakaumakonvergenssi:

Esimerkki 1/2

e QOlkoon
X, X, X, ...

jono satunnaismuuttujia, joiden kertymdfunktiot ovat
(0, kunx <0

F(x) =1 1—(1—&) ,kun 0< x <
i

0, kunx>i
« Koska

TKK (c) likka Mellin (2007)



Konvergenssikasitteita
Jakaumakonvergenssi:

Esimerkki 2/2

* Funktio
F(x)=1-¢",x2>20
on eksponenttijakauman Exp(1) kertymdfunktio.

* Siten satunnaismuuttujien X, i = 1, 2, 3, ... muodostama jono
konvergoi jakaumaltaan eli heikosti kohti satunnaismuuttujaa
X~ Exp(1):

X, —= X~Exp(1)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Konvergenssikasitteita

Konvergenssikasitteiden yhteydet 1/2

* Voidaan osoittaa, ettd todennakoisyyslaskennan
konvergenssikasitteilld on seuraavat yhteydet:

(1) Melkein varma konvergenssi (a.s.) implikoi
stokastisen konvergenssin (P).

(11) Kvadraattinen konvergenssi (q.m.) implikoi
stokastisen konvergenssin (P).

(111) Stokastinen konvergenssi (P) implikoi jakauma-
konvergenssin eli heikon konvergenssin (L).

(iv) Melkein varman ja kvadraattisen konvergenssin
yhteydesta e1 voida sanoa mitdan yleista.

* Todistamme seuraavassa kohdan (11).

TKK (c) likka Mellin (2007) 23



Konvergenssikasitteita

Konvergenssikasitteiden yhteydet 2/2

« Konvergenssikasitteiden yhteydet voidaan esittaa

seuraavana kaaviona:

Melkein varma
konvergenssi
(a.s.)

Kvadraattinen
konvergenssi

(q.m.)

U U

Stokastinen
konvergenssi

(P)

U

Jakauma-

konvergenssi

(L)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Konvergenssikasitteita
Kvadraattinen konvergenssi implikoi

stokastisen konvergenssin: Todistus 1/2

Oletetaan, etta satunnaismuuttujien
X,i=1,2,3,...
muodostama jono konvergoi kvadraattisesti kohti satunnaismuuttujaa
X, jolloin
lim E| (X, - X)* |=0

[—oo

Tarkastellaan todenndkoisyytta

Pr(| X, — X | > €)
Markovin epdyhtdlostd (ks. lukua Jakaumien tunnusluvut) ja
kvadraattisen konvergenssin mddritelmdstd seuraa, etta

Pr(| Xi—X|>8)SéE[(Xi—X)2}TO

TKK
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Konvergenssikasitteita
Kvadraattinen konvergenssi implikoi

stokastisen konvergenssin: Todistus 2/2

 Koska
Pr(| X, — X |>&)————0
niin satunnaismuuttujien
X.,i=1,2,3,...

1
muodostama jono konvergoi stokastisesti kohti satunnaismuuttujaa X
suoraan stokastisen konvergenssin maaritelméan perusteella.

TKK (c) likka Mellin (2007) 26



Konvergenssikasitteet ja raja-arvolauseet

Konvergenssikasitteita
>> Suurten lukujen lait
Keskeinen raja-arvolause
Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Suurten lukujen lait

Vahva suurten lukujen laki 1/2

 QOlkoon
X ,i=1,2,3, ...

jono riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnais-
muuttujia, joilla on sama odotusarvo:
EX)=u,i=1,2,3, ...

« Mairitellddn satunnaismuuttujien X, ,i=1,2, ..., n
aritmeettinen keskiarvo:

1
Xn_;;)(i

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Suurten lukujen lait
Vahva suurten lukujen laki 2/2

Téalloin patee vahva suurten lukujen laki:

Satunnaismuuttujien X, X,, X, ... , X, aritmeettisten
keskiarvojen X =X X./n muodostama jono konvergoi
melkein varmasti eli todennakoisyydella yksi kohti
satunnaismuuttujien yhteistd odotusarvoa u:

a.s.
Xn n—>oo > 'Ll
Huomautus:

Vahvan suurten lukujen lain todistus on vaativa ja sivuutetaan;
sen sijaan todistamme seuraavassa heikon suurten lukujen lain.

TKK
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Suurten lukujen lait
Vahva suurten lukujen laki:

Kommentteja

Vahva suurten lukujen laki 1lmaistaan usein sanoin
seuraavasti:

Samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien

aritmeettinen keskiarvo ldhestyy muuttujien lukumddrdn
kasvaessa rajatta muuttujien yhteistd odotusarvoa melkein
kaikkialla eli se otosavaruuden S osajoukko, jossa
konvergenssia ei tapahdu on nollamittainen.

TKK
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Suurten lukujen lait

Heikko suurten lukujen laki 1/2

Olkoon X;,i=1, 2, 3, ... jono riippumattomia
satunnaismuuttujia, joilla on sama odotusarvo ja varianssi:

EX)=u,D*(X)=0°,i=1,2,3, ...
Maaritellaan satunnaismuuttujien X; ,i=1,2, ..., n
aritmeettinen keskiarvo:

1
Xn—;;Xi

TKK
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Suurten lukujen lait

Heikko suurten lukujen laki 2/2

« Talloin patee heikko suurten lukujen laki:

Satunnaismuuttujien X, X,, X, ... , X, aritmeettisten
keskiarvojen X =X X,/n muodostama jono konvergoi
stokastisesti kohti satunnaismuuttujien yhteista

odotusarvoa u:
_ b
Xn n—oo 'Ll

TKK (c) likka Mellin (2007) 32



Suurten lukujen lait

Heikko suurten lukujen laki:
Todistus

Olkoon X;,i=1, 2, 3, ... jono riippumattomia satunnaismuuttujia,
joilla on sama odotusarvo ja varianssi:

EX)=u,D*X)=0%,i=1,2,3, ...
Madritellaan satunnaismuuttujien X, ,i =1, 2, ... , n aritmeettinen
keskiarvo:

S
Xn_;;)(i

Tshebyshevin epdyhtdlon (ks. lukua Jakaumien tunnusluvut) mukaan
2

- o
Pr(| X — <—
(X, -u>e)< 7

Koska epayhtidlon oikea puoli — 0, kun n — oo, niin
vV P

Xy M

TKK
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Suurten lukujen lait
Heikko suurten lukujen laki:

Kommentteja

Heikko suurten lukujen laki 1lmaistaan usein sanoin
seuraavasti:

Samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien
aritmeettinen keskiarvo ldhestyy muuttujien lukumddrdn
kasvaessa muuttujien yhteistd odotusarvoa sellaisella
tavalla, ettd poikkeamien todennikoisyys satunnais-
muuttujien yhteisestid odotusarvosta tulee yha
pienemmaksi eli poikkeamat tulevat yha
harvinaisemmiksi.

TKK
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Suurten lukujen lait
Suurten lukujen lait:

Kommentteja

Suurten lukujen lakeja voidaan pitdd matemaattisena
formulointina tilastollisen stabiliteetin kisitteelle (ks.
lukua Todennakoisyyslaskennan peruskéisitteet).

Suurten lukujen lait koskevat satunnaismuuttujien
asymptoottista kiyttiytymisti samaan tapaan kuin
keskeinen raja-arvolause.

Vahva suurten lukujen laki implikoi heikon suurten
lukujen lain.

Suurten lukujen laeista on olemassa yleisempid muotoja,
joissa voidaan lieventia samoinjakautuneisuus- ja
riippumattomuusoletuksia.

TKK
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Suurten lukujen lait
Suurten lukujen lait:

Esimerkki 1/5

Olkoon A4 otosavaruuden S jokin tapahtuma ja oletetaan, etti
Pr(4)=p

Talloin
Pr(4)=1-Pr(d)=1-p=g¢q

Maaritellaan diskreetti satunnaismuuttuja X:

~ {1 , jos A tapahtuu

o, jos A ei tapahdu
Satunnaismuuttujan X pistetodenndkoisyysfunktio on
f(x)=Pr(X=x)=p*'¢"™",0<p<l,g=1-p,x=0,1
joten satunnaismuuttuja X noudattaa Bernoulli-jakaumaa parametrilla
p (ks. lukua Diskreetteja jakaumia):

X ~ Bernoulli(p)
E(X)=p

TKK
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Suurten lukujen lait
Suurten lukujen lait:

Esimerkki 2/5

Toistetaan edellisella kalvolla maariteltya Bernoulli-koetta » kertaa ja

oletetaan, etti koetoistot ovat riippumattomia.
Tarkastellaan tapahtuman 4 sattumista koetoistojen aikana.
Oletuksien mukaan

Pr(d)=p,Pr(A)=1-p=g¢q

Maaritellaan diskreetit satunnaismuuttujat X, ,i=1,2, ... ,n:

Y - 1,jos 4 tapahtuu kokeessa i
o, jos A ei tapahdu kokeessa i

Satunnaismuuttujat X; , 71 =1, 2, ... , n ovat riippumattomia ja
noudattavat samaa Bernoulli-jakaumaa Bernoulli(p):
X, X5 oo, X, L

X.~Bemoulli(p),i=1,2,...,n
EX)=p,i=1,2,...,n

TKK
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Suurten lukujen lait
Suurten lukujen lait:

Esimerkki 3/5

Olkoon
Y=> X
i=l1
satunnaismuuttujien X;, i =1, 2, ... , n summa.

Koska luku 1 esiintyy summassa 2 X, tdsmdlleen yhtd monta kertaa
kuin tapahtuma A4 sattuu »n:n koetoiston aikana, satunnaismuuttuja Y
kuvaa tapahtuman A esiintymisten frekvenssid eli lukumaaraa n-
kertaisessa Bernoulli-kokeessa.

Satunnaismuuttuja ¥ noudattaa Binomijakaumaa parametrein z ja p
(ks. lukua Diskreetteja jakaumia):

Y ~ Bin(n, p)
E(Y) =np

TKK
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Suurten lukujen lait
Suurten lukujen lait:
Esimerkki 4/5

Satunnaismuuttujien X, i =1, 2, ... , n aritmeettinen keskiarvo
— Y 1
Xn - = Z X I
n- ni
kuvaa tapahtuman A esiintymisten suhteellista frekvenssid eli
suhteellista lukumddrdd n-kertaisessa Bernoulli-kokeessa.

Tilastotieteessd satunnaismuuttujat X, , i =1, 2, ... , n tulkitaan
havainnoiksi saman Bernoulli-kokeen toistoista.

Talloin suhteelliselle frekvenssille Y/n kaytetdan tavallisesti merkintia

h=L
n

jossa f on tapahtuman A4 havaittu frekvenssi, kun tarkastelun kohteena
oleva satunnaisilmio on toistunut » kertaa.

TKK
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Suurten lukujen lait
Suurten lukujen lait:

Esimerkki 5/5

* Vahvan suurten lukujen lain mukaan suhteellinen frekvenssi
p, = f /n konvergoi melkein varmasti eli todenndkoisyydelld yksi
kohti tapahtuman A todenndkoisyytta p:

p,=f/n—=5—= p=Pr(4)
« Koska vahva suurten lukujen laki implikoi heikon suurten lukujen lain,

tiedimme, ettd tapahtuman A4 suhteellinen frekvenssi konvergoi myos
stokastisesti kohti tapahtuman 4 todennakoisyytta.

» Koska tapahtuman A havaittu suhteellinen frekvenssip, = f/n
konvergo1 kohti tapahtuman 4 todenndkoisyytta Pr(4) = p, kun
havaintojen X, lukumaéra n kasvaa rajatta, sanomme, ettd suhteellinen
frekvenssi tarkentuu havaintojen lukumdidrdn kasvaessa kohden
tapahtuman A todenndkoisyyttd.
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Konvergenssikasitteet ja raja-arvolauseet

Konvergenssikasitteita
Suurten lukujen lait
>> Keskeinen raja-arvolause
Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Keskeinen raja-arvolause

Johdanto 1/2

Olkoon X;,i=1, 2, ..., n jono riippumattomia, samaa
normaalijakaumaa N(u, 0?) noudattavia satunnais-
muuttujia.

Talloin satunnaismuuttujien X; summa Y, on normaalinen:

Y = ZXZ. ~N(nu,no>)
i=l

Kysymys:

Mita voidaan sanoa riippumattomien, samaa jakaumaa
noudattavien satunnaismuuttujien summan jakaumasta,
jos ko. satunnaismuuttujat eivdt noudata normaali-
jakaumaa’

TKK

(c) llkka Mellin (2007)

42



Keskeinen raja-arvolause

Johdanto 2/2

Ei-normaalisten satunnaismuuttujien summa ei yleensd ole
normaalinen.

Kuitenkin, jos yhteenlaskettavia on “tarpeeksi paljon”,
satunnaismuuttujien summa on (hyvin yleisin ehdoin)
approksimatiivisesti normaalinen.

Tama on keskeisen raja-arvolauseen olennainen sisalto.

Keskeinen raja-arvolause antaa selityksen empiiriselle
havainnolle monien satunnaismuuttujien
normaalisuudesta.

Tama johtuu s1ita, ettd monia satunnaismuuttujia voidaan
pitaa useiden toisistaan riippumattomien satunnaisten
tekijoiden summana.
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Keskeinen raja-arvolause
Keskeisen raja-arvolauseen formulointi 1/3

e OlkoonX.,i=1,2, 3, ...j0no rilppumattomia, Samoin
i J pp
Jjakautuneita satunnaismuuttujia, joiden odotusarvo ja
varianssi ovat

E(X,))=u,i=12,3,...
D*(X,)=0",i=12,3,...
 Olkoon

Y, = iXi
i=1

satunnaismuuttujien X, i =1, 2, ... , n summa.
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Keskeinen raja-arvolause
Keskeisen raja-arvolauseen formulointi 2/3

Summan Y, odotusarvo ja varianssi ovat
E(Y,)=nu
D*(Y,)=no’
» Standardoidaan summa Y, :
Y —nu
/ ="t
n O'\/z
* Annetaan n — oo

» Talloin satunnaismuuttujan Z, jakauma ldhestyy
standardoitua normaalijakaumaa N(O, 1).
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Keskeinen raja-arvolause
Keskeisen raja-arvolauseen formulointi 3/3

« Siten keskeinen raja-arvolause sanoo, etta

ZXl.—n,u
lim Pr| = <z |=D(2)

il (py

jossa @ on standardoidun normaalijakauman N(O, 1)
kertymdfunktio.

e Merkinti:

ZXl.—n,u
= ~ N(0,1
on « NOD
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Keskeinen raja-arvolause
Keskeinen raja-arvolause:
Todistus 1/9

e QOlkoon
X.,i=1,2,3, ...

l
jono riippumattomia, samoin jakautuneita satunnaismuuttujia.

* Oletetaan, ettd satunnaismuuttujilla X;,i=1,2,3, ... on

(yhteinen) momenttiemdfunktio (ks. lukua Momenttieméafunktio ja
karakteristinen funktio) jossakin origon ymparistossa.

* Olkoot satunnaismuuttujien X; ,7 =1, 2, 3, ... odotusarvo ja varianssi
E(X)=u,i=12,3,...

D*(X)=0",i=1,2,3,...

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Keskeinen raja-arvolause
Keskeinen raja-arvolause:

Todistus 2/9

 Olkoon
Y =X, +X,+-+X,
satunnaismuuttujien X; ,i =1, 2, ... , n summa.

*  Summamuuttujan Y, odotusarvo ja varianssi ovat
E(Y,) =nu
D*(Y,) = no”
» Standardoidaan summa Y :
Y —nu
Z =
n O'\/;
» Standardoidun muuttujan Z odotusarvo ja varianssi ovat
E(Z, )=0

D*(Z)=1

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Keskeinen raja-arvolause
Keskeinen raja-arvolause:

Todistus 3/9

« Siirrytdan tarkastelemaan keskistettyja satunnaismuuttujia
I'=X-u,i=123...

* Satunnaismuuttujien 7; odotusarvo ja varianssi ovat
E(T)=0,i=12,3,...
D*(T)=0",i=12,3,...
» Keskistettyjen muuttujien 7, avulla standardoitu muuttuja Z, voidaan
kirjoittaa muotoon

Y —nu
Z, ="
n O'\/;
X+ X, -+ X, —nu

on

(T, +T,+-+T,)

1
oNn
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Keskeinen raja-arvolause
Keskeinen raja-arvolause:

Todistus 4/9

Satunnaismuuttujien X, , i = 1, 2, 3, ... momenttiemafunktion
olemassaolosta jossakin origon ymparistossa seuraa keskitettyjen
muuttujien

I'=X-u,i=123...
momenttiemafunktion olemassaolo jossakin origon ymparistossa.
Olkoon

m(t)=E(e")
satunnaismuuttujien 7;,i =1, 2, 3, ... yhteinen momenttieméfunktio.
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Keskeinen raja-arvolause
Keskeinen raja-arvolause:

Todistus 5/9

Koska riippumattomien satunnaismuuttujien summan momentti-
emdfunktio on summan tekijoiden momenttiemdfunktioiden tulo, niin
satunnaismuuttujan

Y —n 1
Z,= = ([T 44 T)
on  on
momenttiemafunktio m,(¢) voidaan esittdd muodossa

]

jossa siis m(¢) on satunnaismuuttujien 7;,7 =1, 2, 3, ... yhteinen
momenttieméafunktio.
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Keskeinen raja-arvolause
Keskeinen raja-arvolause:

Todistus 6/9

Satunnaismuuttujien 7,7 =1, 2, 3, ... yhteiselld momenttieméafunktiolla
m(t) on jossakin pisteen £ =0 ymparlsté')sséi voimassa sarjakehitelma

m(t) =1+ oyt +%t2 +£°1(¢)
jossa
o, =E(T"), k=12

on satunnaismuuttujien 7;,7=1, 2, 3, ... k. (origo-) momentti, k=1, 2,
ja () — 0, kun t — 0.

Koska
o,=E(T)=0,i=1273,...

a,=E(T")=D*(T)=0",i=12,3,...
niin
2
m(t)—1+oct+ 5 2 +n(t) = 1+7t +£°1(t)
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Keskeinen raja-arvolause
Keskeinen raja-arvolause:

Todistus 7/9

* Sjjoitetaan satunnaismuuttujien 7;, i =1, 2, 3, ... yhteisen momentti-

emafunktion m(z) sarjakehitelma
2

o
m(t) =1+ 7# +£°1(¢)
satunnaismuuttujan

Y —nu 1
L =" = (L+T,+--+1)
ovn oJn ' C
momenttiemafunktion lausekkeeseen

o)
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Keskeinen raja-arvolause
Keskeinen raja-arvolause:

Todistus 8/9

e Saamme sijoituksen tuloksena lausekkeen

o555 (o) ()|

—_1+l t2+t277 i ”
| n 2 o \ovn

1imn( t j:o
n—ee o\n

jokaiselle kiintedlle 7.

jossa
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Keskeinen raja-arvolause
Keskeinen raja-arvolause:

Todistus 9/9

« Eksponenttifunktion ominaisuuksien perusteella

mn(t){u%(tz ; tz (afm SR

« Koska

122

on standardoidun normaalijakauman N(0, 1) momenttiemdfunktio,

satunnaismuuttujien
Y —n
z =2"1H
on

muodostama jono konvergoi jakaumaltaan el heikosti kohti
standardoitua normaalijakaumaa N(0, 1):
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Keskeinen raja-arvolause

Kommentteja 1/3

« Keskeisen raja-arvolauseen mukaan usean satunnais-
muuttujan summa on (tietyin ehdoin) approksimatiivisesti
normaalinen (ldhes) riippumatta yhteenlaskettavien
jakaumasta.

« Huomautus:

Y hteenlaskettavien e1 tarvitse olla edes jatkuvia, vaan ne voivat
olla jopa diskreettejd.
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Keskeinen raja-arvolause

Kommentteja 2/3

* Approksimaation hyvyys riippuu yhteenlaskettavien
satunnaismuuttujien lukumadarasta, niiden jakaumasta ja
erityisesti niiden jakauman vinoudesta.

« Approksimaation hyvyys paranee, kun yhteenlaskettavien
satunnaismuuttujien lukumddrd kasvaa.

« Jos yhteenlaskettavien satunnaismuuttujien jakauma on
symmetrinen, approksimaatio on hyva jo suhteellisen
pienilld yhteenlaskettavien lukumaarilla.

« Jos yhteenlaskettavien satunnaismuuttujien jakauma on
epdsymmetrinen, hyva approksimaatio vaatii enemman
yhteenlaskettavia.
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Keskeinen raja-arvolause

Kommentteja 3/3

Keskeinen raja-arvolause koskee satunnaismuuttujien
asymptoottista kiyttaytymista samaan tapaan kuin
suurten lukujen laki.

Keskeisessa raja-arvolauseessa esiintyva
rajakdyttaytymisen muoto on esimerkki jakauma-
konvergenssista cli heikosta konvergenssista.

Keskeisesta raja-arvolauseesta on olemassa yleisempid
muotoja, joissa lievennetidn samoinjakautuneisuus- ja
riippumattomuusoletuksia.
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Keskeinen raja-arvolause
Aritmeettisen keskiarvon

approksimatiivinen jakauma

Keskeisesta raja-arvolauseesta seuraa:

Riippumattomien samoin jakautuneiden
satunnaismuuttujien X, i =1, 2, ... , n aritmeettinen
keskiarvo

_ 1 &
X, ==Y X
nig
on suurille (mutta aarellisille) n approksimatiivisesti
normaalinen parametreinaan [l ja o */n:

2
X - N(ﬂ,aj
n
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Konvergenssikasitteet ja raja-arvolauseet

Konvergenssikasitteita
Suurten lukujen lait
Keskeinen raja-arvolause
>> Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia

De Moivren ja Laplacen raja-arvolause

Olkoon X ~ Bin(n, p)jag =1 —p.

Siten
E(X)=np
Var(X) =npq

Keskeisen raja-arvolauseen mukaan

lim Pr[X_np < zj = ®(z)
n—>+eos \/@

jossa @ on standardoidun normaalijakauman N(O, 1)
kertymdfunktio.

Tata keskeisen raja-arvolauseen seurausta on tapana
kutsuta De Moivren ja Laplacen raja-arvolauseeksi.
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Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia

Binomitodennakoisyydet ja
normaalijakauma 1/4

* De Moivren ja Laplacen raja-arvolauseen mukaan
binomijakaumaa

Bin(n, p)
voidaan suurille » approksimoida normaalijakaumalla
N(u, o?)
jossa
H=np
o' =npq,q=1-p

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia

Binomitodennakoisyydet ja
normaalijakauma 2/4

* Jos siis
X ~ Bin(n, p)
niin De Moivren ja Laplacen raja-arvolauseen mukaan
suurille n

b—np a—np
Pr(a< X <b)= P
" [\/nqu [\/”qu

jossa @ on standardoidun normaalijakauman N(O, 1)
kertymafunktio.
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Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia

Binomitodennakoisyydet ja
normaalijakauma 3/4

Jos a ja b ovat kokonaislukuja, approksimaatio on hieman
parempi, jos kdytetian kaavaa

Pr(a< X <b)~ q)[b+l/2—np]_q)(a—l/2—np]
\V1pq \Vhpq
Korjaustekijdan 1/2 tarve perustuu sithen, etta diskreettid
binomijakaumaa approksimoidaan jatkuvalla

normaalijakaumalla.

TKK

(c) llkka Mellin (2007) 64



Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia

Binomitodennakoisyydet ja
normaalijakauma 4/4

* Jos annetaan a — —oo, saadaan approksimaatiotulos

Pr(X <b)=F, (b) ch[b“/z_”pj
Jnpg

jossa F'y on binomijakauman kertymdfunktio.

* Jos a = b, saadaan approksimaatiotulos

1/2—n a—1/2—n
Pr(X =a) = fy(a) = ®| ** pj—d{ pj

jossa f, on binomijakauman pistetodenndkoisyysfunktio.
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Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia

Hypergeometrisen jakauman todennakoisyydet ja
normaalijakauma 1/2

* Hypergeometrinen jakauma
HyperGeom(N, r, n)

lahestyy perusjoukon koon N kasvaessa rajatta binomi-
jakaumaa

Bin(n, p)
jossa
p=rIN
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Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia

Hypergeometrisen jakauman todennakoisyydet ja
normaalijakauma 2/2

* Siten hypergeometrista jakaumaa
HyperGeom(N, r, n)
voidaan suurille N approksimoida normaalijakaumalla

N(u, o?)

jossa
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Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia

Poisson-jakauma ja
normaalijakauma

* Olkoon X ~ Poisson(A).
» Siten
E(X)=4
Var(X)=A
» Keskeisen raja-arvolauseen mukaan
(X\/_zﬁ < Zj =®P(2)

jossa @ on standardoidun normaalijakauman N(O, 1)
kertymdfunktio.

lim Pr

A—>+o0
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Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia

Poisson-jakauman todennakoisyydet ja
normaalijakauma 1/4

* Poisson-jakaumaa koskevan raja-arvolauseen mukaan
Poisson-jakaumaa

Poisson(A)

voidaan suurille 4 approksimoida normaalijakaumalla
N(u, o?)

jossa

u=A1
o=
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Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia

Poisson-jakauman todennakoisyydet ja
normaalijakauma 2/4

* Jos siis
X ~ Poisson(A)
niin Poisson-jakaumaa koskevan raja-arvolauseen mukaan
suurille A

Pr(a<Xsb)ch(Hj—q>(“_’1j

VA VA

jossa ® on standardoidun normaalijakauman N(O, 1)
kertymdfunktio.
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Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia

Poisson-jakauman todennakoisyydet ja
normaalijakauma 3/4

* Jos a ja b ovat kokonaislukuja, approksimaatio on hieman
parempi, jos kdytetian kaavaa

b+1/2—-A a—1/2-A1
P < X<h)=0] ()
fa<X£b) ( N ) ( N )

* Korjaustekijdan 1/2 tarve perustuu sithen, etti diskreettid
Poisson-jakaumaa approksimoidaan jatkuvalla
normaalijakaumalla.
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Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia

Poisson-jakauman todennakoisyydet ja
normaalijakauma 4/4

* Jos annetaan a — —oo, saadaan approksimaatiotulos
h+1/2— /lj
JA

jossa Iy, on Poisson-jakauman kertymdfunktio.

Pr(X <b)=F,(b) zd)(

* Jos a = b, saadaan approksimaatiotulos

Pr(X:a):fX(a)zCI)(a-i_l/\/%_;tj—(D(a_l\g_ﬂj

jossa f, on Poisson-jakauman pistetodenndkoisyysfunktio.
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