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Kertymafunktio

>> Kertymafunktio: Maaritelma
Diskreettien jakaumien kertymafunktiot
Jatkuvien jakaumien kertymafunktiot
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Kertymafunktio: Maaritelma
Kertymafunktion maaritelma

« Olkoon & satunnaismuuttuja.

« Satunnaismuuttujan & kertyméfunktio £ on reaali-
arvoinen funktio

F(x)=Pr(&<x)

TKK (c) likka Mellin (2007)



Kertymafunktio: Maaritelma
Kertymafunktion maaritelma:

Kommentteja 1/2

« Satunnaismuuttujan & kertyméafunktion F méaritelméssa
F(x)=Pr(¢<x)

on
& = satunnaismuuttuja
x = reaaliluku, kertymafunktion F' argumentti

« Kertymafunktion F’ arvo pisteessa x on todenndkoisyys
sille, ettd satunnaismuuttuja & saa arvoja, jotka ovat < x.

« Piste x erottaa vasemmalle puolelleen todenndkoisyys-
massan, jonka koko on

Pr(&E<x) = F(x)

TKK (c) likka Mellin (2007)



Kertymafunktio: Maaritelma
Kertymafunktion maaritelma:

Kommentteja 2/2

Satunnaismuuttujan & kertyméafunktio
F(x)=Pr(¢<x)
kuvaa satunnaismuuttujan & todenndkoisyysmassan

kertymistd, kun kertymafunktion argumentti x kasvaa.

Satunnaismuuttujan & kertyméafunktio maaraé kaikkien ko.
satunnaisilmioon liittyvien tapahtumien todenndkoisyydet.

Kertymafunktion maaritelma sopii kaikille satunnais-
muuttujille olivatpa ne diskreetteja, jatkuvia tai jotakin
muuta tyyppia.

Kertymafunktio on keskeinen tyovaline matemaattisessa
tilastotieteessd.

TKK

(c) llkka Mellin (2007)



Kertymafunktio: Maaritelma
Kertymafunktio ja tapahtumien todennakoisyydet

 Jos satunnaismuuttujan & kertyméfunktio /' tunnetaan,
kaikkien ko. satunnaisilmioon liittyvien tapahtumien
todenndkoisyydet hallitaan.

« Tama johtuu seuraavista seikoista:

(1) Jokaista tapahtumaa vastaa jokin reaalilukujen
joukon R osajoukko, joka voidaan muodostaa muotoa
(—oo, x] olevista reaaliakselin valeistd tavanomaisten
Jjoukko-opin operaatioiden avulla.

(11) Jokaisen tapahtuman todenndkoisyys saadaan
tyyppia (—oo, x] olevien reaaliakselin vilien toden-
nakoisyyksista todenndkoisyyslaskennan
laskusddntojen avulla.

TKK (c) likka Mellin (2007) 6



Kertymafunktio: Maaritelma
Kertymafunktion ominaisuudet 1/2

* Funktio F : R — [0,1] on kertymifunktio, jos ja vain jos
se toteuttaa seuraavat ehdot:

() lim_. _F(x)=0

2) Im__,  F(x)=1

(3) F on ei-viheneva:
F(x) < F(x,),]0s x; < X,

(4) F on jatkuva oikealta:

lim, ,. F(x+h)=F(x)

TKK (c) likka Mellin (2007)



Kertymafunktio: Maaritelma
Kertymafunktion ominaisuudet 2/2

* Jos funktio ' : R — [0,1] on kertymdfunktio, niin:

(5) Pr(é>x)=1-F(x)
(6) Pr(a<E<b)=F(b)—F(a)

TKK (c) likka Mellin (2007)



Kertymafunktio: Maaritelma
Kertymafunktion ominaisuuksien perustelu

« Kiytamme kertymiafunktioiden ominaisuuksien perustelussa mm.
seuraavia todennikoisyyslaskennan lauseita (ks. tarkemmin lukua
Todenndkoéisyyden aksioomat):

Lause 1: Olkoon (S, §,Pr) fodenndkoisyyskentti ja A,, A,, 4,,...€ §.
(1) Jos4 c A, cA4,c -, niin

r

;Al.) = lim Pr(4,)

n—>+oo

(1) Jos4, DA, D A4, > ,niin

d

;Al.) = lim Pr(4,)

Lause 2: Olkoon (S,§,Pr) todenndkoisyyskenttija A, A,, A4;,...€ §.
Jos4 DA, D4, D —>D,niin
lim Pr(4,)=0

n—>+eco

TKK (c) likka Mellin (2007)



Kertymafunktio: Maaritelma
Kertymafunktion ominaisuus (1):

Perustelu

e Olkoon F(x) =Pr(¢£ < x) satunnaismuuttujan & kertyméfunktio.

e Talloin

() lm_, _F(x)=0
e Todistus:

Olkoon

X| =Xy > Xy >0
aleneva lukujono ja lisaksi

lim _ x =-—o0
Talloin

{E<x o<, D{l<x}D >

Lauseen 2 mukaan
lim F(x,)= lim Pr({<x,)=0

n—+oo n—+oo

TKK (c) likka Mellin (2007)



Kertymafunktio: Maaritelma
Kertymafunktion ominaisuus (2):

Perustelu 1/2

e Olkoon F(x) =Pr(¢£ < x) satunnaismuuttujan & kertyméfunktio.

o Talloin

2) lm__,  F(x)=1
 Todistus:

Olkoon

X| <Xy <X3<-
kasvava lukujono ja lisiksi
lim . _x =+oo
Talloin
{cfol}C{cfoz}C{CfS%}C---%R
ja

(E>x)D >0 E>x)D -0

TKK (c) likka Mellin (2007)



Kertymafunktio: Maaritelma

Kertymafunktion ominaisuus (2):

Perustelu 2/2

Lauseen 2 mukaan
lim Pr(&>x,)=0

jotenn_mo
lim F(x,)= lim Pr(¢<x,)
=1— lim Pr(&>x,)
=1

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kertymafunktio: Maaritelma
Kertymafunktion ominaisuus (3):

Perustelu

Olkoon F(x) = Pr(¢ < x) satunnaismuuttujan & kertyméfunktio.
Talloin
() F(x)SF(x,),josx <x,
Todistus:
Olkoon
X <X,
Talloin
{§Sx1} - {é:sz}

joten
F(x,)=Pr(¢ <x)<Pr(¢ <x,)=F(x,)

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Kertymafunktio: Maaritelma
Kertymafunktion ominaisuus (4):

Perustelu

e Olkoon F(x) =Pr(¢£ < x) satunnaismuuttujan & kertyméfunktio.

o Talloin

4) lim,_, F(x+h)=F(x)
 Todistus:

Olkoon

h1>h2>h3>'“
aleneva lukujono ja lisaksi
lim h =0

Talloin
{(E<x+h}o{l<x+h}D{E<x+h}D- > {E<x}
Lauseen 1 kohdan (i1) mukaan

lim F(x+h,)= lim Pr(¢ <x+h,)=Pr({ <x)=F(x)

n—>+oco

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kertymafunktio: Maaritelma
Kertymafunktion ominaisuus (5):

Perustelu

e Olkoon F(x) =Pr(¢£ < x) satunnaismuuttujan & kertyméfunktio.

 Talloin
(5) Pr(&>x)=1-F(x)
o Todistus:

Komplementtitapahtuman todenndkoisyyden kaavan nojalla
Pr(& > x)=1-Pr(£ < x)
=1-F(x)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kertymafunktio: Maaritelma
Kertymafunktion ominaisuus (6):

Perustelu

Olkoon F'(x) = Pr(¢ < x) satunnaismuuttujan & kertyméfunktio.
Talloin
(6) Pr(a<&<b)=F(b)-F(a)
Todistus:
Koska
{gsbi={g<alula<g<b}
ja
{E<ainfa<é<h =0
niin toisensa poissulkevien tapahtumien yhteenlaskusddannon nojalla
F(b)=Pr(£<h}
=Pr((<a)+Pr(a<&<h)
=F(a)+Pr(a<&<b)

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Kertymafunktio: Maaritelma

Kertymafunktion tulkinta

Kertymafunktion maaritelméan
F(x)=Pr(¢<x)

ja kertymafunktion ominaisuuden

(3) F(x)<F(x,),josx <x,

perusteella kertyméafunktiolle voidaan antaa seuraava
tulkinta:

Kertymafunktio F kuvaa miten satunnaismuuttujan &
todenndkoisyysmassaa kumuloituu el kertyy lisdd, kun
kertymdfunktion argumentti x kasvaa.

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Kertymafunktio: Maaritelma
Tilastolliset taulukot ja kertymafunktio

o Tavanomaisten tilastollisessa pddittelyssd kdaytettyjen
jakaumien tilastolliset taulukot liittyvdt jakaumien
kertymdfunktion arvoihin.

* Normaalijakauman taulukoissa on tavallisesti taulukoitu
todennakoisyyksia (kertymafunktion arvoja)

Pr(& < x)=F(x)
useille argumentin x arvoille (ks. lukua Jatkuvia jakaumia).

« >~ F-jat-jakaumien taulukoissa on tavallisesti taulukoitu
argumentin x arvoja muutamille todennakoisyyksille

Pr( =2 x)=1-F(x)

(kS. lukua Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia).

TKK (c) likka Mellin (2007) 18



Kertymafunktio
Diskrettien ja jatkuvien jakaumien kertymafunktiot

« Tarkastelemme seuraavassa kertymafunktioita kahdessa
erikoistapauksessa:

(1) Diskreettien jakaumien kertymafunktiot

(11) Jatkuvien jakaumien kertymafunktiot

TKK (c) likka Mellin (2007) 19



Kertymafunktio

Kertymafunktio: Maaritelma
>> Diskreettien jakaumien kertymafunktiot
Jatkuvien jakaumien kertymafunktiot

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Diskreettien jakaumien kertymafunktiot
Diskreetin jakauman kertymafunktion maaritelma

« Olkoon ¢ diskreetti satunnaismuuttuja ja {x, x,, x;, ... }
sen tulosvaihtoehtojen eli arvojen joukko.

 Olkoon satunnaismuuttujan & pistetodenndkoisyysfunktio

f(x)=Pr(é=x)=p,,i=12,3,...
» Madritelldén funktio F : R — [0,1] kaavalla
Fx)=Pr(g<x)= D, f(x)

i|x;<x
« Till6in F on diskreetin satunnaismuuttujan & Kertymi-
funktio.

« Diskreetin satunnaismuuttujan kertymafunktio /' on
epdjatkuva ei-vihenevd funktio.

TKK (c) likka Mellin (2007) 21



Diskreettien jakaumien kertymafunktiot

Diskreetin jakauman kertymafunktion maaritelma:

Kommentteja

* Diskreetin jakauman kertymdfunktion F maaritelman

F(x)=Pr({<x)= D f(x)

i\xl-Sx

mukaan kertymafunktion F' arvo pisteessd x eli toden-

ndkoisyys tapahtumalle & < x saadaan laskemalla yhteen
kaikki pistetodenndkoisyydet

fx) =Pr(g=x) = p;
joita vastaavat satunnaismuuttujan & arvot x; < x.

« Kaikkien satunnaismuuttujaan ¢ liittyvien tapahtumien

todenndkoisyydet voidaan madrata sen kertymafunktion
avulla.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Diskreettien jakaumien kertymafunktiot
Diskreetin jakauman kertymafunktion ja

pistetodennakoisyysfunktion yhteys

« Olkoon ¢ diskreetti satunnaismuuttuja ja {x,, X5, X3, ... }
sen tulosvaihtoehtojen eli arvojen joukko.

 Olkoon satunnaismuuttujan & pistetodenndkoisyysfunktio
f(x)=Pr(l=x)=p,,i=12,3,...
 Olkoon satunnaismuuttujan & kertymdfunktio

F(x)=Pr({<x)= ), p,

i\xin

* Talloin

f(xi):Pr(é::xi):pi =F(x;)—F(x_)

TKK (c) likka Mellin (2007) 23



Diskreettien jakaumien kertymafunktiot
Esimerkki:

Onnenpyora 1/7

e Luvun

Satunnaismuuttujat ja
todennakoisyysjakaumat

kappaleen

Diskreetit satunnaismuuttujat ja
niiden todennakoisyysjakaumat

johdattelevassa esimerkissa
kéasitellaan viereen kuvatun
onnenpyoran kayttaytymista
satunnaisilmiona.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Diskreettien jakaumien kertymafunktiot

Esimerkki:
Onnenpyora 2/7

e OnnenpyoOrin pinta on jaettu

viiteen sektoriin

A,B,C,D,E

» Sektoreiden pinta-alojen osuudet
onnenpyOran kokonaispinta-alasta

on esitetty alla:

Sektori %
A 30
B 25
C 20
D 15
E 10

Summa 100

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Diskreettien jakaumien kertymafunktiot

EsimerkKi:
Onnenpyora 3/7

» Esimerkissda mairiteltiin
diskreetti satunnaismuuttuja &,
joka liittaa tulosvaihtoehtoihin

A,B,C,D,E

reaaliluvut seuraavalla tavalla:

A

B
C
D
E

AN

1

TKK
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Diskreettien jakaumien kertymafunktiot
Esimerkki:

Onnenpyora 4/7

» Diskreetin satunnaismuuttujan
¢ pistetodenndkoisyysfunktio f
voidaan yleisesti maaritella
kaavalla

f(x)=Pr(é=x)=p,,i=12,3,...
jossa
X5 Xps X35 «. f

on satunnaismuuttujan &
saamien arvojen joukko.

0.4

0.3

0.2

01 |

Pistetotodenndkoisyysfunktio

(1, py)
] (2, p,)
1 G.p)
1 (4, psy)
| (5, ps)
1 2 3 4 5

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Diskreettien jakaumien kertymafunktiot
Esimerkki:

Onnenpyora 5/7

« Esimerkin tapauksessa
satunnaismuuttujan ¢ piste-
todennakoisyysfunktio f voidaan
madritella seuraavasti:

A1) =Pr(E=1)=0.30=Pr(A)
f2) =Pr(£=2)=0.25 = Pr(B)
f(3) =Pr(£=3)=0.20 = Pr(C)
4) = Pr(E=4)=0.15 = Pr(D)
f(5) = Pr(£=5)=0.10 = Pr(E)

0.4

0.3

0.2

01 |

Pistetotodenndkoisyysfunktio

(1, py)
] (2, p,)
1 G.p)
1 (4, psy)
| (5, ps)
1 2 3 4 5

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Diskreettien jakaumien kertymafunktiot
Esimerkki:

Onnenpyora 6/7

 Satunnaismuuttujan &
kertymdfunktio on

F(x)=Pr({<x)

* Diskreetin satunnaismuuttujan
pistetodenndkoisyys- ja kertymad-
funktioiden valilla on seuraava
yhteys:

Pr(¢ = x)=p =F(x)-F(x_)

1.2

0.8

0.6

0.4 1

0.2 1

Kertymafunktio

o—$P5

Py

.

—
N
w
'S
(3]
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Diskreettien jakaumien kertymafunktiot
Esimerkki:

Onnenpyora 7/7

* Esimerkin tapauksessa
satunnaismuuttujan & kertymd-
funktio F voidaan madritella alla
olevan taulukon avulla.

 Kuva oikealla esittii esimerkin
kertyméafunktion kuvaajaa.

F(x) =Pr(£<x)

x<1 |0

1<x<2[pi=03

1.2

0.8

0.6

0.4 1

0.2 1

Kertymafunktio

o—$P5

Py

.

—
N
w
'S
(3]

2<x<3|p1 +tp,=0.55

3<x<4|pi+pr+p;=0.75

4<x<5|pr+prtps+ps=0.9

5<x |pitprtpstpstps=1

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Diskreettien jakaumien kertymafunktiot
Diskreetin jakauman kertymafunktio on

porrasfunktio

* Diskreetin satunnaismuuttujan kertymafunktio /' on
epdjatkuva ei-vihenevd funktio, jolla on epdjatkuvuus-

kohta ell hyppdys jokaisessa pisteessi x; , johon liittyy
positiivinen todennakoisyys

Pr(g=x)=p,
* Hyppadyksen suuruus pisteessa x; on p; .

« Kertymafunktio saa vakioarvon perakkaisten pisteiden
X;_; jax; valissd.

* Diskreetin satunnaismuuttujan kertymafunktio on siten
porrasfunktio, jossa todenndkoisyydet p, madraavat

askelmien korkeudet ja erotukset x; — x,_ | maaraavat
askelmien syvyydet.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Diskreettien jakaumien kertymafunktiot

Valien todennakoisyydet 1/2

* Diskreetin jakauman tapauksessa vilin (a,b] C R
todenndkoisyys on

Pr(a<&<b)=F(b)—F(a)
— Z Pr(é::xi)

i|x;€(a,b]

Z Pi
i|x€(a,b]

TKK (c) likka Mellin (2007)



Diskreettien jakaumien kertymafunktiot

Valien todennakoisyydet 2/2

e Kaavan

Prla<&<b)=F(b)-F(a)= ) p,

i|x€(a,b]

mukaan valin (a,b] < R todenndkoisyys voidaan maarata
kahdella tavalla:

(1) Jos jakauman pistetodenndkoisyysfunktio tunnetaan,
valin (a, b] todennidkoisyys saadaan laskemalla yhteen
pistetodenndkoisyydet p; , joita vastaavat x; € (a, b].

(11) Jos jakauman kertymdfunktio F tunnetaan,
vélin (a, b] todennidkoisyys saadaan laskemalla
kertymdfunktion F arvojen F(b) ja F(a) erotus.

TKK (c) likka Mellin (2007) 33



Kertymafunktio

Kertymafunktio: Maaritelma
Diskreettien jakaumien kertymafunktiot
>> Jatkuvien jakaumien kertymafunktiot

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Jatkuvien jakaumien kertymafunktiot
Jatkuvan jakauman kertymafunktion maaritelma

« Olkoon ¢ jatkuva satunnaismuuttuja.

 Olkoon satunnaismuuttujan & tiheysfunktio f(x).
* Maédritelldan funktio F : R — [0,1]| kaavalla

F(x)=Pr({<x)= j f()dt

« Fon jatkuvan satunnaismuuttujan & kertyméifunktio.

« Jatkuvan satunnaismuuttujan kertymdfunktio F on jatkuva
ei-vahenevd funktio.
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Jatkuvien jakaumien kertymafunktiot
Jatkuvan jakauman kertymafunktion maaritelma:

Kommentteja

o Jatkuvan jakauman kertymdfunktion F maaritelman

F(x)=Pr({<x)= j f()dt

mukaan kertymafunktion F arvo pisteessa x eli toden-
ndkoisyys tapahtumalle & < x maaritian integroimalla
tiheysfunktio f valilla (—eo, x].

« Kaikkien satunnaismuuttujaan ¢ liittyvien tapahtumien

todenndkoisyydet voidaan mairata sen kertymafunktion
avulla.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Jatkuvien jakaumien kertymafunktiot
Jatkuvan jakauman kertymafunktion ja

tiheysfunktion yhteys

Olkoon ¢ jatkuva satunnaismuuttuja.

Olkoon satunnaismuuttujan & kertymdfunktio

F(x)=Pr({<x)= j f()dt

Talloin

F(x) = F/(x) = %F(x)

Olkoon satunnaismuuttujan & tiheysfunktio f(x).

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Jatkuvien jakaumien kertymafunktiot

Valien todennakoisyydet 1/2

« Jatkuvan jakauman tapauksessa valin (a,b] c R
todenndkoisyys on

Pr(a <& <b)=F(b)—F(a)

= j F(x)dx

TKK (c) likka Mellin (2007)

38



Jatkuvien jakaumien kertymafunktiot

Valien todennakoisyydet 2/2

Kaavan
Pr(a <& <b)=F(b)—F(a)= | f(x)dx

mukaan vilin (a,b]c R todennéikéilsyys voldaan maarata
kahdella tavalla:

(1) Jos jakauman tiheysfunktio f tunnetaan, valin [a, b]
todennikoisyys saadaan integroimalla tiheysfunktio
valilla [a, b] .

(11) Jos jakauman kertymdfunktio F tunnetaan, vilin [a, b]
todennakoisyys saadaan laskemalla kertymdfunktion
arvojen F(b) ja F(a) erotus.

TKK
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Jatkuvien jakaumien kertymafunktiot
Jatkuvan jakauman tiheysfunktio ja

valien todennakoisyydet: Havainnollistus

e Olkoon f(x) jatkuvan Tiheysfunktio f(x)

satunnaismuuttujan &

tiheysfunktio.
 Talloin:

Pr(a <& <b)

= [ f(x)x

= Alueen 4 pinta-ala

 Kuva oikealla esittid normaali- a b

jakauman tiheysfunktiota (ks.
lukua Jatkuvia jakaumia).

TKK (c) likka Mellin (2007)



Jatkuvien jakaumien kertymafunktiot

Jatkuvan jakauman kertymafunktio ja
valien todennakoisyydet: Havainnollistus

e Olkoon F(x) jatkuvan
satunnaismuuttujan & 1.2
kertymdfunktio ja f(x) sen ]
tiheysfunktio. .

« Talloin: F(b) T™—
Pr(a < E<b) e
= F(b)-F(a) -

, 0.2 -
= [ f(x)ax Fa)—

Kertymafunktio F(x)

-

« Kuva oikealla esittda normaali-
jakauman kertymdfunktiota (ks.
lukua Jatkuvia jakaumia).

TKK (c) likka Mellin (2007)
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