likka Mellin
Todennakoisyyslaskenta

Osa 3: Todennakoisyysjakaumia

Jatkuvia jakaumia

TKK (c) likka Mellin (2007)



Jatkuvia jakaumia

>> Jatkuva tasainen jakauma
Eksponenttijakauma
Normaalijakauma
Keskeinen raja-arvolause

Log-normaali-, Cauchy-, Gamma-, Beta- ja Weibull-jakaumat

TKK (c) likka Mellin (2007)



Jatkuva tasainen jakauma
Jatkuva tasainen jakauma ja sen
tiheysfunktio 1/3

* Olkoon satunnaismuuttujan X arvoalueena reaaliakselin
dadarellinen vdli [a, b].

* Olkoot [cy, d;] ja [c,, d,] valin [a, b] kaksi mielivaltaista,
samanpituista osavalia:

[Cla dl] - [a, b]
[029 dz] - [a, b]
dy—c,=dy—c,
* Oletetaan, etta valeihin [c,, d,] ja [c,, d,] luttyvit
todennakoisyydet ovat yhtd suuria:

Pr(X e|[c,,d])=Pr(X €]c,,d,])

TKK (c) likka Mellin (2007)



Jatkuva tasainen jakauma
Jatkuva tasainen jakauma ja sen
tiheysfunktio 2/3

* Satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on
(0,x<a
1
b—a’
0,x>a

* Funktio f(x) kelpaa tiheysfunktioksi, koska
b
j F(x)dx=1

a<x<b

J(x)=1

TKK (c) likka Mellin (2007)



Jatkuva tasainen jakauma
Jatkuva tasainen jakauma ja sen
tiheysfunktio 3/3

* Sanomme, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa jatkuvaa
tasaista jakaumaa parametrein a ja b.

 Merkinta:
X ~ Uniform(a, b)

TKK (c) likka Mellin (2007)



Jatkuva tasainen jakauma
Jatkuva tasainen jakauma ja sen
kertymafunktio

* Olkoon X ~ Uniform(a, b).
e Satunnaismuuttujan X kertymafunktio on
(0,x<a

F(x)=Pr(X <x)=47"¢

,a<x<b
a

h—
1,x2b

TKK (c) likka Mellin (2007)



Jatkuva tasainen jakauma
Jatkuva tasainen jakauma ja sen

kertymafunktio: Johto

e Olkoon X ~ Uniform(a, b).
e Satunnaismuuttujan X tikeysfunktion lauseke, kun x € [a, b] :

1
f(x)—ﬁ

e Siten satunnaismuuttujan X kertymdfunktion lausekkeeksi saadaan,
kun x € [a, b] :

F(x)=Pr(X < x)= j fd = | ; :

dt

TKK (c) likka Mellin (2007)



Jatkuva tasainen jakauma
Odotusarvo, varianssi ja standardipoikkeama

e Olkoon X ~ Uniform(a, b).
e (Qdotusarvo:

a+b

E(X)=

* Varianssi ja standardipoikkeama:
(b—a)’
12

Var(X)=D*(X) =

b—a

23

D(X) =

TKK (c) likka Mellin (2007)



Jatkuva tasainen jakauma

Odotusarvon johto

 Olkoon
X ~ Uniform(a, b)
o Talloin

E(X) :Ixf(x)dxz ixb : dx

a

b>—a’
~2(b-a)
_a+b
2

TKK (c) likka Mellin (2007)



Jatkuva tasainen jakauma

Tiheysfunktion kuvaaja

» Kuva oikealla esittdd jatkuvan

tasaisen jakauman
Uniform(a, b)
tiheysfunktiota

J(x)=

b—a’

1
asx

<

Jakauman odotusarvo:

E(X) =

a+b

b

Uniform(a, b)

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Jatkuva tasainen jakauma
Tiheysfunktion ja sen kuvaajan ominaisuudet

« Jatkuvan tasaisen jakauman tiheysfunktio

1
f=,

saa positiivisen vakioarvon 1/(b — a) valilla [a, b] ja
saa arvon 0 valin [a, b] ulkopuolella.

,a<x<bh

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Jatkuva tasainen jakauma

Kertymafunktion kuvaaja

* Kuva oikealla esittdd jatkuvan

Uniform(a, b)

tasaisen jakauman
Uniform(a, b)

kertymdfunktiota

(0,x<a

X—d

F(x)=- a<x<bh

b—a’
\1’ > b

[ S

TKK (c) likka Mellin (2007)




Jatkuva tasainen jakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen

jatkuvasta tasaisesta jakaumasta 1/2

* Olkoon X ~ Uniform(a, b).
e Olkoon
[c, d] < [a, b]
jokin vilin [a, b] osavili.

* Vilin [c, d] todenndkoisyys saadaan integroimalla jatkuvan
tasaisen jakauman Uniform(a, b) tiheysfunktio

f(x)= : ,a<x<b
b—a
valilla [c, d]:
r d—c
Pr(c< X <d)=| f(x)dx =
g b—a

TKK (c) likka Mellin (2007) 13



Jatkuva tasainen jakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen
jatkuvasta tasaisesta jakaumasta 2/2

» Kaikkien muiden jatkuvaan tasaiseen jakaumaan
Uniform(a, b) liittyvien tapahtumien todennakoisyydet
saadaan vilin [a, b] osavilien todenndkoisyyksista
todenndkoisyyslaskennan laskusddntojen avulla.

TKK (c) likka Mellin (2007)

14



Jatkuvia jakaumia

Jatkuva tasainen jakauma
>> Eksponenttijakauma

Normaalijakauma

Keskeinen raja-arvolause

Log-normaali-, Cauchy-, Gamma-, Beta- ja Weibull-jakaumat

TKK (c) likka Mellin (2007)

15



Eksponenttijakauma
Eksponenttijakauma ja sen

tiheysfunktio

Olkoon satunnaismuuttujan X tiheysfunktio
f(xX)=Ae™,1>0,x=0
Funktio f(x) kelpaa tiheysfunktioksi, koska

Tf(x)dx =1

Sanomme, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa
eksponenttijakaumaa parametrinaan A.

Merkinti:
X ~ Exp(4)

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Eksponenttijakauma
Eksponenttijakauma ja sen

kertymafunktio

Olkoon X ~ Exp(A).
Satunnaismuuttujan X kertymafunktio on
F(x)=Pr(X <x)=1-¢*,1>0,x20

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Eksponenttijakauma
Eksponenttijakauma ja sen

kertymafunktio: Johto

Olkoon X ~ Exp(A).
Satunnaismuuttujan X tiheysfunktio:
f(xX)=Ae™,1>0,x=0

Siten satunnaismuuttujan X kerlymafunktzoksz saadaan, kun x > 0 :

F(x)=Pr(X <x)= j F(t)dt = j Ae ™ dt

=[],

1
=]l—e™

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Eksponenttijakauma
Odotusarvo, varianssi ja standardipoikkeama

e Olkoon X ~ Exp(A).
e (Qdotusarvo:

1
E(X)=—
(X) P
* Varianssi ja standardipoikkeama:
Var(X)=D?(X) :%
D(X)=
A

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Eksponenttijakauma
Odotusarvon johto

 (Olkoon
X ~ Exp(A)

« Talloin osittaisintegroinnilla saadaan:
B +o0 B +oo iy
E(X)= jo xf (x)dx = jo xAe " dx

—/1 oo “+oco —/,i,
=| —xe x]o +j0 e “dx

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Eksponenttijakauma

Tiheysfunktion kuvaaja

« Kuva oikealla esittaa
eksponenttijakauman

Exp(4)
tiheysfunktiota
f(x)=2e™
valilla [0, 6], kun
i) A=1/72
(i) A=1/4

e Jakauman odotusarvo:

E(X)=1/2

0.6

Exp(4)

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Eksponenttijakauma
Tiheysfunktion ja sen kuvaajan ominaisuudet

* Eksponenttijakauman tiheysfunktio
f(xX)=Ae™,1>0,x=0

on positiivinen kaikille ei-negatiivisille argumentin
arvoille:

fx)>0,x>0
« Tiheysfunktiolla on maksimi pisteessa
x=0

 Tiheysfunktio on monotonisesti laskeva kaikille 4> 0.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Eksponenttijakauma

Kertymafunktion kuvaaja

« Kuva oikealla esittaa
eksponenttijakauman

Exp(4)
kertymdfunktiota

F(x)=1-e™
valilla [0, 6], kun

A=1/2

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

Exp(4)

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Eksponenttijakauma
Poisson-prosessi

« Tarkastellaan jonkin tapahtuman A4 sattumista jatkuvalla
aikavalilla, jonka pituus on ¢ atkayksikkoa.

e Maaritellaan diskreetti satunnaismuuttuja

Z = Nuden tapahtumien lukumaara, jotka sattuvat
atkavalilla [0, ]
« Sopivin oletuksin satunnaismuuttuja Z noudattaa
Poisson-jakaumaa parametrinaan vz
Z ~ Poisson( vr)
e Parametr1 V¢ kuvaa tapahtumaintensiteettia el

tapahtumien keskimddrdistd lukumddrdd aikavdlilld, jonka
pituus on t aikayksikkod.

TKK (c) likka Mellin (2007) 24



Eksponenttijakauma
Poisson-prosessi ja

eksponenttijakauma

e Olkoon
Z ~ Poisson( V)
« Maaritellaan jatkuva satunnaismuuttuja
X = Ensimmaisen tapahtuman sattumisaika
= Tapahtumien valiaika

* Satunnaismuuttuja X noudattaa eksponenttijakaumaa
parametrinaa v :

X ~ Exp(v)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Eksponenttijakauma
Eksponenttijakauman tiheysfunktion johto 1/2

Olkoon
X~ Exp(A)
Johdetaan ensin satunnaismuuttujan X kertymdfunktio F .

Kertymafunktion méaaritelmén ja komplementtitodennikoisyyden
kaavan mukaan kaikille kertyméfunktioille F',, patee:

(*) F,(x)=Pr(X <x)=1-Pr(X >x)

Ensimmainen tapahtuma sattuu ajanhetken x jalkeen, jos ja vain jos

aitkavililla [0, x] ei ole sattunut yhtddn tapahtumaa.

Siten
Pr(X > x)=Pr(Z =0)

jossa Z ~ Poisson(Ax).

Poisson-jakauman pistetodenniakoisyysfunktion kaavasta saadaan:
Pr(X > x) =Pr(Z =0) = exp(—Ax)

TKK

(c) llkka Mellin (2007) 26



Eksponenttijakauma
Eksponenttijakauman tiheysfunktion johto 2/2

e Sjjoittamalla tama satunnaismuuttujan X lausekkeeseen () kalvolla
1/2 saadaan

F, (x)=Pr(X £x)=1-Pr(X >x)=1-exp(—Ax)
josta satunnaismuuttujan X tikeysfunktioksi saadaan derivoimalla

7.0 =L F,(x) = Aexp(-1x)
dx
e Siten

X ~ Exp(A)

TKK (c) likka Mellin (2007) 27



Eksponenttijakauma
Eksponenttijakauman unohtamisominaisuus

Olkoon X ~ Exp(A).
e Talloin
Pr(X 2a+b|X 2a)=Pr(X 2b)

 Siten eksponenttijakaumalla on seuraava unohtamis-
oOmIinaisuus:.

Se, ettd tapahtuman sattumista on jouduttu odottamaan
ajan a, ei vaikuta todennakoisyyteen joutua odottamaan
ajan b lisaa.

* Poisson-prosessin unohtamisominaisuutta on esimerkki
stokastisen prosessin Markov-ominaisuudesta.

TKK (c) likka Mellin (2007) 28



Eksponenttijakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen

eksponenttijakaumasta 1/2

e Olkoon X ~ Exp(A).
e Olkoon
[c, d] < [0, +eo)
jokin vilin [0, +oo) osavili.
« Vilin [c, d] todenndkoisyys saadaan integroimalla
eksponenttijakauman Exp(A) tiheysfunktio

f(x)=Ae™,1>0,x=0
valilla [c, d]:

d
Pr(c< X <d)= I F)dx=e -

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Eksponenttijakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen
eksponenttijakaumasta 2/2

» Kaikkien muiden eksponenttijakaumaan Exp(A)
liittyvien tapahtumien todenniakoisyydet saadaan valin

[a, b] osavilien todennakoisyyksista todenndkoisyys-
laskennan laskusddntojen avulla.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Jatkuvia jakaumia

Jatkuva tasainen jakauma
Eksponenttijakauma

>> Normaalijakauma
Keskeinen raja-arvolause

Log-normaali-, Cauchy-, Gamma-, Beta- ja Weibull-jakaumat

TKK (c) likka Mellin (2007)

31



Normaalijakauma
Normaalijakauma ja sen

tiheysfunktio 1/2

Olkoon satunnaismuuttujan X tiheysfunktio

1 1 x—ujz
= exXpy —— ,—oo < I <40 o0>0
0= xp{ & } i

—00 < X < o0
« Funktio f(x) kelpaa tiheysfunktioksi, koska

Tf(x)dx =1

* Sanomme, ettda satunnaismuuttuja X noudattaa
normaalijakaumaa parametrein /4 ja o2

 Merkinta:
X~ N(,U, 0-2)

TKK (c) likka Mellin (2007) 32



Normaalijakauma
Normaalijakauma ja sen

tiheysfunktio 2/2

* Normaalijakaumaa kutsutaan kehittdjansa mukaan
usein Gaussin jakaumaksi ja sen tiheysfunktion kuvaajaa
Gaussin kdyrdksi tai kellokdyrdksi (engl. bell curve).

TKK (c) likka Mellin (2007)

33



Normaalijakauma
Normaalijakauma ja sen

kertymafunktio

« Olkoon X ~ N(u, c?).
e Satunnaismuuttujan X kertymafunktio on

W
F(x)=Pr(X <x)= [ —f—=e 7/ di
~ ON27w
» Koska normaalijakauman tiheysfunktion
integraalifunktiota ei osata esittdd alkeisfunktioiden avulla
suljetussa muodossa, niin normaalijakauman kertyma-

funktiolle ei voida antaa eksplisiittistia lauseketta.

* Siten normaalijakauman kertyméafunktion arvojen
maaraamiseen on kaytettava numeerista integrointia.

TKK (c) likka Mellin (2007) 34



Normaalijakauma

Odotusarvo, varianssi ja standardipoikkeama

« Olkoon X ~ N(u, c?).

* QOdotusarvo:
E(X)=u

* Varianssi ja standardipoikkeama:
Var(X)=D*(X)=0"
D(X)=0

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauma

Odotusarvon johto 1/2

 (Olkoon
X~ NQU» 0-2)
o Talloin

1 x—u Y
B =[ xf(xde=[ — xe_E(Tﬂj dx

* Sijoituksella

saadaan:

E(X)= 'jmﬁ(lu +oz)e 2 dz

=| zMe? dz+| Eze? dz

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauma

Odotusarvon johto 2/2

Nyt

1 1

B =[ ue? dz+| -£ze? dz=p

 Perustelu:

1 5
z

1, .
Loﬁ,ue 2 dz:,u_[_mﬁe 2 dz=u-1=u

koska integroitava on standardoidun normaalijakauman N(0,1)
tiheysfunktio ja

1

I+mﬁze 2 dz=0

koska integroitava on muuttujan z pariton funktio.

TKK (c) likka Mellin (2007) 37



Normaalijakauma

Tiheysfunktion kuvaaja

« Kuva oikealla esittda
normaalijakauman

N(u, o?)
tiheysfunktiota
@)= sz expl—k(x =)'
valilla [-6, +6], kun
1) wu=-2 o°=4
(i) wu=0 o?*=1
(i) u=+3 02=0.09
« Jakauman odotusarvo:
E(X)=u

14

1.2

0.8
0.6
0.4
0.2

N(x 0?)

\

N(0,1)

N(3, 0.09) ﬂ

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauma

Tiheysfunktion ja sen kuvaajan ominaisuuksia 1/3

Normaalijjakauman tiheysfunktio
F)= fzexp=sbs (x = )|
on kaikkialla positiivinen:
f(x) > 0 kaikille x
« Tiheysfunktio on yksihuippuinen.

» Tiheysfunktio saa maksimiarvonsa pisteessa (L.

* Tiheysfunktio on symmetrinen suoran x = 4 suhteen:

A —x) = flu + x) kaikille x

TKK (c) likka Mellin (2007) 39



Normaalijakauma
Tiheysfunktion ja sen kuvaajan ominaisuuksia 2/3

« Tiheysfunktiolla on kddnnepisteet pisteissa
U—ojau+o
ja ttheysfunktio on kupera ylospdin valin (1 — o, u+ o]
sisapuolella ja kupera alaspdin valin [u — o, U+ O]
ulkopuolella.

» Kaikki normaalijakaumat ovat samanmuotoisia, jos ne
purretdan standardoiduissa yksikoissd

_x—
O

z

TKK (c) likka Mellin (2007) 40



Normaalijakauma
Tiheysfunktion ja sen kuvaajan ominaisuuksia 3/3

Kuva oikealla esittaa
normaalijakauman

N(u, 0?)
tiheysfunktiota
f@)=d=exp{— L (x— )’}
Tiheysfunktiolla on
maksimi pisteessa

X=H
Tiheysfunktiolla on
kddnnepisteet pisteissa

X=U—0
X=U+ O

N(x, 0?)

Kéannepiste
N

Maksimi

v

Kainnepiste
"4

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Normaalijakauma

68-95-99.7-saanto

» Kaikille normaalijakaumille patee (likimaarin):
(1) 68% jakauman todennakoisyysmassasta on valilla
[ — o, u+ o]
(1) 95% jakauman todenndkoisyysmassasta on valilla
[u—20, y+20]
(i11) 99.7% jakauman todennakoisyysmassasta on valilla
=30, 1+ 30]

TKK (c) likka Mellin (2007) 42



Normaalijakauma

68-95-99.7-saanto:

Havainnollistus
N( o?)
U-3o ,u—'20' Uu—o U Uu+o u+'20 U+30
€ 068% —>
<€ 95 % >
< 99.7 % >

TKK (c) likka Mellin (2007)



Normaalijakauma
Standardoitu normaalijakauma

* Olkoon
X ~N(0,1)
jolloin siis
E(X)=0
D*(X) =1
e Talloin sanomme, ettda satunnaismuuttuja X noudattaa
standardoitua normaalijakaumaa.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauma
Standardoitu normaalijakauma:

Tiheysfunktion kuvaaja

* Kuva Olke.alla esittaa ) N(0,1)-jakauman tiheysfunktio
standardoidun normaali- 0.5
jakauman
0.4 -
N(0,1)
tiheysfunktiota 037
2
[(x)=—7=exp{-1x°] 02 -
01 -
0 ‘
4 3 2 41 0 1 2 3 4

TKK (c) likka Mellin (2007)



No

rmaalijakauma

Standardoitu normaalijakauma:
Kertymafunktion kuvaaja

Kuva oikealla esittaa

standardoidun normaali-

jakauman g'z :
N(0,1) 0.7 -

kertymdfunktiota. g':

Standardoidun normaali- 0.4

jakauman kertyméfunktion F(x) g':

maédrittelee kaava 01 -
F(x)=Pr(X <x)=|_f(t)dt 0

jossa f(x) on standardoidun

normaalijakauman

tiheysfunktio.

N(0,1)-jakauman kertymafunktio

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Normaalijakauma
Lineaarimuunnoksen jakauma

« Olkoon X ~ N(u, c?).
« Maairitelladn satunnaismuuttuja
Y=a+bX
jossa a ja b ovat (ei-satunnaisia) vakioita.
e Talloin Y on normaalinen:
Y ~N(a+bu,b>c?)
* Perustelu:

Ks. lukua Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauma

Standardointi

¢ Olkoon X~ N(u, 6?), jolloin
E(X) = u
DX) =0
» Standardoidaan satunnaismuuttuja X:

g_X—H
o

« Standardoitu satunnaismuuttuja Z noudattaa standardoitua
normaalijakaumaa N(0,1):

7 ~N(0,1)

TKK (c) likka Mellin (2007) 48



Normaalijakauma
Normaalijakauma ja

standardoitu normaalijakauma 1/2

 Kaikki normaalijakaumat N(u, o ?) ovat samanmuotoisia
standardoiduissa yksikoissa
X —
7_2"H
o)

* Siten todennakoisyydet mielivaltaisesta normaali-
Jjakaumasta N(u, o?) voidaan aina maarata standardoidun
normaalijakauman N(0,1) avulla.

TKK (c) likka Mellin (2007) 49



Normaalijakauma
Normaalijakauma ja

standardoitu normaalijakauma 2/2

e Olkoon siis
X~N(u, 0?)
Z ~N(0,1)

e Talloin
Pr(a < X <b)

=Pr(“‘”sX_”sb_”j
o) O 02

=Pr(“‘”szsb_”j
(o) o)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauma
Normaalijakauma ja

standardoitu normaalijakauma: Esimerkki

X Ne U Z=(X-u,)lc, ~N(O,I)
0.8 {Hx =2

070 =1/4
0.6 -
0.5 -
0.4 -
0.3 -
0.2 -

0.1 7 Al

-1
A

4 3 2 1 0 1 2

W PP w

A
I
5

I
a—Hy —_1 b_;ux

b=

a=1.
(02 (o)

Standardoidun normaalijakauman N(0,1) tauluko)i(sta saadaan:
Alueen 4, pinta-ala =Pr(1.5< X <3)
= Alueen 4, pinta-ala =Pr(-1< 2 <2)=0.8185

TKK (c) likka Mellin (2007)



Normaalijakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen

standardoidusta normaalijakaumasta 1/2

e Todennikoisyydet standardoidusta normaalijakaumasta
N(0,1) voidaan maarata jakauman kertymdfunktion avulla.

e QOlkoon Z ~ N(0,1).

e Olkoon satunnaismuuttujan Z kertymdfunktio
O(z) =Pr(Z<z2)

 Huomautus:

Koska normaalijakauman tiheysfunktion integraalifunktiota

el osata esittdd alkeisfunktioiden avulla suljetussa muodossa,
normaalijakauman kertyméafunktion maaraamiseen on kaytettava
jotakin numeerista menetelmdiad.

Siks1 useimmissa alan oppikirjoissa on valmis faulukko, jossa on
taulukoituna normaalijakauman kertyméafunktion arvoja ja niihin
liittyvia todennakoisyyksia.

TKK (c) likka Mellin (2007) 52



Normaalijakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen

standardoidusta normaalijakaumasta 2/2

» Kaikkien standardoituun normaalijakaumaan liittyvien
tapahtumien todenniakoisyydet saadaan
todennakoisyyksista

Pr(Z <z)=®(z)
todenndkoisyyslaskennan laskusddntojen avulla.

 Esimerkiksi
Pr(a<Z <b)=D(b)—-D(a)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen

standardoidusta normaalijakaumasta: Taulukot 1/2

« Standardoidun normaalijakauman taulukot sisaltavat
standardoidun normaalijakauman N(0,1) kertymdfunktion

®(z) arvoja taulukoituna useille er1 argumentin z arvoille.

e Siten taulukot mahdollistavat seuraavien tehtivien
ratkaisemisen:

(1) Maaraa todennakoisyys
Pr(Z <z)=®(z)
kun z on annettu.
(11) Maaraa z, kun todennikoisyys
Pr(Z <z)=d(z)

on annettu.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen

standardoidusta normaalijakaumasta: Taulukot 2/2

* Monissa normaalijakauman taulukoissa on taulukoitu
todenndkoisyyksia

Pr(Z < z) =P(z)
vain, kun z = 0.

« Talloin todenndkoisyydet Pr(Z < —z) = ®(—z) saadaan
soveltamalla standardoidun normaalijakauman tiheys-
funktion symmetrisyyttd pisteen z = 0 suhteen:

O(—z)=Pr(Z <—-2z)
=1-Pr(£ =-2)
=1-Pr(Z<2z2)
=1-®(z2)
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Normaalijakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen

standardoidusta normaalijakaumasta: Esimerkki 1/2

Olkoon
Z ~N(0,1)
ja olkoon

JA2)

satunnaismuuttujan Z
tiheysfunktio.

Standardoidun normaalijakauman
N(0,1) taulukoista saadaan:

Alueen 4 pinta-ala

=[_fi(2)dz
=Pr(Z <1)
=0.8413

0.5

0.4

0.3 1

0.2

0.1 -

N(0,1)-jakauman tiheysfunktio

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Normaalijakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen

standardoidusta normaalijakaumasta: Esimerkki 2/2

e Olkoon
Z ~N(0,1) o.; _
ja olkoon 0.8 -
) 06
satunnaismuuttujan Z 0.5 1
kertymdfunktio. 0.4 -
e Standardoidun normaalijakauman 32
N(0,1) taulukoista saadaan: 0.1 A
D(1) ’
=Pr(Z <1)
=0.8413

N(0,1)-jakauman kertymafunktio

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Normaalijakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen

normaalijakaumasta: Ohjelmat

« Olkoon X ~ N(u, c?).
* Monet tietokoneohjelmat mahdollistavat seuraavien

tehtdvien ratkaisemisen mielivaltaisille parametrien i, o2
arvoille:

(1) Maaraa todennakoisyys
Pr(X < x)
kun x on annettu.
(11) Maaraa x, kun todennakoisyys
Pr(X <x)

kun on x annettu.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauma

Kahden normaalijakautuneen satunnaismuuttujan

summan jakauma

Olkoon
X ~N(uy, oy’)
Y ~ N(uy, 0y)
ja olkoot X ja Y lisaksi1 riippumattomia.
Maaritellaan satunnaismuuttuja
W=X+Y
Talloin summa W= X+ Y on normaalinen:
W ~N(ly + pty,0x +0y)
Perustelu:

Ks. lukua Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat.

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Normaalijakauma
Normaalijakautuneiden satunnaismuuttujien

summan jakauma 1/2

 OlkoonX;,i=1, 2, ..., njono riippumattomia
normaalijakautuneita satunnaismuuttujia.

e Siten
X, X,,....X 1

X, ~N(,ul.,0'l.2),i=1,2,...,n
e (Olkoon

Y, :iXi
i=1

satunnaismuuttujien X, i =1, 2, ... , n summa.

TKK (c) likka Mellin (2007) 60



Normaalijakauma
Normaalijakautuneiden satunnaismuuttujien

summan jakauma 2/2

» Talloin summa Y, on normaalinen:
2 2 2
Y, ~NQuy +ty +---+ 4,00 +0, +---+0,)
e Sanoin:

Riippumattomien, normaalijakautuneiden satunnais-
muuttujien summa on normaalinen ja parametrit saadaan
yhteenlaskettavien satunnaismuuttujien vastaavien
parametrien summina.

e Perustelu:

Ks. lukua Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat.

TKK (c) likka Mellin (2007) 61



Normaalijakauma
Normaalijakautuneiden satunnaismuuttujien

summan jakauma 1/2

 OlkoonX,,i=1,2, ..., njono riippumattomia, samaa
normaalijakaumaa noudattavia satunnaismuuttujia.

e Siten
X, X,,....X, L

X, ~N(u,0°),i=12,....n
e (Olkoon

Y, :iXi
i=1

satunnaismuuttujien X, , i =1, 2, ... , n summa.

TKK (c) likka Mellin (2007) 62



Normaalijakauma
Normaalijakautuneiden satunnaismuuttujien

summan jakauma 2/2

» Talloin summa Y, on normaalinen:

Y, = ZXi ~N(nu,nc™)
i=1

» Siten riippumattomien, samaa normaalijakaumaa
noudattavien satunnaismuuttujien summa on normaalinen
ja parametrit saadaan yhteenlaskettavien satunnais-
muuttujien vastaavien parametrien summina.

e Huomautus:

Tulos on erikoistapaus riippumattomien, normaalijakautuneiden
satunnaismuuttujien summaa koskevasta yleisesta jakauma-
tuloksesta.
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Normaalijakauma
Normaalijakautuneiden satunnaismuuttujien

aritmeettisen keskiarvon jakauma 1/2

 OlkoonX,,i=1,2, ..., njono riippumattomia, samaa
normaalijakaumaa noudattavia satunnaismuuttujia.

e Siten
X, X,,.... X, L

X, ~N(u,0%),i=12,....n
e (Olkoon

— 1
X—;;Xl.

satunnaismuuttujien X, i =1, 2, ... , n aritmeettinen
keskiarvo.
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Normaalijakauma
Normaalijakautuneiden satunnaismuuttujien

aritmeettisen keskiarvon jakauma 2/2

e Talloin aritmeettinen keskiarvo Xon normaalinen:
2

= O
X ~ N(ILl9—)
n

» Siten riippumattomien, samaa normaalijakaumaa
noudattavien satunnaismuuttujien aritmeettinen keskiarvo
on normaalinen.

e Huomautus:

Ilman normaalisuusoletustakin patee:
E(X)=u

02

Dz(y):7
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Normaalijakauma
Miksi normaalijakauma on "normaali”?

 Normaalijakauma on seka feoreettisen etta soveltavan
tilastotieteen tarkein jakauma.

« Normaalijakauman keskeinen asema tilastotieteessa
perustuu sithen feoreettiseen ja empiiriseen tosiseikkaan,
ettd moniin satunnaisilmioihin littyvat satunnaismuuttujat
noudattavat ainakin approksimatiivisesti normaali-
jakaumaa.

e Mika on timan tosiseikan selitys?

» Selityksend on keskeinen raja-arvolause; ks. seuraavaa
kappaletta.
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Jatkuvia jakaumia

Jatkuva tasainen jakauma
Eksponenttijakauma
Normaalijakauma

>> Keskeinen raja-arvolause

Log-normaali-, Cauchy-, Gamma-, Beta- ja Weibull-jakaumat

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Keskeinen raja-arvolause

Johdanto 1/2

Olkoon X;,i=1, 2, ..., n jono riippumattomia, samaa
normaalijakaumaa N(u, 0?) noudattavia satunnais-
muuttujia.

Talloin satunnaismuuttujien X summa Y, on normaalinen:

Y = ZXZ. ~N(nu,no>)
i=l

Kysymys:

Mita voidaan sanoa riippumattomien, samaa jakaumaa
noudattavien satunnaismuuttujien summan jakaumasta,
jos ko. satunnaismuuttujat eivdt noudata normaali-
jakaumaa’

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Keskeinen raja-arvolause

Johdanto 2/2

Ei-normaalisten satunnaismuuttujien summa ei yleensd ole
normaalinen.

Kuitenkin, jos yhteenlaskettavia on “tarpeeksi paljon”,
satunnaismuuttujien summa on (hyvin yleisin ehdoin)
approksimatiivisesti normaalinen.

Tama on keskeisen raja-arvolauseen olennainen sisalto.

Koska monia satunnaismuuttujia voidaan pitda usean
riippumattoman tekijan summana, antaa keskeinen raja-
arvolause selityksen empiiriselle havainnolle niiden
normaalisuudesta.

TKK
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Keskeinen raja-arvolause
Keskeisen raja-arvolauseen formulointi 1/3

* Olkoon X;,i=1, 2, ... jono riippumattomia, samoin
Jjakautuneita satunnaismuuttujia, joiden odotusarvo ja
varianssi ovat

E(X)=u,i=12,...

D*(X)=0",i=1,2,...
 QOlkoon

Y, = iXi
i=1

satunnaismuuttujien X, i =1, 2, ... , n summa.
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Keskeinen raja-arvolause
Keskeisen raja-arvolauseen formulointi 2/3

Summan Y, odotusarvo ja varianssi ovat
E(Y,)=nu
D*(Y,)=no’
» Standardoidaan summa Y, :
Y —nu
/ ="t
n O'\/z
* Annetaan n — +oo

» Talloin satunnaismuuttujan Z, jakauma ldhestyy
standardoitua normaalijakaumaa N(0,1).

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Keskeinen raja-arvolause
Keskeisen raja-arvolauseen formulointi 3/3

« Siten keskeinen raja-arvolause sanoo, etta

ZXl.—n,u
lim Pr| = <z |=D(2)

n—>+oo 6\/2

jossa @ on standardoidun normaalijakauman N(0,1)
kertymdfunktio.

e Merkinti:

ZXl.—n,u
= ~ N(0,1
on « NOD

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Keskeinen raja-arvolause

Kommentteja 1/3

Keskeiselle raja-arvolauseelle esitetian todistus luvussa

Stokastiikan konvergenssikasitteet ja raja-arvolauseet.

Keskeisen raja-arvolauseen mukaan usean satunnais-
muuttujan summa on (tietyin ehdoin) approksimatiivisesti
normaalinen (ldhes) riippumatta yhteenlaskettavien
Jjakaumasta.

Huomautus:

Yhteenlaskettavien et tarvitse olla edes jatkuvia, vaan ne voivat
olla jopa diskreettejd.

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Keskeinen raja-arvolause

Kommentteja 2/3

« Approksimaation hyvyys riippuu yhteenlaskettavien
satunnaismuuttujien lukumaéarasta, niiden jakaumasta ja
erityisesti niiden jakauman vinoudesta.

« Approksimaation hyvyys paranee, kun yhteenlaskettavien
satunnaismuuttujien lukumddrd kasvaa.

« Jos yhteenlaskettavien satunnaismuuttujien jakauma on
symmetrinen, approksimaatio on hyva jo suhteellisen
pienilld yhteenlaskettavien lukumaarilla.

« Jos yhteenlaskettavien satunnaismuuttujien jakauma on
epdasymmetrinen, hyva approksimaatio vaatii enemman
yhteenlaskettavia.

TKK (c) likka Mellin (2007)



Keskeinen raja-arvolause

Kommentteja 3/3

Keskeinen raja-arvolause koskee satunnaismuuttujien
asymptoottista kiyttaytymista samaan tapaan kuin

luvussa Jakaumien tunnusluvut esitetty suurten lukujen
laki.

Keskeisessa raja-arvolauseessa esiintyva
rajakdyttdaytymisen muoto on esimerkki ns. jakauma-
konvergenssista el1 heikosta konvergenssista.

Keskeisesta raja-arvolauseesta on olemassa yleisempid
muotoja, joissa lievennetian samoinjakautuneisuus- ja
riippumattomuusoletuksia.

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Keskeinen raja-arvolause
Aritmeettisen keskiarvon

approksimatiivinen jakauma

Keskeisesta raja-arvolauseesta seuraa:

Riippumattomien samoin jakautuneiden
satunnaismuuttujien X, i =1, 2, ... , n aritmeettinen
keskiarvo

_ 1 &
X, ==Y X
nio
on suurille (mutta aarellisille) n approksimatiivisesti
normaalinen parametreinaan [l ja o ?*/n:

2
X - N(ﬂ,aj
n

TKK

(c) llkka Mellin (2007)

76



Keskeinen raja-arvolause
Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia 1/3

Keskeisella raja-arvolauseesta seuraa erikoistapauksina
monet yksittiisia jakaumia koskevat asymptoottiset
tulokset.

Kisittelemme seuraavia erikoistapauksia:

(1) Binomijakauma ldhestyy normaalijakaumaa, kun
toistokokeiden lukumaaran » annetaan kasvaa.

(i1) Poisson-jakauma lihestyy normaalijakaumaa, kun
jakauman intensiteettiparametrin A arvon annetaan
kasvaa.

TKK
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Keskeinen raja-arvolause
Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia 2/3

« Sitd, ettd binomijakauma ldhestyy toistokokeiden
lukumaaran n kasvaessa normaalijakaumaa, kutsutaan
tavallisesti De Moivren ja Laplacen raja-arvolauseeksi.

* De Moivren ja Laplacen raja-arvolauseen mukaan binomi-
todenndkoisyyksid voidaan approksimoida normaali-
Jjakaumasta mdadrdtyilld todenndkoisyyksilld, jos
toistokokeiden lukumaara on kyllin suuri.

« Koska hypergeometrinen jakauma muistuttaa tietyin
ehdoin binomijakaumaa, myos hypergeometrisen
jakauman todenndkoisyyksid voidaan approksimoida
normaalijakaumasta mddrdtyilld todenndkoisyyksilld.
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Keskeinen raja-arvolause
Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia 3/3

* Poisson-jakaumaa koskevan keskeisen raja-arvolauseen
muodon mukaan Poisson-jakauman todenndkoisyyksid

voidaan approksimoida normaalijakaumasta mddrdtyilld
todenndkoisyyksilld.
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Keskeinen raja-arvolause

De Moivren ja Laplacen raja-arvolause

 Olkoon X~ Bin(n,p)jag=1—p.

« Siten
E(X)=np
Var(X) =npq
« Talloin

lim Pr[X_np < zj = ®(z)

pa—— \/@

jossa @ on standardoidun normaalijakauman N(0,1)
kertymdfunktio.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Keskeinen raja-arvolause

De Moivren ja Laplacen raja-arvolause:
Perustelu 1/2

Olkoon X ~ Bin(n, p).

Talloin satunnaismuuttuja X voidaan esittaa riippumattomien, samaa
Bernoulli-jakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien X; summana:

X = ;l=1 Xi
jossa

X, ~Bernoulli(p) ,i=1,2,...,n
Koska

E(X)=p

Var(X,)=npq,q=1-p

niin
E(X)=2,_ E(X)=np
Var(X) = Z; Var(X,) =npq

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Keskeinen raja-arvolause

De Moivren ja Laplacen raja-arvolause:
Perustelu 2/2

» Talloin keskeisestd raja-arvolauseesta seuraa, etta

lim Pr[X_”p < zj = ®(z)

n—+oo M

jossa @ on standardoidun normaalijakauman N(0,1) kertymdfunktio.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Keskeinen raja-arvolause

De Moivren ja Laplacen raja-arvolause:
Havainnollistus 1/5

« Kalvoilla 2/5-5/5 oleva kuvasarja havainnollistaa De Moivren ja
Laplacen raja-arvolausetta.

« Kuvasarja nayttad miten satunnaismuuttujien
X ~ Bin(n, p)
Z~N(u, 0?)
jakaumat alkavat muistuttaa yha enemman toisiaan, kun
toistokokeiden lukuméaaran » annetaan kasvaa.

« Kuvasarjassa

p =0.1

n =1,10,30, 100
p =np

o* =np(l -p)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Keskeinen raja-arvolause

De Moivren ja Laplacen raja-arvolause:

Havainnollistus 2/5

e Olkoon
X ~ Bin(n, p)
n=1
p=0.1
ja
Z~N(u, 0?)
u=np=0.1
o?=np(l —p)=0.09
» Kuva oikealla esittdd satunnais-
muuttujan X pistetodenndkoisyys-

funktiota ja satunnaismuuttujan Z
tiheysfunktiota valilla [-3, 12].

1.4

1.2

0.8 -
0.6 -
0.4 -
0.2 -

Jakaumat Bin(1, 0.1) ja N(0.1, 0.09)

|

TKK (c) likka Mellin (2007)




Keskeinen raja-arvolause

De Moivren ja Laplacen raja-arvolause:

Havainnollistus 3/5

e Olkoon
X ~ Bin(n, p)
n=10
p=0.1
ja
Z~N(u, 0?)
u=np=1
o’=np(l-p)=0.9
» Kuva oikealla esittdd satunnais-
muuttujan X pistetodenndkoisyys-

funktiota ja satunnaismuuttujan Z
tiheysfunktiota valilla [-3, 12].

14

1.2

0.8
0.6
0.4
0.2

Jakaumat Bin(10, 0.1) ja N(1, 0.9)

TKK (c) likka Mellin (2007)




Keskeinen raja-arvolause

De Moivren ja Laplacen raja-arvolause:

Havainnollistus 4/5

e Olkoon
X ~ Bin(n, p)
n =30
p=0.1
ja
Z~N(u, 0?)
u=np=73
o?=np(l —p)=2.7
» Kuva oikealla esittdd satunnais-
muuttujan X pistetodenndkoisyys-

funktiota ja satunnaismuuttujan Z
tiheysfunktiota valilla [-3, 12].

14

1.2 -

0.8 -
0.6 -
0.4 -
0.2 -

Jakaumat Bin(30, 0.1) ja N(3, 2.7)

TKK (c) likka Mellin (2007)




Keskeinen raja-arvolause

De Moivren ja Laplacen raja-arvolause:

Havainnollistus 5/5

e Olkoon
X ~ Bin(n, p)
n =100
p=0.1
ja
Z~N(u, 0?)
u=np=10
o>=np(1-p)=9
» Kuva oikealla esittdd satunnais-
muuttujan X pistetodenndkoisyys-

funktiota ja satunnaismuuttujan Z
tiheysfunktiota valilla [0, 20].

Jakaumat Bin(100, 0.1) ja N(10, 9)

0.15
™\
01 - \\
0.05 -
0 |
0 5 10 15 20

TKK (c) likka Mellin (2007)




Keskeinen raja-arvolause

Binomitodennakoisyydet ja
normaalijakauma 1/4

* De Moivren ja Laplacen raja-arvolauseen mukaan
binomijakaumaa

Bin(n, p)
voidaan suurille n approksimoida normaalijakaumalla

N(u, o?)

jossa
U =np
o’ =npq,q=1-p

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Keskeinen raja-arvolause

Binomitodennakoisyydet ja
normaalijakauma 2/4

* Jos siis
X ~ Bin(n, p)
niin De Moivren ja Laplacen raja-arvolauseen mukaan
suurille n

b—np a—np
Pr(a< X <b)=O P
" [\/nqu E\/nqu

jossa @ on standardoidun normaalijakauman N(0,1)
kertymafunktio.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Keskeinen raja-arvolause

Binomitodennakoisyydet ja
normaalijakauma 3/4

Jos a ja b ovat kokonaislukuja, approksimaatio on hieman
parempi, jos kaytetian kaavaa

Pr(a< X <b)~ q)[b+l/2—np]_q)(a—l/2—np]
\V1pq \Vhpq
Korjaustekijdan 1/2 tarve perustuu sithen, etta diskreettid
binomijakaumaa approksimoidaan jatkuvalla

normaalijakaumalla.

TKK
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Keskeinen raja-arvolause

Binomitodennakoisyydet ja
normaalijakauma 4/4

« Jos annetaan a — —oo, saadaan approksimaatiotulos

Pr(X <b)=F, (b) ch[b“/z_”pj
Jnpg

jossa F'y on binomijakauman kertymdfunktio.

* Jos a = b, saadaan approksimaatiotulos

1/2—n a—1/2—n
PH(X =a) = fy(a)=®| ** pj—@( pj

jossa f,, on binomijakauman pistetodenndkoisyysfunktio.

TKK (c) likka Mellin (2007) 91



Keskeinen raja-arvolause

Binomitodennakoisyydet ja
normaalijakauma: Esimerkki 1/3

Kuva oikealla esittda jakauman
Bin(100, 0.1) 0.15
pistetodenndkoisyysfunktiota ja

jakauman 0.1 1

N(10, 9)

tiheysfunktiota valilla [6, 12]. 0.05 -

De Moivren ja Laplacen raja-
arvolauseen mukaan binomi-
todennakoisyytta pisteessa

Jakaumat Bin(100, 0.1) ja N(10, 9)

AT
py |

V%

6 71\81\9 10 11 12

x=38
voidaan approksimoida

varjostetun alueen pinta-alalla;
ks. kalvoja 2/3-3/3.

7.5 8.5

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Keskeinen raja-arvolause
Binomitodennakoisyydet ja

normaalijakauma: Esimerkki 2/3

e Olkoon X ~ Bin(n, p), jossa
n=100
p=0.1

« Talloin
/v (8)=0.1148
jossa
Jxx)
on binomijakauman
Bin(100, 0.1)
pistetodenndkoisyysfunktio.

0.15

0.1 -

0.05 -

Jakaumat Bin(100, 0.1) ja N(10, 9)

V%

AT
py |

6 71\81\9 10 11 12

7.5 8.5

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Keskeinen raja-arvolause

Binomitodennakoisyydet ja

normaalijakauma: Esimerkki 3/3

* Olkoot
U=np =10
o’=np(l-p)=9

jossa

n=100
p=0.1

o Talloin
(D(8+1/2—uj

o
—@(8_1/2_“j=o.1052
o

jossa @ on standardoidun
normaalijakauman N(0,1)
kertymdfunktio.

0.15

0.1 -

0.05 -

Jakaumat Bin(100, 0.1) ja N(10, 9)

AT T
py |
%

10 11 12

6 7 T 8 T 9

7.5 8.5

TKK
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Keskeinen raja-arvolause

Hypergeometrisen jakauman todennakoisyydet ja
normaalijakauma 1/2

» Hypergeometrinen jakauma
HyperGeom(N, r, n)

lahestyy perusjoukon koon N kasvaessa rajatta binomi-
jakaumaa

Bin(n, p)
jossa
p=r/IN

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Keskeinen raja-arvolause

Hypergeometrisen jakauman todennakoisyydet ja
normaalijakauma 2/2

» Siten hypergeometrista jakaumaa
HyperGeom(N, r, n)
voidaan suurille N approksimoida normaalijakaumalla

N(u, o?)

jossa

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Keskeinen raja-arvolause
Poisson-jakauma ja

normaalijakauma

Olkoon X ~ Poisson(A).
Siten
E(X)= A
Var(X)=A
T&ll6in
X-A

/111)11100 Pr( 72 < Zj =®P(2)

jossa @ on standardoidun normaalijakauman N(0,1)
kertymdfunktio.
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Keskeinen raja-arvolause

Poisson-jakauman todennakoisyydet ja
normaalijakauma 1/4

* Poisson-jakaumaa koskevan raja-arvolauseen mukaan
Poisson-jakaumaa

Poisson(A)

voidaan suurille A approksimoida normaalijakaumalla

N(u, o?)
jossa

u=21
o=

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Keskeinen raja-arvolause

Poisson-jakauman todennakoisyydet ja
normaalijakauma 2/4

Jos siis

X ~ Poisson(A)
niin Poisson-jakaumaa koskevan raja-arvolauseen mukaan
suurille A

Pr(a< X <b) ch(b:/z’lj—q{a\/;j

jossa ® on standardoidun normaalijakauman N(0,1)
kertymdfunktio.

TKK
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Keskeinen raja-arvolause

Poisson-jakauman todennakoisyydet ja
normaalijakauma 3/4

* Jos a ja b ovat kokonaislukuja, approksimaatio on hieman
parempi, jos kaytetian kaavaa

b+1/2—-A1 a—1/2-A1
P < X<h)=0] ()
fa<X£b) ( N ) ( N )

» Korjaustekijan 1/2 tarve perustuu sithen, etti diskreettid
Poisson-jakaumaa approksimoidaan jatkuvalla
normaalijakaumalla.
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Keskeinen raja-arvolause

Poisson-jakauman todennakoisyydet ja
normaalijakauma 4/4

« Jos annetaan a — —oo, saadaan approksimaatiotulos
h+1/2— /lj
JA

jossa Iy, on Poisson-jakauman kertymdfunktio.

Pr(X <b)=F,(b) zd)(

* Jos a = b, saadaan approksimaatiotulos

Pr(X:a):fX(a)zCI)(a-i_l/\/%_;tj—(D(a_l\g_ﬂj

jossa f,, on Poisson-jakauman pistetodenndkoisyysfunktio.
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Jatkuvia jakaumia

>> Log-normaali-, Cauchy-, Gamma-, Beta- ja Weibull-jakaumat

Jatkuva tasainen jakauma
Eksponenttijakauma
Normaalijakauma
Keskeinen raja-arvolause

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Jakaumia
Log-normaalijakauma

Satunnaismuuttuja X noudattaa log-normaalijakaumaa
parametrein i ja o2 , jos sen tiheysfunktio on

e B o]

2TO° X 2 o
o Merkitian:
X ~LogN(u,0?)
* QOdotusarvo:
E(X)=exp(u+0°/2)
e Varianssi.
Var(X) =exp[2(u+0?)]—exp[2(u+ 07 /2)]
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Jakaumia
Log-normaalijakauman tiheysfunktion kuvaajia

Oikealla on log-normaali-

jakauman tiheysfunktion 12

kuvaajia, kun ]
(i) u=-025,0"=1.5" o8
(i) u=0,0% =1 e
(iii) =1, 6% = 0.5 -

0

LogN(x,0%)

- LogN(-0.25,1.5%)

2
KLogN(O,l )

LogN(1,0.5%)

0

TKK
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Jakaumia

Log-normaalijakauman yhteydet muihin jakaumiin

* Jos

X ~LogN(u,0?)

niin satunnaismuuttuja
Y =log(X)

noudattaa normaalijakaumaa parametrein i ja o :
Y ~ N(u,07)

ja kaantien, jos
Y ~ N(u,07)

niin
X =Exp(Y) ~ LogN(u,07)
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Jakaumia

Cauchyn jakauma

Satunnaismuuttuja X noudattaa Cauchy-jakaumaa
parametrinaan @, jos sen tiheysfunktio on

fy=t.— !

: —, —00 <X < +oo
7 1+(x—6)

Merkitaan:

X ~ Cauchy(8)
Odotusarvo: Cauchy-jakaumalla ei ole odotusarvoa.
Varianssi: Cauchy-jakaumalla ei ole varianssia.

Parametr1 & on Cauchy-jakauman mediaani ja moodi.

TKK
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Jakaumia

Cauchy-jakauman tiheysfunktion kuvaaja

* Oikealla on Cauchy- Cauchy(0)

jakauman tiheysfunktion oS

kuvaaja, kun 04

=10 0.3

0.2 -

0.1 -

0 ‘
-4 3 2 1 0 1 2 3 4
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Jakaumia

Cauchyn jakauman yhteydet muihin jakaumiin

Jos satunnaismuuttuja Y noudattaa jatkuvaa tasaista
jakaumaa valilla (—7/2,+772) eli

Y ~ Uniform(—7z/2,+7/2)
jossa niin talloin
X =tan(Y) ~ Cauchy(0)
* Jos
X ~ Cauchy(0)
niin talloin
X ~t(1)

jossa t(1) on t-jakauma yhdella vapausasteella; ks. lukua
Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia.
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Jakaumia
Gamma-jakauma

Satunnaismuuttuja X noudattaa gamma-jakaumaa
parametrein & ja [, jos sen tiheysfunktio on

|
" T
 Merkitian:

X ~ Gamma(«, )
» QOdotusarvo:
E(X)=apf
e Varianssi.

Var(X) = aff’

a—le—x/ﬁ’xzo
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Jakaumia
Gamma-jakauman tiheysfunktion kuvaajia

* Oikealla on gamma-

Gamma(o;f)
jakauman tiheysfunktion 1

kuvaajia, kun 08 |\ LUammall.l)

1) a=1,6=1 0.6 -

(11) o = 2, ﬂ =1 0.4 | KGamma(Z,l)

(i) =2, =2 Gamma(2,2)

0.2 1
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Jakaumia
Gamma-jakauman yhteydet muihin jakaumiin 1/3

 Jos
X ~ Gamma(e, )
jossa & on kokonaisluku, niin talldin
Pr(X <x)=Pr(Y Z o)

jossa satunnaismuuttuja ¥ noudattaa Poisson-jakaumaa
parametrilla x//3

Y ~ Poisson(x/ f3)

« Lisatietoja Poisson-jakaumasta: ks. lukua Diskreetteja
jakaumia.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Jakaumia

Gamma-jakauman yhteydet muihin jakaumiin 2/3

* Jos
X ~ Gamma(e, )

jossa o= 1, niin talloin satunnaismuuttuja X noudattaa
eksponenttijakaumaa parametrilla 1/43:

X ~ Exp(1/ B)
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Jakaumia
Gamma-jakauman yhteydet muihin jakaumiin 3/3

* Jos
X ~ Gamma(e, )

jossa o= p/2 ja =2, niin tlldin satunnaismuuttuja X
noudattaa y’-jakaumaa vapausastein p :
X~x(p)

Lisdtietoja y?-jakaumasta: ks. lukua Normaalijakaumasta
johdettuja jakaumia.
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Jakaumia

Beta-jakauma

Satunnaismuuttuja X noudattaa beta-jakaumaa
parametrein & ja [, jos sen tiheysfunktio on

_ Do+ ) o RV = PN
f(x) N OT(B) x(1-x)"",0<x<1
* Merkitian:
X ~ Beta(e, )
* QOdotusarvo:
E(X)=a/(a+ f)

o Varianssi.

Var(X)=af/[(a+ B) (a+ B+1)]

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Jakaumia

Beta-jakauman tiheysfunktion kuvaajia 1/2

* Oikealla on beta-jakauman

Beta(a, /)

. . . .
f{lheysfunktlon kuvaajia, o1 4

un . )%
1) a=1,p=4 Beti(2,3)B » 113:%%5,1)
(i) a=2,8=3 2 eta(2,1.5)
(iil)azz,ﬁzl.s 1
(iv) =25, =1 . \

0 02 04 06 08 1
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Jakaumia

Beta-jakauman tiheysfunktion kuvaajia 2/2

* Oikealla on beta-jakauman

Beta(a, /)
tiheysfunktion kuvaajia, ¢
kun Beta(0.3,0.3)
. Beta(0.7,0.7)
) a=1, =1
eta(2,2
(i) ¢=0.7,3=0.7 Betagﬁ;f\)
(i) =2, =2
(iv) =03, =03 |
0 0.2 04 0.6 0.8 1

TKK (c) likka Mellin (2007) 116



Jakaumia

Beta-jakauman yhteydet muihin jakaumiin

 Jos
X ~ Beta(e, )

jossa =1 ja =1, niin talloin satunnaismuuttuja X
noudattaa jatkuvaa tasaista jakaumaa valilla (0,1) :

X ~ Uniform(0,1)
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Jakaumia

Weibull-jakauma

Satunnaismuuttuja X noudattaa Weibull-jakaumaa
parametrein yja [, jos sen tiheysfunktio on

f(x)—; e x 20

* Merkitian:
X ~ Weibull(y, )
* QOdotusarvo:
E(X)=8""TA+1/y)
 Varianssi.

Var(X) = B2'T(1+2/ y)—[E(X)]
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Jakaumia
Weibull-jakauman tiheysfunktion kuvaajia

Weibull(%/)

Oikealla on Weibull-

jakauman tiheysfunktion 1
kuvaajia, kun 08 -
(i) 7/20.8,,321 0.6 |
(i) y=2,f=1 04

(i) y=2, B=4

0.2

- Weibull(0.8,1)
- Weibull(2,1)

- Weibull(2,4)

TKK
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Jakaumia

Weibull-jakauman yhteydet muihin jakaumiin

e Jos

Y ~Exp(f)
niin satunnaismuuttuja

xX=y"
noudattaa Weibull-jakaumaa parametrein yja 3
X ~ Weibull(y, )
ja kdantien, jos
X ~ Weibull(l, 5)
niin
Y =X ~ Exp(f)
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