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Momenttiemafunktio
Momenttiemafunktion maaritelma

* Olkoon X satunnaismuuttuja.
e Oletetaan, etti odotusarvo
m,(t) = E(e¥)
on olemassa kaikille
te (—h, +h)
jossa i > 0 on vakio.

« Tallom funktiota m,(7) kutsutaan satunnaismuuttujan X ja
sen jakauman momenttiemafunktioksi eli momentit
generoivaksi funktioksi (mgf).
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Momenttiemafunktio
Momenttiemafunktion maaritelma:

Kommentteja 1/2

e Satunnaismuuttujan momenttiemafunktio eli momentit
generoiva funktio ei vdlttamdtta ole olemassa.

e Momenttiemafunktion

m (1) = E(e¥)
olemassaolo tarkoittaa sita, ettd odotusarvo
E(e™)

on darellinen.
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Momenttiemafunktio
Momenttiemafunktion maaritelma:

Kommentteja 2/2

e Satunnaismuuttujan X momenttiemafunktio
m(1) = E(e”)
on argumentin t funktio.

 Jos satunnaismuuttujan X momenttieméafunktio m,(#) on
olemassa, niin

m(0) = B(e?) = B(1) = |
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Momenttiemafunktio
Diskreettien satunnaismuuttujien

momenttiemafunktio

* Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jonka
pistetodenndkoisyysfunktio on

f(x) =Pr(X=x)
* Jos satunnaismuuttujan X momenttiemafunktio on
olemassa, niin se saadaan kaavalla

my (t)=E(e")=) " f(x)
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Momenttiemafunktio
Jatkuvien satunnaismuuttujien

momenttiemafunktio

* Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka
tiheysfunktio on

%)
« Jos satunnaismuuttujan X momenttiemafunktio on
olemassa, niin se saadaan kaavalla

=+ oo

m, (f) = E(e”) = j " £ (x)dx

— 0
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Momenttiemafunktio

Momenttiemafunktion yksikasitteisyys

Jos satunnaismuuttujan X momenttieméafunktio

mx(t) = E(e”)
on olemassa jossakin pisteen ¢ = 0 ymparistossa, se on

yksikisitteinen ja mairaa taysin satunnaismuuttujan X
todennakoisyysjakauman.

Tama merkitsee seuraavaa:

Jos satunnaismuuttujilla U ja V on sama momentti-
emdfunktio, satunnaismuuttujat U ja V' noudattavat samaa
todenndkoisyysjakaumaa.

TKK
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Momenttiemafunktio

Momenttiemafunktion yksikasitteisyys:
Seuraus 1/2

* Momenttiemafunktion yksikdsitteisyyttd kaytetaan usein
hyviaksi todenndkoisyyslaskennassa ja matemaattisessa
tilastotieteessa seuraavassa tilanteessa:

Tehtdvana on selvittia, mikd on satunnaismuuttujan U
jakauma.
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Momenttiemafunktio
Momenttiemafunktion yksikasitteisyys:

Seuraus 2/2

* Oletetaan, ettd voimme todistaa, ettd satunnaismuuttujan U
momenttiemafunktio

m?)
yhtyy pisteen ¢t = 0 ymparistdossa satunnaismuuttujan
momenttiemafunktioon

mi?)
jonka todennakoisyysjakauma tunnetaan.

« Talloin momenttiemafunktion yksikasitteisyydestd seuraa,
cttd satunnaismuuttuja U noudattaa samaa jakaumaa
Kuin satunnaismuuttuja V.
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Momenttiemafunktio
Momenttiemafunktio ja

satunnaismuuttujan momentit

Olkoon
m,(t) = E(e*)

satunnaismuuttujan X momenttiemafunktio eli momentit
generolva funktio.

Momentit generoivalla funktiolla m (¢) on kaikkien
kertalukujen derivaatat pisteessa t = 0 ja

d"m, (1)
dt"

=E(X")=¢,,k=1,2,3,...
t=0
jossa

o, = B(X¥)

on satunnaismuuttujan X k. (origo-) momentti.
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Momenttiemafunktio

Momenttiemafunktio ja
satunnaismuuttujan momentit: Perustelu

e Olkoon
m,(t) = E(e*)
satunnaismuuttujan X momentit generoiva funktio.
« Talloin
d*m, (1)
dt*

d" .
=g B

t=0 t=0

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Momenttiemafunktio

Momenttiemafunktio ja
satunnaismuuttujan momenttien maaraaminen

e Satunnaismuuttujan ja sen jakauman momentit voidaan
johtaa kdtevdsti kayttamalla hyvaksi jakauman momentit
generoivan funktion derivaattoja; ks. edellisia kalvoja.
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Momenttiemafunktio

Momenttiemafunktio ja

satunnaismuuttujan odotusarvo ja varianssi

* Satunnaismuuttujan X odotusarvo u, 2. momentti o, ja
varianssi o2 saadaan seuraavilla kaavoilla:

dm, (1)
—o, =E(X)=—2%
p=o=EX)=—22
d’m,(t)
o, =E(X?) = X
2 ( ) dt2 t:O

o = Var(X) = E[(X - u)*]= e, -

o
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Momenttiemafunktio

Momenttiemafunktion Taylorin sarjakehitelma

* QOlkoon
m,(t) = E(e*)

satunnaismuuttujan X momenttiemafunktio.

* Momenttiemafunktio m,(¢) voidaan kehittad Taylorin
sarjaksi

oo fk oo fk
m ()= EXH =2 o
k=0 ™ - k=0 " -

jossa
o, =EB(X")

on satunnaismuuttujan X k. momentti.
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Momenttiemafunktio

Momenttiemafunktion Taylorin sarjakehitelma:

Johto

Olkoon
my(t) = E(e")

satunnaismuuttujan X momenttiemafunktio.

Kehitetddn eksponenttifunktio e* Taylorin sarjaksi:

oo k
etX — Z (tX)
i k!

Ottamalla tista sarjakehitelmasti odotusarvo saadaan:

m, (6)=E(¢”) = E(Z“ ]

00 k
E(X*

;k,( )

”f_
k!
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Momenttiemafunktio

Momenttiemafunktion Taylorin sarjakehitelma ja
satunnaismuuttujan momentit

Olkoon
4] | w 4]
my () =B() =) —E(X)=) —a,
=i =i

satunnaismuuttujan X momenttiemafunktion Taylorin sarjakehitelma.

Derivoidaan tdma sarjakehitelma termeittdin #:n suhteen:
d'm, (1) <t %
—2 =% —EX'")=) —a,.,,k=12,3,...
dt" JZOZ 7! JZ(; g

Valitsemalla tdssa ¢ = 0, saadaan tulos:

k
% :E(Xk):ak,k=1,2,3,...

t=0
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Momenttiemafunktio
Satunnaismuuttujan lineaarimuunnoksen

momenttiemafunktio

* Olkoon
m,(t) = E(e*)
satunnaismuuttujan X momenttiemdfunktio.
* Olkoon
Y=a+bX
jossa a ja b ovat ei-satunnaisia vakioita.
« Satunnaismuuttujan Y momenttiemdfunktio on
m(t) = e*'m (br)
 Erityisesti, jos a = 0, niin

m(t) = m,(bt)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Momenttiemafunktio
Satunnaismuuttujan lineaarimuunnoksen

momenttiemafunktio: Perustelu

e Olkoon satunnaismuuttujan X momenttiemafunktio
m (1) = E[exp(iX)]
ja olkoon
Y=a+bX
jossa a ja b ovat ei-satunnaisia vakio.
e Talloin satunnaismuuttujan ¥ momenttiemafunktio on muotoa
my (1) = E[exp(1Y)]
= E[exp(t(a+bX))]
= E[exp(ta) exp(tbX)]
= exp(at) E[exp((b?) X)]
= exp(at)m, (bt)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Momenttiemafunktio
Satunnaismuuttujien summan momenttiemafunktio

 QOlkoot
X, X5 oo, X,

riippumattomia satunnaismuuttujia, joiden momentti-
emdfunktiot ovat

m, (1), my(?), ... ,m(?)
o Talloin summan

X=X+ X,+-+X
momenttiemafunktio on satunnaismuuttujien
X, X, ... , X, momenttieméfunktioiden fulo:

my(t) = m,()my(t) -+ m, ()
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Momenttiemafunktio
Satunnaismuuttujien summan momenttiemafunktio:
Perustelu 1/2

e Olkoot
X, X oo, X,
riippumattomia satunnaismuuttujia, joiden momenttiemdfunktiot ovat
(), my(0), ..., m(0)
« Mairitelladn satunnaismuuttuja
X=X+ X,++X
« Kaytamme hyvaksi sit, etta riippumattomien satunnaismuuttujien

tulon odotusarvo on tulon tekijoiden odotusarvojen tulo (ks. lukua
Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja jakaumat).
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Momenttiemafunktio

Satunnaismuuttujien summan momenttiemafunktio:

Perustelu 2/2

Siten
m (£) = E[exp(£X)]
=E[exp(t(X, + X, +---+ X ,))]
= E[exp(tX, +tX, +---+1X, )]
= E[exp(¢X, ) exp(¢X,)---exp(tX, )]
= E[exp(2X, )] E[exp(2X, )]--- E[exp(LX )]

=my (Omy (t)---my (1)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Momenttiemafunktio
Samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien

summan momenttiemafunktio

 QOlkoot
X, X5 oo, X,

riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia,
joiden momenttiemdfunktio on

m(1)
e Talloin summan
X=X+X,++X,
momenttiemafunktio on muotoa:

m(t) = [m(1)]"
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Momenttiemafunktio
Samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien

summan momenttiemafunktio: Perustelu

e QOlkoot
X, X oo, X,

riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, joiden
momenttiemdfunktio on

m(t)
« Mairitelladn satunnaismuuttuja
X=X+ X,++X,
« Riippumattomien satunnaismuuttujien summan momenttieméafunktiota
koskevasta yleisestd tuloksesta seuraa valittomasti, etta

my (t) = E[exp(tX)]
=m(t)m(t)---m(t) (nkpl)
=[m(@)]"
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Momenttiemafunktio
Samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien

aritmeettisen keskiarvon momenttiemafunktio

 QOlkoot
X, X5 oo, X,

riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia,
joiden momenttiemdfunktio (mgf) on

m(t)

 Talloin aritmeettisen keskiarvon
_ 1
X==> X,
n o

momenttiemafunktio on muotoa:

o)
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Momenttiemafunktio
Samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien

aritmeettisen keskiarvon mgf: Perustelu 1/2

e QOlkoot
X, X oo, X,

riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, joiden
momenttiemdfunktio (mgf) on

m(t)

* Mairitelldan satunnaismuuttuja

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Momenttiemafunktio
Samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien

aritmeettisen keskiarvon mgf: Perustelu 2/2

« Koska

A X, X, X,
X__ZX_ n n

riippumattomlen ja samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien
summan momenttiemafunktiota koskevasta yleisesta tuloksesta ja
satunnaismuuttujan lineaarimuunnoksen momenttieméafunktiota
koskevasta tuloksesta seuraa, etti

e (6) =[m(t/ m))’
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Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio

Momenttiemafunktio

>> Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita
Karakteristinen funktio

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita

Diskreetteja todennakoisyysjakaumia 1/2

Tarkastelemme seuraavien diskreettien todenndkoisyys-
jakaumien momenttiemafunktioita eli momentit
generoivia funktioita:

Diskreetti tasainen jakauma
Bernoulli-jakauma
Binomijakauma
Geometrinen jakauma
Negatiivinen binomijakauma
Poisson-jakauma

Lisdtietoja diskreeteistda todennakoisyysjakaumista:
ks. lukua Diskreetteja jakaumia.

TKK
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita

Diskreetteja todennakoisyysjakaumia 2/2

» Jokaisen tarkasteltavan jakauman momenttieméafunktiolle
esitetdadn johto.

« Johdettua momenttiemafunktioita sovelletaan jakauman
odotusarvon, 2. momentin ja varianssin mddrddamiseen.
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita

Diskreetti tasainen jakauma

« Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa diskreetti
tasaista jakaumaa.

« Talloin sen pistetodenndkoisyysfunktio on

f(x):Pr(X:x)zl,x:xk
n

k=12,...,n
jossa {x, X, ..., X, onreaaliakselin erillisten pisteiden
muodostama joukko.
« Diskreetin tasaisen jakauman momenttieméfunktio on

1 - Ix
my (1) :_Ze '

N =1
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Diskreetti tasainen jakauma:

Momenttiemafunktion johto

» Jos satunnaismuuttuja X noudattaa diskreettid tasaista jakaumaa, niin

sen momenttiemdfunktio on

() =E(e") = e £ ()
=Y e £
ol
= kzz;e ;
g

n =

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita

Diskreetti tasainen jakauma:
Odotusarvo ja varianssi 1/2

Diskreetin tasaisen jakauman momenttiemdfunktio on

1 n
my(0)=—3 e
k=1

1. derivaatta pisteessa ¢ = 0:

dm, (¢ 1 & . 1 <
X( ) :_Zxketk :_Zxk
dt t=0 n = =0 n k=
2. derivaatta pisteessa ¢t = 0:
d’m, ( 1 5w 1L
CON 23 e =13
ac |, n'a 0 hia

TKK
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita

Diskreetti tasainen jakauma:
Odotusarvo ja varianssi 2/2

 Siten diskreetin tasaisen jakauman odotusarvo u, 2. momentti a, ja
varianssi 0 ? saadaan seuraavilla kaavoilla:

dm, (1) Zxk —5

dr |_, nkl
Zxk
=0
] & 1 Y
o’ =Var(X)=o, -0 =—Zx,f —(—Zxkj
ns n

I & _
:_Z(xk _x)2
n =

U=E(X)=qa =

a, =E(X2)—7:;—X(t)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Bernoulli-jakauma

* Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa Bernoulli-
jakaumaa Ber(p).

« Talloin sen pistetodenndkoisyysfunktio on

f(x):Pr(X:x):pqu_x,O<p<1,q:1—p
x=0,1

* Bernoulli-jakauman momenttiemafunktio on

m,(t)=q+ pe'
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Bernoulli-jakauma:

Momenttiemafunktion johto

« Jos satunnaismuuttuja X noudattaa Bernoulli-jakaumaa Ber(p), niin
sen momenttiemdfunktio on

my (t)=E(e") = " f(x)

=" xPr(X =0)+e™ xPr(X =1)
=g+ pe'

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Bernoulli-jakauma:

Odotusarvo ja varianssi 1/2

« Bernoulli-jakauman Ber(p) momenttiemdfunktio on

my (1) =q+ pe'
« 1. derivaatta pisteessa ¢ = 0:

dmy (1) z
— e —
df -0 p t=0 p
e 2. derivaatta pisteessa ¢ = 0:
dsz (t) t
_— — e —
e’ | P =P

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Bernoulli-jakauma:

Odotusarvo ja varianssi 2/2

» Siten Bernoulli-jakauman Ber(p) odotusarvo u, 2. momentti o, ja
varianssi o ? saadaan seuraavilla kaavoilla:

dm (1
u=EX)=a =00
dt |-
d’m, (1)
o, =B(X*)=—ZE— =
2 ( ) dt2 L p
o’=Var(X)=a,-o =p-p°
= P4

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Binomijakauma

* Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa binomi-
jakaumaa Bin(n, p).

« Talloin sen pistetodenndkoisyysfunktio on

f(X)=Pr(X=X)=(n]pxq”"“,0<p<1,q=1—p
X

x=0,1,2,...,n
« Binomijakauman momenttiemafunktio on

my (t)=(q+ pe')"
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Binomijakauma:

Momenttiemafunktion johto 1

« Jos satunnaismuuttuja X noudattaa binomijakaumaa Bin(n, p), niin sen
momenttiemdfunktio on

m, (1)=E(e") =) " f(x)

— Zetx (ijan—x
x=0

— Z(Zj (pet )an—x
x=0

=(q+ pe')"
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Binomijakauma:

Momenttiemafunktion johto 2

Jos satunnaismuuttuja X noudattaa binomijakaumaa Bin(n, p), niin se
voidaan esittia riippumattomien, samaa Bernoulli-jakaumaa Ber(p)
noudattavien satunnaismuuttujien

X, Xy oo s X
summana:
X=X+ X,++X
Koska riippumattomien satunnaismuuttujien summan momentti-

emdfunktio on summan tekijoiden momenttiemdfunktioiden tulo (Ks.
kappaletta Momenttieméafunktio), niin

m (1) =E(e™ ) = m, (1)xm,(t)x---xm, (t)
=(q+ pe')x(q+ pe')x---x(q+ pe')
=(q+ pe')"

TKK
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Binomijakauma:

Odotusarvo ja varianssi 1/2

* Binomijakauman Bin(n, p) momenttiemdfunktio on

my (1) =(q+ pe')’
« 1. derivaatta pisteessa ¢ = 0:

d
mX(t) :n(q+pet)n—1pet =np
dt | )
« 2. derivaatta pisteessa ¢ = 0:
2
a0 | n(n=1)(q + pe')"” pe' pe' +n(q+ pe')" pe' |
|, =0

=npe' (q+ pe')"* | (n=1)pe' +(q+ pe') |

t=0

:np+n(n—1)p2
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Binomijakauma:

Odotusarvo ja varianssi 2/2

* Siten binomijakauman Bin(n, p) odotusarvo u, 2. momentti o, ja
varianssi o ? saadaan seuraavilla kaavoilla:

u=E(X)=a, = d’";;(” = np
=0
o, E(Xz)— my (1) :np+n(n—1)p2
dt’ -

o’ =Var(X)=a, - =np+n(n-1)p> —n’p’
= npq

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Geometrinen jakauma

* Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa geometrista
jakaumaa Geom(p).

« Talloin sen pistetodenndkoisyysfunktio on

f(x):Pr(X:x):qu,O<p<1,q=1—p

x=12,3,...
* Geometrisen jakauman momenttiemafunktio on
t
pe
m (1) = p
1—qge
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Geometrinen jakauma:

Momenttiemafunktion johto

Jos satunnaismuuttuja X noudattaa geometrista jakaumaa Geom(p),
niin sen momenttiemdfunktio on

my (t)=E(e") = e" f(x)

TKK
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Geometrinen jakauma:

Odotusarvo ja varianssi 1/3

* Geometrisen jakauman Geom(p) momenttiemdfunktio on

pe’
1—gé'

mX(t):

« 1. derivaatta pisteessa ¢ = 0:

dmy (1)| _ pe'(1—ge')— pe'(—ge')
dt |._, (1-ge')’ Y
__pe
(-ge' )|,
_ 1
p

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Geometrinen jakauma:

Odotusarvo ja varianssi 2/3

* Geometrisen jakauman Geom(p) momenttiemdfunktio on

pe’
1—gé'

mX(t):

e 2. derivaatta pisteessa ¢ = 0:

d’my(1)| _ pe'(1-ge')’ — pe' -2(1—ge')(—ge')
dt* Y (1—ge')* Y
_pe(l+ge)
(1-ge'y |
_l+q
==

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Geometrinen jakauma:

Odotusarvo ja varianssi 3/3

« Siten geometrisen jakauman Geom(p) odotusarvo u, 2. momentti a, ja
varianssi o * saadaan seuraavilla kaavoilla:

dt = P
2
0(2=E(X2):d m)g(t) :1+2q
dt w P
2 o) 1+q 1
o =Var(X)=a, - =—5——;
P )4
_4
2
P
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Negatiivinen binomijakauma

* Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa negatiivista
binomijakaumaa NegBin(r, p).

« Talloin sen pistetodenndkoisyysfunktio on
1
J(x)=Pr(X =x) = ( 1]6] P ,0<p<l,g=l-p

r=123,...;x=r,r+Lr+2,...
« Negatiivisen binomijakauman momenttieméafunktio on
e
my (t) = (p )
(I-ge')
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Negatiivinen binomijakauma:

Momenttiemafunktion johto

« Jos satunnaismuuttuja X noudattaa negatiivista binomijakaumaa
NegBin(7, p), niin sen momenttiemdfunktio on

my (1) =E(e™) =) " f(x)

=(pe') (1-ge')”
_ (pe)
(1-ge')

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Negatiivinen binomijakauma:

Odotusarvo ja varianssi 1/3

« Negatiivisen binomijakauman NegBin(r, p) momenttiemdfunktio on

et r
m, (f) = (P )t r
(1-ge)
« 1. derivaatta pisteessa ¢ = 0:

dm, (t)| _r(pe') " pe'(1—ge') —(pe') r(1-ge) " (=ge')
dt /=0 (1 - qet )Zr =0
_ r(pe)
(1 . qet )r+1 »
_r
p

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Negatiivinen binomijakauma:

Odotusarvo ja varianssi 2/3

« Negatiivisen binomijakauman NegBin(r, p) momenttiemdfunktio on

et r
m, (f) = (p )t r
(I—ge')
e 2. derivaatta pisteessa ¢ = 0:
d’m, (1)
2

|,

_ 1 (pe') " pe'(1—ge")™ —r(pe) (r+1)(1-ge') (—ge')
(1 . qet)2r+2

_r(pe') (r+ge')
(1 . qet)r+2

_r2+rq
o 2

P

=0

t=0

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Negatiivinen binomijakauma:

Odotusarvo ja varianssi 3/3

« Siten negatiivisen binomijakauman NegBin(r, p) odotusarvo u,
2. momentti o, ja varianssi 0 saadaan seuraavilla kaavoilla:

at | P
2 2
+
%:E(Xz):dm)g(t) _r 2rq
dt » p
P yrg  r
o’=Var(X)=0a,—-0f =——5F——;
p p
rq

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Poisson-jakauma

* Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa Poisson-
jakaumaa Poisson(A).

« Talloin sen pistetodenndkoisyysfunktio on
e A"

x!
x=0,1,2,...

* Poisson-jakauman momenttiemafunktio on

A>0

f(x)=Pr(X =x)=

mX (t) — eﬂ(et -1)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Poisson-jakauma:

Momenttiemafunktion johto

 Jos satunnaismuuttuja X noudattaa Poisson-jakaumaa Poisson(A), niin
sen momenttiemdfunktio on

my (t)=E(e") =) e" f(x)
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Poisson-jakauma:

Odotusarvo ja varianssi 1/2

« Poisson-jakauman Poisson(A) momenttiemdfunktio on
mX (t) — e/l(e’—l)

« 1. derivaatta pisteessa ¢ = 0:

de (t) _ e/i(e’ _l)ﬂet . ﬂetw%(e’ -1) -1
dr |._, 1=0 =0
o 2. derivaatta pisteessa ¢ = 0:
d’m(t :
)g( ) :ﬂezw%(e —l)(1+/1€t) :/1+/12
dt” | _, =0

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Poisson-jakauma:

Odotusarvo ja varianssi 2/2

 Siten Poisson-jakauman Poisson(A) odotusarvo u, 2. momentti o, ja
varianssi 0 ? saadaan seuraavilla kaavoilla:

dm (1)

=E(X)=q = =A
U=E(X)=0 a |
d’m,(t)
=B(X)=—2 =21
0!2 ( ) dt2 .
o’ =Var(X)=a, -’ = A+ A’ - 1?

=A

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio

Momenttiemafunktio

Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
>> Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita

Karakteristinen funktio

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita

Jatkuvia todennakoisyysjakaumia 1/2

« Tarkastelemme seuraavien jatkuvien todenndkoisyys-
jakaumien momenttiemafunktioita eli momentit
generoivia funktioita:

— Jatkuva tasainen jakauma
— Eksponenttijakauma
— Normaalijakauma

» Lisdtietoja jatkuvista todenniakoisyysjakaumista:
ks. lukua Jatkuvia jakaumia.
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Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita

Jatkuvia todennakoisyysjakaumia 2/2

» Jokaisen tarkasteltavan jakauman momenttieméafunktiolle
esitetdadn johto.

« Johdettua momenttiemafunktioita sovelletaan jakauman
odotusarvon, 2. momentin ja varianssin mddrddamiseen.
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Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita
Jatkuva tasainen jakauma

* Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa jatkuvaa
tasaista jakaumaa Uniform(a, b).

« Talloin sen tiheysfunktio on
1
X)=
f=—

e Jatkuvan tasaisen jakauman momenttieméifunktio on
bt

,a<x<b

at
e —e
mX(t):

t(b—a)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita
Jatkuva tasainen jakauma:

Momenttiemafunktion johto

» Jos satunnaismuuttuja X noudattaa jatkuva tasaista jakaumaa
Uniform(a, b), niin sen momenttiemdfunktio on

oo

m,(t)=E(e") = j e” f(x)dx

:otx 1
=£e b—adx

1 [T
bt at

e —e

~ib-a)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita
Jatkuva tasainen jakauma:

Odotusarvo ja varianssi 1/3

Jatkuvan tasaisen jakauman Uniform(a, b) momenttiemdfunktio on
ebt . eat
t(b—a)
1. derivaatta pisteessa ¢ = 0:
dm, ()|  (be" —ae)t(b—a)—(e" —e")(b—a)

mX(t):

dt |, t*(b—a)’ .
B (bebt _aeat)t_(ebt _eat)
t*(b—a) 0
_a+b
2

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita
Jatkuva tasainen jakauma:

Odotusarvo ja varianssi 2/3

« Jatkuvan tasaisen jakauman Uniform(a, b) momenttiemdfunktio on

ebt . eat
m,(t)=
x (1) b—a)
e 2. derivaatta pisteessa ¢ = 0:
d’m, (t)
2
| _,
(B —ate™ )t + (be” —ae™)—(be” —ae™))t* (b—a)
t*(b—a)’
B [(be” —ae™ )t —(e” —e™)]2t(b—a)
(b—a) B
(b —ate™) —2(be” —ae™ )t +2(e” —e")|  a’+ab+b’
£ (b—a) 3 3
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Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita
Jatkuva tasainen jakauma:

Odotusarvo ja varianssi 3/3

« Siten jatkuvan tasaisen jakauman Uniform(a, b) odotusarvo u,
2. momentti o, ja varianssi 0 saadaan seuraavilla kaavoilla:

dm (1) a+b
:E X =0, = X =
u=E=a =0 =5
2 2 2
0(2=E(X2)=d m)g(t) _a +ab+b
|, 3
5 , a +ab+b> (a+b)
o' =Var(X)=o, - = -
3 4
_(b—a)2
12
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Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita

Eksponenttijakauma

* Oletetaan, etta satunnaismuuttuja X noudattaa
eksponenttijakaumaa Exp(A).

« Talloin sen tiheysfunktio on
f(x)=de™,1>0,x=0

* Eksponenttijakauman momenttiemafunktio on

A

mX(t):ﬁ

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita

Eksponenttijakauma:
Momenttiemafunktion johto

 Jos satunnaismuuttuja X noudattaa eksponenttijakaumaa Exp(A), niin
sen momenttiemdfunktio on

—+oo

m, (t)=E(e¥) = j " £ (x)dx
= Te’x/ie_)“xdx

[oe]

(t— /I)xdx

ek
]

A
A—t

TKK (c) likka Mellin (2007)



Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita

Eksponenttijakauma:
Odotusarvo ja varianssi 1/2

« Eksponenttijakauman Exp(A) momenttiemdfunktio on

A
m,(t)=——
x (1) p
* 1. derivaatta pisteessa ¢ = 0:
dm,(t)| = A _1
dt |, (A-0Y], 4
e 2. derivaatta pisteessa ¢ = 0:
d’m, () = 24 2
a* |, (A=Y, A

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita

Eksponenttijakauma:
Odotusarvo ja varianssi 2/2

 Siten eksponenttijakauman Exp(A4) odotusarvo u, 2. momentti a, ja
varianssi o * saadaan seuraavilla kaavoilla:

dm., (t) 1
:E X =0 = X = —
H=BEX)=a a |, A
d’*m, (1) 2
o, =E(X*)=—2—4 ==
2 ( ) dt2 t=0 2’2
Gszar(X)zaz—alzzé—%
1
7

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita
Normaalijakauma

* Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa normaali-
jakaumaa N(u, o?).

« Talloin sen tiheysfunktio on

1 1 x—ﬂf
= exXps —— ,—oo < <400 0>0
J)= p{ 2( . } H

—00 < X < o0
« Normaalijakauman momenttiemafunktio on

m, (1) =exp(ut +Lo’t’)
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Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita
Normaalijakauma:

Momenttiemafunktion johto

« Jos satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa N(u, o ?), niin
sen momenttiemdfunktio on

“+oo

m, (f)=E(e™) = j " £(x)dx

—00

= __[oexp(tx) iy oy exp{

=exp(ut ++0o’t?)

xjgrexp{

pt+io’t

~[x—2(u+ o) } dx

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita
Normaalijakauma:

Odotusarvo ja varianssi 1/2

e Normaalijakauman N(u, 0?) momenttiemdfunktio on
my (1) = exp(ut ++0°t*)
e 1. derivaatta pisteessa ¢ = 0:

dm (¢ 1522
D) _ o (ot =
dt | (=0
o 2. derivaatta pisteessa ¢ = 0:
dzm t 1 2.2 1 2.2
)g() :|:eﬂt+ 50t (,U+O'2f)2 ﬂt+ ato_2:|
dt -0 =0

:,U2+0'2

TKK (c) likka Mellin (2007)



Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita
Normaalijakauma:

Odotusarvo ja varianssi 2/2

 Siten normaalijakauman N(u, 0?) odotusarvo u, 2. momentti o, ja
varianssi o * saadaan seuraavilla kaavoilla:

dm. (1)
=E(X)=q, = X =
H=E(X) =0 i |
2
o, =E(X2):—d ]:;)g(t) =y’ +0o’
! =0

o’=Var(X)=a,-o =1’ +0° — i’

:O'Z

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio

Momenttiemafunktio

Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita

Jatkuvien jakaumien momenttiemafunktioita
>> Karakteristinen funktio

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Karakteristinen funktio
Karakteristisen funktion maaritelma

* Olkoon X satunnaismuuttuja.
« Talloin odotusarvo
P (1) =E@™),i=~-1
on satunnaismuuttujan X ja sen jakauman karakteristinen
funktio.
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Karakteristinen funktio
Karakteristisen funktion maaritelma:

Kommentteja

e Satunnaismuuttujan karakteristinen funktio on — toisin
kuin sen momenttiemafunktio — aina olemassa.

« Karakteristisen funktion
P, () =E(e™),i=V-1
olemassaolo tarkoittaa sita, ettd odotusarvo
E(eiX)
on aina ddrellinen.
* Satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio
P () =E(e™),i=V-1

riippuu vain argumentista t.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Karakteristinen funktio
Karakteristinen funktio ja

momenttiemafunktio

« Jos satunnaismuuttujan X momenttiemdfunktio
m,(t) = E(e¥)
tunnetaan, saadaan sen karakteristinen funktio
0, () =E(™),i=~-1
momenttiemafunktiosta sijoituksella

t it i=~—1

TKK (c) likka Mellin (2007)

77



Karakteristinen funktio
Karakteristisen funktion ominaisuuksia

e QOlkoon
@y (1) = E(eitX) 1= \/_—1
satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio.
« Aina patee:
(1) @x(0)=E(e’)=E(1)=1
(11) |@d®)| < 1 kaikille t € (—oo, +o00).
(1) @, (=) =@, (1)
jossa merkinta z tarkoittaa kompleksiluvun z
konjugaattia.

(1v) @) on tasaisesti jatkuva kaikille ¢ € (—oo, +o0).
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Karakteristinen funktio
Diskreettien satunnaismuuttujien

karakteristinen funktio

Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jonka
pistetodenndkoisyysfunktio on

Jx(x) =Pr(X = Xx)

Satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio saadaan
kaavalla

o, (1) =E(E™ )= e" f (x),i=+-1

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Karakteristinen funktio
Jatkuvien satunnaismuuttujien

karakteristinen funktio

* Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka
tiheysfunktio on

Jxx)

e Satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio saadaan
kaavalla

+ o0

P () =E(™) = | &" f (v)dx,i=V-1

— O

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Karakteristinen funktio
Inversioteoreema 1/2

e Olkoon
Fx)=Pr(X<x)
satunnaismuuttujan X kertymdfunktio ja
P () =E(e™),i=V-1
sen karakteristinen funktio.
e OQletetaan, etta
(a—h,a+ h)

sellainen reaaliakselin vali, ettd kertyméafunktio F,(x) on
Jjatkuva vdilin pddtepisteissd.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Karakteristinen funktio
Inversioteoreema 2/2

* Talloin
F.(a+h)-F,(a-h)

+T

I smiht) i

1
= lim
T'—+e g7

Oy ()dt

-T

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Karakteristinen funktio
Inversioteoreema:

Kommentteja

Jos jakauman karakteristinen funktio tunnetaan, voidaan
jakauman kertymdfunktio mddrdtd inversioteoreemassa
maaritellyn rajaprosessin avulla.

Myos karakteristisen funktion yksikasitteisyys voidaan
todistaa inversioteoreeman avulla.

TKK

(c) llkka Mellin (2007) 83



Karakteristinen funktio
Inversioteoreema ja

jatkuvat jakaumat 1/2

* Olkoon
P ()=E(e™),i=V-1
satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio.
e OQOletetaan, etti
| o)
on integroituva Kaikille t € (—oo, +o0).

« Talloin satunnaismuuttuja X on jatkuva ja sen tiheys-
funktio f(x) saadaan kaavalla

fo) === [ ey (e, i =T
21 ©

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Karakteristinen funktio
Inversioteoreema ja

jatkuvat jakaumat 2/2

 Huomaa, ettd jatkuvan satunnaismuuttujan X
karakteristinen funktio

+ o0

o ()= [ € f(X)dx,i=~-1

— 00

on satunnaismuuttujan X tiheysfunktion Fourier-
muunnos ja

fo) === [ gy (e, =T
2w

on sen kaanteinen Fourier-muunnos.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Karakteristinen funktio
Karakteristisen funktion yksikasitteisyys

* Satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio
NOES:CRONENS
on yksikasitteinen ja maaraa tiaysin satunnais-
muuttujan X todennikoisyysjakauman.
« Tama merkitsee seuraavaa:

Jos satunnaismuuttujilla U ja V on sama karakteristinen
funktio, satunnaismuuttujat U ja V' noudattavat samaa
todenndkoisyysjakaumaa.
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Karakteristinen funktio
Karakteristisen funktion yksikasitteisyys:

Seuraus 1/2

« Karakteristisen funktion yksikdsitteisyyttd kaytetdan usein
hyviaksi todennidkoisyyslaskennassa ja matemaattisessa
tilastotieteessi seuraavassa tilanteessa:

Tehtdvana on selvittia, mikd on satunnaismuuttujan U
jakauma.
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Karakteristinen funktio
Karakteristisen funktion yksikasitteisyys:

Seuraus 2/2

* Oletetaan, ettd voimme todistaa, ettd satunnaismuuttujan U
karakteristinen funktio

P(?)
yhtyy satunnaismuuttujan J karakteristiseen funktioon
P1)
jonka todennakoisyysjakauma tunnetaan.
« Talloin karakteristisen funktion yksikasitteisyydesta

seuraa, etta satunnaismuuttuja U noudattaa samaa
jakaumaa kuin satunnaismuuttuja V.
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Karakteristinen funktio
Satunnaismuuttujan momentit ja

karakteristisen funktion derivaatat 1/2

* Olkoon
0, () =E(e™),i=+/-1
satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio.
* Oletetaan, ettd satunnaismuuttujan X r. (origo-) momentti
o =E(X")
on olemassa.

 Talloin karakteristinen funktio ¢,(?) on differentioituva
kertalukuun r ja

k
o, =E(X")= i 4 Z);(t) i=-1,k=12,...r
l

t=0
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Karakteristinen funktio
Satunnaismuuttujan momentit ja

karakteristisen funktion derivaatat 2/2

* Olkoon
NOES:CRONENS
satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio.

« Oletetaan, ettda satunnaismuuttujan X karakteristinen
funktio @,(#) on differentioituva kertalukuun r.

o Talloin kaikki momentit
o, =B(X"),k=12,...r
ovat olemassa, jos r on parillinen ja kaikki momentit
o, =B(X"),k=12,...,r-1

ovat olemassa, J0s r on pariton.
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Karakteristinen funktio
Karakteristisen funktion derivaatat ja

satunnaismuuttujan momentit: Johto

e Olkoon
0 () =E(e"),i=~1
satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio.

« Jos E(X¥) on olemassa, niin

dk(”x(t) d" X
. TrXxX\/ — _E it
dt* dt" (™)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Karakteristinen funktio
Karakteristisen funktion derivaatat ja

satunnaismuuttujan momentit 1/2

* Jos satunnaismuuttujan momentit ovat olemassa, niin
ne voidaan johtaa kdtevdsti kayttamalla hyvaksi jakauman
karakteristisen funktion derivaattoja; ks. edellisia kalvoja.
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Karakteristinen funktio

Karakteristisen funktion derivaatat ja

satunnaismuuttujan momentit 2/2

* Satunnaismuuttujan X odotusarvo u, 2. momentti o, ja
varianssi o2 saadaan seuraavista kaavoista:

do, (1) . . .
=iB(X)=iq, =
a | (E(X) =ia, =iy
o (1) _.
d;g B =i"B(X*)=-q,

o’ =Var(X)=E[(X-u)']=«

jossa

i=~/-1

— alz

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Karakteristinen funktio
Karakteristisen funktion Taylorin sarjakehitelma

* Olkoon
0y () =E(e™),i=~/-1
satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio.
* Oletetaan, ettd satunnaismuuttujan X r. (origo-) momentti
o =E(X")
on olemassa.

 Talloin karakteristinen funktio ¢,(¢) voidaan kehittda
Taylorin sarjaksi

@, (1) = Z (i;;)' E(X)+o(t") = Z

jossa o(#)/t" — 0, kun t — 0.

(’Z)!k a +o(t")
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Karakteristinen funktio
Riippumattomien satunnaismuuttujien summan

karakteristinen funktio

 QOlkoot
X, X, oo, X,

riippumattomia satunnaismuuttujia, joiden karakteristiset
funktiot ovat

¢1(t)9 ¢2(t)9 T ¢n(t)

e Talloin summan
X=X+ X,+-+X
karakteristinen funktio on satunnaismuuttujien
X, X,, ... , X, karakterististen funktioiden tu/o:

O = (D Py(1) - @, (1)
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Karakteristinen funktio
Riippumattomien satunnaismuuttujien summan

karakteristinen funktio: Perustelu 1/2

e Olkoot
X, X oo, X,
riippumattomia satunnaismuuttujia, joiden momenttiemdfunktiot ovat

@1(0» @2(09 tee o ¢n(t)

* Mairitelladn satunnaismuuttuja
X=X+ X,++X
« Kaytimme hyvaksi sita, etta riippumattomien satunnaismuuttujien

tulon odotusarvo on tulon tekijoiden odotusarvojen tulo (ks. lukua
Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja jakaumat).
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Karakteristinen funktio
Riippumattomien satunnaismuuttujien summan

karakteristinen funktio: Perustelu 2/2

« Siten

@y (1) = E[exp(itX )]
[exp(it(X, + X, +--+ X,))]
[exp(itX, +itX, +---+itX, )]
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