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Kokonaistodennakoéisyys ja Bayesin kaava: Johdanto

Esimerkki laadunvalvonnasta 1/10

* Ruuvitehtaalla on kaksi konetta A ja B, joilla tehdaan samanlaisia
ruuveja.

* A- ja B-koneen valmistamat ruuvit sekoitetaan ja pakataan laatikoihin.

» Koska A-kone toimii hitaammin, laatikoihin tulee A- ja B-koneiden
valmistamia ruuveja suhteessa 3:5.

* (Osa kummankin koneen valmistamista ruuveista on viallisia:
(i) 5% A-koneen valmistamista ruuveista on viallisia.
(i) 8 % B-koneen valmistamista ruuveista on viallisia.
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Kokonaistodennakoéisyys ja Bayesin kaava: Johdanto
Esimerkki laadunvalvonnasta 2/10

Valitaan satunnaisesti laatikollinen ruuveja tutkittavaksi.
Poimitaan valitusta laatikosta satunnaisesti 1 ruuvi tutkittavaksi.
Kysymyksia:

(i) Mika on todennékadisyys, ettd poimittu ruuvi on viallinen?

(i) Mika on todenndkdisyys, etta ruuvin on valmistanut A-kone, jos
ruuvi osoittautuu vialliseksi?

(itl1) Mika on todenndkdisyys, ettd ruuvin on valmistanut B-kone, jos
ruuvi osoittautuu vialliseksi?
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Kokonaistodennakoéisyys ja Bayesin kaava: Johdanto

Esimerkki laadunvalvonnasta 3/10

 Merkintgja:
Otosavaruus S muodostuu laatikollisesta ruuveja
Tapahtuma A = ”Ruuvin on valmistanut A-kone”
Tapahtuma B = ”Ruuvin on valmistanut B-kone”
Tapahtuma V = ”Ruuvi on viallinen”

e Seuraavat todennakaoisyydet tunnetaan:
Pr(A) = 3/8 Pr(V|A) = 0.05
Pr(B) =5/8 Pr(V|B) =0.08

* Seuraavia todennakdoisyyksia kysytaan:
Pr(V)
Pr(A|V)
Pr(B|V)
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Kokonaistodennakoéisyys ja Bayesin kaava: Johdanto

Esimerkki laadunvalvonnasta 4/10

 Tapahtumat A ja B muodostavat otosavaruuden S osituksen:
(1) A jaB ovat epatyhjia:

AxJjaB#J

(if) A ja B ovat pistevieraita:
ANB =

(i) Joukkojen A ja B yhdisteena saadaan perusjoukko S:
S=AuUB
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Kokonaistodennakoéisyys ja Bayesin kaava: Johdanto

Esimerkki laadunvalvonnasta 5/10

o QOsitus S = AUB indusoi osituksen tapahtumaan V, milla tarkoitetaan
seuraavaa:

(i) Jos V on epatyhja eli V = &, ainakin toinen joukoista VA ja
VB on epatyhja:
VA= JtailVNB = J
(i) VNA ja VB ovat pistevieraita:
(VNA)N(VNB) = &
koska AnNB =
(it1) Joukkojen VMA ja VB yhdisteena saadaan joukko V:
V=(VnA)u(VNB)
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Kokonaistodennakoéisyys ja Bayesin kaava: Johdanto
Esimerkki laadunvalvonnasta 6/10
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Kokonaistodennakoéisyys ja Bayesin kaava: Johdanto

Esimerkki laadunvalvonnasta 7/10

Toisensa poissulkevien tapahtumien yhteenlaskusaannén mukaan:

Pr(V) =Pr(VnA) + Pr(VnB) (1)
Yleisen tulosddnnén mukaan:

Pr(VnA) = Pr(A)Pr(V|A) (2)

Pr(VnB) = Pr(B)Pr(V|B) (3)

Sijoittamalla lausekkeet (2) ja (3) kaavaan (1) saadaan toden-
nakoisyydeksi, ettd satunnaisesti poimittu ruuvi on viallinen:
Pr(V) =Pr(A)Pr(V|A) + Pr(B)Pr(V|B)
= (3/8)x0.05 + (5/8)x0.08
= 0.06875
=6.875 %

Todennakoisyyden Pr(V) lauseketta sanotaan kokonais-
todennadkoisyyden kaavaksi.
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Kokonaistodennakoéisyys ja Bayesin kaava: Johdanto

Esimerkki laadunvalvonnasta 8/10

Ehdollisen todennakdisyyden maaritelmén perusteella
Pr(A|V) = Pr(VnA)/Pr(V)
Pr(B|V) = Pr(VAB)/Pr(V)
Yleisen tulosédnnén mukaan
Pr(VnA) =Pr(V|A)Pr(A)
Pr(VvnB) =Pr(V|B)Pr(B)
Edelld on todettu, etta
Pr(V) =Pr(A)Pr(V|A) + Pr(B)Pr(V|B)

(4)
()

(6)
(7)

(8)
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Kokonaistodennakoéisyys ja Bayesin kaava: Johdanto

Esimerkki laadunvalvonnasta 9/10

« Sijoittamalla lausekkeet (6) ja (8) kaavaan (4) saadaan ehdolliseksi
todennakaoisyydeksi Pr(A|V).
Pr(A|V) _ Pr(V n A)
Pr(V)
- Pr(A)Pr(V |A)
~ Pr(A)Pr(V |A) +Pr(B)Pr(V |B)

§><O.O5 3
- 8 = -2 _027
2005+ °>x0.08 1
8 8

» Ehdollisen todennédkoisyyden Pr(A|V) lauseketta sanotaan Bayesin
kaavaksi.
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Kokonaistodennakoéisyys ja Bayesin kaava: Johdanto

Esimerkki laadunvalvonnasta 10/10

« Sijoittamalla lausekkeet (7) ja (8) kaavaan (5) saadaan ehdolliseksi
todennakaoisyydeksi Pr(B|V).
Pr(BV) = Pr(Vv nB)
Pr(V)
- Pr(B)Pr(V |B)
~ Pr(A)Pr(V |A) +Pr(B)Pr(V |B)

2,008 .
= 8 = -2 _0.73
2005+ °>x0.08 11
3 3

» Ehdollisen todennédkoisyyden Pr(B|V) lauseketta sanotaan Bayesin
kaavaksi.
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Kokonaistodennakdisyys ja Bayesin kaava

Kokonaistodennakdisyys ja Bayesin kaava: Johdanto
>> Kokonaistodennako6isyyden kaava
Bayesin kaava
Kokonaistodennako6isyyden ja Bayesin kaavojen systeemiteoreettinen
tulkinta

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Kokonaistodennakoisyyden kaava
Otosavaruuden ositus

e Otosavaruuden S osajoukot
B, B, ..., B,

muodostavat otosavaruuden
S osituksen toisensa pois-
sulkeviin tapahtumiin, jos

(i) B;#9,1i=1,2,...,n
() BB =9, 1]
(i) S=B;UB,u ... UB

n
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Kokonaistodennakoisyyden kaava
Otosavaruuden ositus:

Kommentteja

Otosavaruuden S ositus B;, B, ... , B, muodostaa
avaruuden S alkioiden luokkajaon, koska:

(i) Joukot B;, B, ..., B, ovat epatyhjia.

(i1) Joukot By, B, ..., B, ovat pareittain pistevieraita.
(ili) S=UB,

Jos tapahtumat B,, B,, ... , B, muodostavat otosavaruuden
S osituksen, tasmalleen yksi tapahtumista B, B,, ... , B,

sattuu aina, kun se satunnaisilmid, jonka tulosvaihtoehtoja
otosavaruus S kuvaa, esiintyy.
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Kokonaistodennakoisyyden kaava
Otosavaruuden osituksen indusoima ositus

e Olkoon A c S, A # I otos-
avaruuden S osajoukko.

e OlkoonB,, B,, ..., B,
otosavaruuden S ositus.

e Ositus B, B, ..., B,
Indusoi osituksen joukkoon
A:

(ANB)N(ANB;) = U, 1 #
ja
A = (AnB)U(AnB,)u

-+ U(ANB,)
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Kokonaistodennakoisyyden kaava

Kokonaistodennakdisyyden kaava:
Maaritelma 1/2

e Olkoon A c S, A # I otos-
avaruuden S osajoukko.

e OlkoonB,, B,, ..., B,
otosavaruuden S ositus.

e Olkoon (AmB,), (ANnB,),
..., (AmB,) osituksen B,
B,, ..., B, Indusoima ositus
joukkoon A.

e Yhteenlaskusaannon
perusteella

Pr(A) = Zn:Pr(Am B) (1)

B,
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Kokonaistodennakoisyyden kaava

Kokonaistodennakdisyyden kaava:
Maaritelma 2/2

 Yleisen tulosaannon
perusteella
Pr(AnB;) =Pr(B;)Pr(A|B))
1=1,2,...,Nn
o Sijoittamalla ndma
lausekkeet kaavaan (1),

saadaan kokonaistoden-
nakoisyyden kaava

Pr(A) = Zn:Pr(Bi) Pr(AB,)

B,
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Kokonaistodennakoisyyden kaava

Kokonaistodennakdisyyden kaava:
Kommentteja

Kokonaistodennakdisyyden kaava ilmaisee otosavaruuden
S osajoukon A todennakaoisyyden Pr(A) otosavaruuden S
osituksen B, B,, ..., B, maaraamien todennakaoisyyksien
Pr(B;) Ja ehdollisten todennakdisyyksien Pr(A|B;) avulla.

Kokonaistodenndkoisyyden kaava on kayttokelpoinen
sellaisissa tilanteissa, joissa todennakoisyydet Pr(B;) ja
ehdolliset todennakoisyydet Pr(A|B;) ovat tunnettuja.
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Kokonaistodennakoisyyden kaava
Riippumattomuus ja

kokonaistodennakdisyyden kaava

« Jos tapahtuma A on riippumaton jokaisesta tapahtumasta
B,, B,, ..., B, , kokonaistodennakoisyyden kaavasta el ole
hyGtya tapahtuman A todennakoisyytta maarattaessa.
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Kokonaistodennakoisyyden kaava
Riippumattomuus ja

kokonaistodennakdisyyden kaava: Perustelu

e JosALB;,1=12, ...,nniin
Pr(AnB,)=Pr(A)Pr(B,), 1=12,...,n
o TallGin

Pr(A) = Zn: Pr(AnB,) = Zn: Pr(A) Pr(B;)

= Pr(A)Zn: Pr(B.)
= Pr(A) _
koska
> Pr(B,) =1
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Kokonaistodennakdisyys ja Bayesin kaava

Kokonaistodennakdisyys ja Bayesin kaava: Johdanto
Kokonaistodennakoisyyden kaava
>> Bayesin kaava
Kokonaistodennako6isyyden ja Bayesin kaavojen systeemiteoreettinen
tulkinta

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Bayesin kaava

Bayesin kaava:
Maaritelma 1/2

e Olkoon A c S, A # I otos-
avaruuden S osajoukko.

e OlkoonB,, B,, ..., B,
otosavaruuden S ositus.

e Ehdollisen
todennakaoisyyden
maaritelman mukaan

Pr(ANB,)
Pr(A)

_ Pr(B;) Pr(A‘Bi)

~ Pr(A

Pr(B; |A) =
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Bayesin kaava
Bayesin kaava:

Maaritelma 2/2

e Soveltamalla nimittajaan
kokonaistodennakaoisyyden
kaavaa saadaan Bayesin
kaava:

(e ()= PT(BIPIAR)

ZPr(Bi) Pr(A|B,)
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Bayesin kaava

Bayesin kaava:
Kommentteja 1/3

Bayesin kaavan todennakoisyytta Pr(B;) kutsutaan
tavallisesti priori-todennakoisyydeksi.

prior (lat.), edeltava, aikaisempi
Todennakoisyytta Pr(B;) kutsutaan priori-
todennékoisyydeksi, koska se kuvaa ennakkokasitysta
tapahtuman B; todennakdisyydesté, ennen kuin on saatu
tietaq, ettd tapahtuma A on sattunut.
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Bayesin kaava

Bayesin kaava:
Kommentteja 2/3

Bayesin kaavan todennakdisyytta Pr(B;|A) kutsutaan
tavallisesti posteriori-todennakoisyydeksi.
posterior (lat.), jalkeen tuleva, myéhempi

Todennakoisyytta Pr(B;|A) kutsutaan posteriori-
todennékoisyydeksi, koska se kuvaa sitd miten ennakko-
kasitysta tapahtuman B, todennakoisyydesta kannattaa
muuttaa sen jalkeen, jos on saatu tietaq, etta

tapahtuma A on sattunut.

Posteriori-todennakoisyytta Pr(B;|A) kutsutaan usein
kaanteistodennakoisyydeksi, koska se on ’kaanteinen”
tunnettuun todennakoisyyteen Pr(A|B;) nahden.
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Bayesin kaava

Bayesin kaava:
Kommentteja 3/3

Bayesin kaava kertoo miten ennakkokasitysta tapahtuman
B, todennakoisyydesta on jarkevaa korjata sen jalkeen, kun
tapahtuma A on havaittu.

Bayesin kaava kertoo miten tietoa tapahtuman A sattumi-
sesta voidaan kayttaa hyvaksi tapahtuman B; todennakoi-
syyden arvioinnissa.

Bayesin kaava on kayttokelpoinen sellaisissa tilanteissa,

joissa todennakoisyydet Pr(B;) ja ehdolliset toden-
nakoisyydet Pr(A|B;) ovat tunnettuja.
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Bayesin kaava
Riippumattomuus ja

Bayesin kaava

« Jos tapahtuma A on riippumaton jokaisesta tapahtumasta
B,, B,, ..., B, tieto tapahtuman A sattumisesta el muuta
priori-todennakdisyyksia Pr(B;):

JosA 1L B;, B, ..., B, niin

Pr(B \A): Pr(B.), 1=12,...,n
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Kokonaistodennakdisyys ja Bayesin kaava

Kokonaistodennakdisyys ja Bayesin kaava: Johdanto
Kokonaistodennakoisyyden kaava
Bayesin kaava
>> Kokonaistodennakoisyyden ja Bayesin kaavojen systeemiteoreettinen
tulkinta

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Kokonaistodennakoisyyden ja Bayesin kaavojen systeemiteoreettinen tulkinta

Systeemiteoreettinen tulkinta
kokonaistodennakdisyyden ja Bayesin kaavoille 1/4

* Oletetaan, ettd systeemissa on alkutila L, valitilat
B,, B,, ..., B, Ja yksi sen lopputiloista on A.

e Oletetaan, ettd alkutilasta L voidaan paasta lopputilaan A
vain kaymalla jossakin valitiloista B, B,, ... , B,.

e Olkoot
Pr(B;) = Pr(Kaydaan valitilassa B;)
Pr(A|B;) = Pr(Valitilasta B; paastaan lopputilaan A)
Pr(A) = Pr(Paastaan lopputilaan A)
Pr(B;|/A) = Pr(Lopputilaan A tullaan valitilan B; kautta)
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Kokonaistodennakoisyyden ja Bayesin kaavojen systeemiteoreettinen tulkinta

Systeemiteoreettinen tulkinta
kokonaistodennakdisyyden ja Bayesin kaavoille 2/4

o Systeemia voidaan havainnollistaa seuraavalla verkko-

diagrammilla:
1

B
Pr(B;) : éi Pr(A|B))

)
° - O A

Bn
 Huomaa, ettd kuvioon el ole merkitty sit, etta valitiloista

B,, B,, ..., B, voidaan paasta myos muihin tilothin kuin
lopputilaan A.

Le®
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Kokonaistodennakoisyyden ja Bayesin kaavojen systeemiteoreettinen tulkinta

Systeemiteoreettinen tulkinta
kokonaistodennakdisyyden ja Bayesin kaavoille 3/4

o Kokonaistodennakaoisyyden kaavan mukaan

Pr(A) = Zn: Pr(AnB,) = Zn: Pr(B,)Pr(A/B)

* Pr(A) on todennakaoisyys sille, etta paastaan lopputilaan A.

« Kokonaistodennakoisyyden kaavan mukaan toden-
nakoisyys Pr(A) saadaan laskemalla yhteen alkutilasta L
lopputilaan A valitilojen B; , 1 =1, 2, ... , n kautta
kulkevien reittien todennakdisyydet

Pr(AnB;) = Pr(B;)Pr(A|B;)
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Kokonaistodennakoisyyden ja Bayesin kaavojen systeemiteoreettinen tulkinta

Systeemiteoreettinen tulkinta
kokonaistodennakdisyyden ja Bayesin kaavoille 4/4

e Bayesin kaavan mukaan
Pr(AnB;) Pr(AnB)

Pr(Bi ‘A) B Pr( A N
A > Pr(ANB)
_ Pr(B;) PI‘(A‘Bi; _ Pr(B,)Pr(A|B,)
A _anPr(Bi) Pr(AB)

* Pr(B;|A) on siis ehdollinen todennakaisyys sille, etta
on kayty valitilassa B; , kun ehtotapahtumana on se, etta
on paasty lopputilaan A.
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