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TodennakoOisyyden aksioomat

>> Todennakoisyyden maaritteleminen
Todennékdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Klassinen todennékdisyys, suhteellinen frekvenssi ja ehdollinen
todennakadisyys

Todennékodisyyden aksioomat aarettémissa otosavaruuksissa
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Todennékoisyyden maaritteleminen

Todennakoisyyden naiivit maaritelmat

LuvUuSSa Todennaksisyyslaskennan peruskasitteet

todenniikoisyydelle on esitetty kolme naiivia

maaritelmaa:

(i) Tapahtuman klassinen todennikoisyys on
tapahtumalle suotuisien tulosvaihtoehtojen
suhteellinen frekvenssi.

(i) Tapahtuman empiirinen todennakoisyys on
tapahtuman (tilastollisesti stabiili) suhteellinen
frekvenssi.

(i11) Todennakoisyys on tapahtuman sattumisen
mahdollisuuden mitta.
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Todennékoisyyden maaritteleminen
Todennakoisyyden naiivit maaritelmat:

Kommentteja

o Kuten ndemme, yksikaan todennakoisyyden naiiveista
maaritelmista (1)-(ii1) el tayta hyvan matemaattisen
maaritelman tunnusmerkkeja.
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Todennékoisyyden maaritteleminen

Klassinen todennakoisyys

Tarkastellaan satunnaiskoetta, johon liittyy n yhta toden-
nakoista tulosvaihtoehtoa.

Tarkastellaan ko. satunnaiskokeessa tapahtumaa A, johon
liittyy k yhta todennakoista tulosvaihtoehtoa, joita
sanotaan tapahtumalle A suotuisiksi.

Tapahtuman A klassinen todennékoisyys on tapahtumalle
suotuisien tulosvaihtoehtojen suhteellinen frekvenssi

K

N
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Todennékoisyyden maaritteleminen

Klassinen todennakoisyys:
EsimerkKki

Heitetdan kahta virheetonta noppaa.
Mika on tapahtuman

A = "Silmalukujen summaksi saadaan 11 tai 12”
todennakoisyys?

Kahden virheettdman nopan heitossa mahdolliset tulosvaihtoehdot
muodostuvat 6x6 = 36 lukuparista

i,j),1=1,2,3,4,5,6,)=1,2,3,4,5,6
joiden kaikkien todennékdisyys on 1/36.
Tapahtumalle A suotuisia tulosvaihtoehtoja on 3 kpl:
(5,6), (6,5), (6,6)
Siten tapahtuman A klassinen todennakadisyys on

k 3 1
Pr(A)=H=£=E
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Todennékoisyyden maaritteleminen

Klassinen todennakoisyys:
Kommentteja

Klassisen todenndakoisyyden maaritelma soveltuu vain
sellaisten satunnaisilmioiden tapahtumille, joissa tulos-
vaihtoehdot ovat symmetrisia eli yhta todennakaisia.

Klassisen todenndkdisyyden maaritelméaa ei voida soveltaa
sellaisiin satunnaiskokeisiin, joilla on aarettoman monta
tulosvaihtoehtoa.
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Todennékoisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys

Toistetaan jotakin satunnaiskoetta n kertaa.

Oletetaan, ettd tapahtuma A sattuu koetoistojen aikana f
Kertaa.

Jos tapahtuman A suhteellinen frekvenssi
f

N

lahestyy jotakin kiintedta lukua p koetoistojen lukuméaaran
n kasvaessa rajatta, on p tapahtuman A empiirinen
todennikoisyys.
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Todennékoisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Esimerkki 1/3

o Eraassa kyselytutkimuksessa selvitettiin miten suomalaiset suhtautuvat
Suomen mahdolliseen NATO-jasenyyteen.

o Tutkimus perustui satunnaisotokseen, jonon poimittiin arpomalla
1800
suomalaista.
e Otoksessa
1080
henkil6d ilmoitti vastustavansa NATO-jasenyytta.

TKK (c) llkka Mellin (2007)



Todennékoisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Esimerkki 2/3

« Tutkimusta voidaan kuvata satunnaisilmiona seuraavalla tavalla:
Satunnaiskoe:
Poimitaan yksi suomalainen arpomalla otokseen.
Koetoistojen lukumaara (otoskoko):
n =1800
Tapahtuma A:

Otokseen poimittu suomalainen vastustaa Suomen NATO-
jasenyytta.

Tapahtuman A frekvenssi koetoistojen joukossa:
f=1080

Tapahtuman A suhteellinen frekvenssi:

f 1080 0.6

n 1800
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Todennékoisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Esimerkki 3/3

» Jos otoksen poiminnassa kaytettiin arvontaa, voidaan olettaa, etta
tapahtuman A suhteellinen frekvenssi sailyy stabiilina, jos otoskokoa
kasvatetaan tai otantaa toistetaan.

» Jos oletus tapahtuman A suhteellisen frekvenssin stabiiliudesta
patee, havaittua suhteellista frekvenssia 0.6 on jarkevaa kutsua toden-
nakoisyydeksi, ettd satunnaisesti valittu suomalainen vastustaa Suomen
NATO-j4senyytta.
« Siten tapahtuman A empiirinen todennakoisyys on
Pr(A) =0.6
otoksesta saatujen tietojen perusteella.
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Todennékoisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Kommentteja

Empiirisen todennakoisyyden maaritelma edellyttaa

sita, ettd tapahtuman suhteellinen frekvenssi kayttaytyy
koetoistojen lukumaaran kasvaessa tilastollisesti stabiilisti.
Empiirista todenndkoisyytta el voida liittaa sellaisiin
satunnaisilmioihin, joista el ole havaintoja.

Tapahtuman empiirista todennakoisyytta el voida —
nimestaan huolimatta — maarata kokeellisesti, koska

aarettoman monen koetoiston tekeminen el ole
kaytanndssa mahdollista.

Mikaan ei takaa, etta empiirisen todennakoisyyden
maaritelmassa esiintyva raja-arvo on olemassa.
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Todennékoisyyden maaritteleminen

Todennakoisyys mittana

Todennikoisyytta voidaan kutsua mitaksi, joka mittaa
satunnaisilmion tapahtumavaihtoehtojen sattumisen
mahdollisuuksia.

* Venn-diagrammien kaytto todennakaoisyyslaskennan

peruslaskutoimitusten havainnollistamisessa perustuu juuri
siithen, ettd todennakoisyydella on mittana samantapaiset
ominaisuudet kuin pinta-alamitalla.
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Todennékoisyyden maaritteleminen

Todennakoisyys mittana:
Kommentteja

* Todennakoisyyden kutsuminen mitaksi sisaltaa jotakin
hyvin olennaista todennakoisyyden luonteesta.

e Todennakoisyydelld on samantapaiset ominaisuudet
kuin esimerkiksi pinta-ala- tai tilavuusmitalla paitsi, etta
tapahtuman todennakdisyydella on ylarajana varman
tapahtuman todennakdisyys 1.

o Todennakdisyyden kutsuminen sattumisen mahdollisuuden
mitaksi on kuitenkin kehamaaritelma:

Sattumisen mahdollisuus tarkoittaa suunnilleen samaa kuin
todennakaoisyys.
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Todennékoisyyden maaritteleminen

TodennakoOisyyden aksiomaattinen maarittely 1/2

* Yksikaan todennakoisyyden naiiveista maaritelmista el
tayta hyvan matemaattisen maaritelméan tunnusmerkkeja.

o Matemaattisesti kelvollisen yleisen méaritelman toden-
nakoisyydelle esitti vendlainen matemaatikko A. N.
Kolmogorov 1930-luvun alussa.

« Kolmogorovin aksioomien mukaan todennakoisyys-
laskenta on matemaattisen mittateorian osa.

e Todenndkoisyyden naiivit maaritelmét voidaan sijoittaa —
sopivasti muotoliltuina — Kolmogorovin aksioomajéarjes-
telmaan todennakdisyyden kasitteen tulkintoina tai
kuvauksina.
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Todennékoisyyden maaritteleminen

TodennakoOisyyden aksiomaattinen maarittely 2/2

e Seuraavissa kappaleissa tarkastellaan todennédkoisyyden
aksiomaattista maarittelya.

o Tarkastelu on jaettu kahteen osaan:

(i) Todennakoisyyden maarittely darellisissi otos-
avaruuksissa.

(i) Todennakoisyyden maarittely direttomissi otos-
avaruuksissa.

o Samalla tarkastellaan todennékaoisyyslaskennan lasku-
saantojen todistamista aksioomista lahtien.
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TodennakoOisyyden aksioomat

Todennakoisyyden maaritteleminen
>> Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Klassinen todennékdisyys, suhteellinen frekvenssi ja ehdollinen
todennéakadisyys

Todennéakdisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Todennékdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Boolen algebra:
Maaritelma 1/2

e Olkoon S joukko.

e Olkoon §F jokin joukon S osajoukkojen muodostama
joukkoperhe.

« Jos siis joukko A on joukkoperheen § alkio, niin A on
joukon S osajoukko:

AefF=AcS

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Todennékdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Boolen algebra:
Maaritelma 2/2

« Joukkoperhe § on Boolen algebra, josS

(1) Tyhja joukko & on joukkoperheen 3§ alkio:
Ded
(if) Jos joukko A on joukkoperheen § alkio, niin sen
komplementti A° on joukkoperheen -§ alkio:
AcEF=>Aef
(ii1) Jos joukot A ja B ovat joukkoperheen 3§ alkioita, niin
niiden yhdiste AUB on joukkoperheen § alkio:
Ae§,Beg=AuBeg§
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Todennékdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Boolen algebrat ja
joukko-opin operaatiot 1/2

e Olkoon § joukossa S méaaritelty Boolen algebra.
e Olkoot
AcgFjaBed
e Suoraan Boolen algebran aksioomien mukaan tyhja joukko
&, komplementtijoukot A° ja B¢ seka yhdiste AUB kuuluvat
joukkoperheeseen § :
&,A,B°, AuUBeF
» Liséksi voidaan osoittaa, ettd perusjoukko S, leikkaus ANB
seka erotukset A\B ja B\A kuuluvat joukkoperheeseen 3§

S,AnB,A\B,B\Ae§
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Todennékdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Boolen algebrat ja
joukko-opin operaatiot 2/2

Boolen algebrat ovat siis suljettuja tavanomaisten joukko-
opin operaatioiden suhteen.

Talla tarkoitetaan siita, ettd tavanomaiset joukko-opin
operaatiot eivat vie Boolen algebran ulkopuolelle:

Jos Boolen algebran § joukkoihin sovelletaan korkeintaan
aarellinen maara tavanomaisia joukko-opin operaatioita
komplementti, yhdiste, leikkaus ja erotus, niin tuloksena
saatavat joukot kuuluvat edelleen Boolen algebraan 3 .

Vrt. ylla sanottua lukujoukkojen ominaisuuksiin.
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Todennékdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Joukko-opin operaatiot

Olkoon § joukossa S maaritelty Boolen algebra.

Todistetaan seuraavat joukko-opin tulokset:
(i) Joukko S 3§

(i) JosAeF,Be§ ,ninANnBejd

(i) JosAe g, BeF ,ninA\Be§
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Todennékdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Joukko-opin operaatiot:
Perusjoukko 1/2

e Olkoon 3§ joukossa S maaritelty Boolen algebra.
o Talloin perusjoukko S kuuluu joukkoperheeseen § :

Se§

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Todennékdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Joukko-opin operaatiot:
Perusjoukko 2/2

* Vaite seuraa, siita etta
S=¢°

» Todistetaan siis, etta
O eF

e Aksiooman (i) mukaan
Ded

« Aksiooman (ii) mukaan
O*=SeF

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Todennékdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Joukko-opin operaatiot:
Leikkausjoukko 1/2

Olkoon § joukossa S

maaritelty Boolen algebra.

Olkoot
Ac§,Be§

Talloin joukkojen A ja B

leikkaukselle patee:
ANnBe§

)
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Todennékdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Joukko-opin operaatiot:
Leikkausjoukko 2/2

» VAite seuraa siita, ettd
DeMorganin lain mukaan

ANB=(A°UB°)"
» Todistetaan siis, etté
AcF,Beg=(A"UB* ) ¥
« Aksiooman (ii) mukaan
AcF BeF=>AeF,B° e
» Aksiooman (iii) mukaan
A B

A B ef=>AUB eF
* Vihdoin aksiooman (ii) mukaan

AAUB e = (AUB®) efF
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Todennékdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Joukko-opin operaatiot:
Erotusjoukko 1/2

Olkoon § joukossa S

maaritelty Boolen algebra.

Olkoot
Acg§,Be§

Talloin joukkojen A ja B

erotukselle patee:
A\BegF
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Todennékdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Joukko-opin operaatiot:
Erotusjoukko 2/2

e Vaite seuraa siita, etta
A\B=ANB"®

» Todistetaan siis, etta
AcF, Beg=>ANnB e

« Aksiooman (ii) mukaan
Beg=>BegF

» Leikkausjoukkoa koskevan
tuloksen mukaan

AcF B efF=ANB g A
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Todennékdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Boolen algebra:
Esimerkki

e Olkoon S mielivaltainen joukko.
e Olkoon
AcS
mielivaltainen joukon S osajoukko.
o Talloin joukkoperhe
§={@,A A S}
muodostaa Boolen algebran joukossa S, koska
() De§
(i) BeF=>BegF
(i) BegF,Ceg=>Buley

Tassa B ja C voivat olla mitké tahansa kaksi joukoista &, A, A°,S.

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Todennékdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Boolen algebra tapahtuma-algebrana 1/2

e Olkoon § otosavaruudessa S maaritelty Boolen algebra.

« Kutsutaan Boolen algebraan § kuuluvia otosavaruuden S
0sajoukkoja tapahtumiksi.

e JossiisAeF, niin A c S ja A on tapahtuma.

o Kautsutaan Boolen algebraan § kuuluvien otosavaruuden S
osajoukkojen alkioita alkeistapahtumiksi.

e Jossiis
se Aef§
jollekin A € §, niin s on alkeistapahtuma.
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Todennékdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Boolen algebra tapahtuma-algebrana 2/2

e Olkoon § otosavaruudessa S maaritelty Boolen algebra.
e Olkoot otosavaruuden S osajoukot A ja B tapahtumia eli
AcFjaBegF
o Talloin siis myos
Ac, B¢, AuUB,AnB, A\B, B\A
ovat tapahtumia.

 Siten otosavaruuden tapahtumista voidaan johtaa uusia
tapahtumia soveltamalla niithin tavanomaisia joukko-opin
operaatioita.
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Todennékdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Aarelliset otosavaruudet

* Olkoon S aarellinen otosavaruus, jossa on n alkiota.
e Olkoon
F={AAcS}
otosavaruuden S kaikkien osajoukkojen perhe, joten
joukkoperheessa § on

n(g)=2"
alkiota.

o Otosavaruuden S kaikkien osajoukkojen perhe §
muodostaa triviaalin Boolen algebran joukossa S.
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Todennékdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Todennakoisyyden aksioomat 1/2

e Olkoon S aarellinen otosavaruus ja § jokin sen
osajoukkojen muodostama Boolen algebra.

» Olkoon Pr joukkofunktio, joka liittda jokaiseen Boolen
algebraan § kuuluvaan otosavaruuden S osajoukkoon A
reaaliluvun Pr(A).

e JossiisAeg, niin Pr(A) el].
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Todennékdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Todennakoisyyden aksioomat 2/2

o Joukkofunktio Pr on todennakdoisyys, JOS

(i) Pr(S)=1
(i) O<LPr(A)<lkaikilleAef
(i) Aef,Bed, AnB=¢=
Pr(Au B)=Pr(A)+Pr(B)

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Todennékdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Todennakoisyyden aksioomat:
Kommentteja 1/2

« Adrellisen otosavaruuden todennakoisyyden aksioomien
(1)-(111) mukaan todennakaoisyys Pr on positiivinen,
aarellisesti additiivinen ja normeerattu mitta.

o Aksioomat (i) ja (iI), normeeraus ja positiivisuus:

AcS=0<Pr(A)<Pr(S) =1
o Aksiooma (iii), aarellinen additiivisuus:
ANB = < = Pr(AuB) = Pr(A) + Pr(B)

« Aksiooma (iii) on toisensa poissulkevien tapahtumien

yhteenlaskusaanto.
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Todennékdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Todennakoisyyden aksioomat:
Kommentteja 2/2

o Aksioomien (1)-(ii1) olennaisena sisaltona on siis se, etta
todennakoisyys on mitta matematiikan tarkoittamassa
mielessa.

* Todennakdisyyslaskentaa voidaan pitda matemaattisen
mittateorian osana.

o Aksioomien (1)-(i11) mukaan todennakoisyysmitalla on
samat ominaisuudet kuin pinta-alamitalla paitsi, etta
todenndkoisyysmitta on normeerattu niin, etta sen
yldraja on 1.

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Todennékdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Tapahtumien todennakoisyydet
aarellisessa otosavaruudessa

« Adrellisen otosavaruuden tapahtumista voidaan muodostaa
uusia tapahtumia soveltamalla Boolen algebran aksioomia
ja niista johdettuja joukko-opin laskusaantoja.

« Uusien tapahtumien todennakoéisyydet saadaan
soveltamalla aarellisen otosavaruuden todennakaoisyyden

aksioomia ja niista johdettuja todennakdisyyslaskennan
laskusaantoja.
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Todennékdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Adrelliset todennakoisyyskentat

o Kolmikko
(S,35,Pr)

muodostaa darellisen todennakoisyyskentin, jOsS
seuraavat ehdot patevat:
(1) Otosavaruus S on aarellinen.

(i) Joukkoperhe § on jokin joukon S osajoukkojen
muodostama Boolen algebra.
(i11) Joukkofunktio Pr on Boolen algebraan § kuuluville

otosavaruuden S osajoukoille maaritelty aarellisen
otosavaruuden todennakaoisyysmitta.

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Todennékdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Todennakoisyyslaskennan laskusaantojen

todistaminen

e Todistetaan seuraavat todennakadisyyslaskennan lasku-
saannot todennakoisyyden aksioomista lahtien:

(i) Mahdottoman tapahtuman todennakaoisyys.
(i) Komplementtitapahtuman todennakoisyys.
(il1) Osajoukon todennakaoisyys.
(iv) Yleinen yhteenlaskusiiinto.

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Todennékdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Mahdottoman tapahtuman todennakoisyys

e Olkoon S aarellinen otosavaruus.
e Olkoon & mahdoton tapahtuma.
o Tallbin

Pr(d) =0

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Todennékdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Mahdottoman tapahtuman todennakaoisyys:
Perustelu

* Olkoon § otosavaruuden S osajoukoille maaritelty Boolen algebra.

e Olkoon & mahdoton tapahtuma.

o Tall6in
Def§

» Joukot & ja S muodostavat otosavaruuden S osituksen:
JUS =S
NS =

e Todenndkodisyyden aksioomien (i) ja (iii) mukaan
1=Pr(S)=Pr(@uS)=Pr(d)+Pr(S)=Pr(d)+1
josta valttamatta seuraa
Pr(d)=0

TKK (c) llkka Mellin (2007)

41



Todennékdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Komplementtitapahtuman todennakaoisyys

* Olkoon A aarellisen otos-
avaruuden S tapahtuma.

« Talloin tapahtuman A
komplementtitapahtuman
Ac todennékoisyydelle
patee:

Pr(A*) =1-Pr(A)
AC
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Todennékdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Komplementtitapahtuman todennakoisyys:

Perustelu 1/2

e QOlkoon § otosavaruuden S
osajoukoille méaritelty Boolen
algebra.

o Vaiite:
AeF = Pr(A°)=1-Pr(A)

» Boolen algebran aksiooman (ii)
mukaan
AcE=>Aef

» Joukot A ja A° muodostavat
otosavaruuden S osituksen:

AUAC =S
ANA¢ =

AC

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Todennékdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Komplementtitapahtuman todennakoisyys:
Perustelu 2/2

* Todennakoisyyden aksioomien
(i) ja (i1i) mukaan

1=Pr(S)
=Pr(AuU A%)
=Pr(A) +Pr(A°%)

josta véite seuraa.

AC
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Todennékdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Osajoukon todennakoisyys

e Olkoot A ja B aarellisen
otosavaruuden S
tapahtumia.

e Olkoon B c A.
o Tall6in péatee:
Pr(B) < Pr(A)

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Osajoukon todennakadisyys:
Perustelu 1/2

» Olkoon § otosavaruuden S
osajoukoille méaaritelty Boolen
algebra.

e Viite:
Ae§,Bes,Bc A=
Pr(B) < Pr(A)

» Leikkaus- tai erotusjoukkoa
koskevan tuloksen mukaan

Ae§,Bef=
A\B=ANB ey

TKK (c) llkka Mellin (2007)



Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Osajoukon todennakadisyys:
Perustelu 2/2

o Koska B c A, joukot B ja A\B
muodostavat joukon A

osituksen:
BU(A\B) = A
BN(A\B) =

o Aksioomien (ii) ja (iii) mukaan
Pr(A) =Pr(B) + Pr(A\ B) > Pr(B)
miké oli todistettava vdite.

TKK (c) llkka Mellin (2007)



Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Yleinen yhteenlaskusaanto

e Olkoot A ja B aarellisen
otosavaruuden S
tapahtumia.

 Talloin patee yleinen
yhteenlaskusaanto:

Pr(AuB)
= Pr(A) + Pr(B) — Pr(AnB)

TKK (c) llkka Mellin (2007)



Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Yleinen yhteenlaskusaanto:
Perustelu 1/3

« Olkoon § otosavaruuden S
osajoukoille méaaritelty Boolen
algebra.

* Viite:

Ae§,Bef=
Pr(Au B)
=Pr(A)+Pr(B)—-Pr(AnB)

» Boolen algebran aksiooman (iii)

seka leikkaus- ja erotusjoukkoja
koskevien tuloksien mukaan

Ae§,Bef=

AuBe§,AnBe§
A\Beg,B\AegF

TKK (c) llkka Mellin (2007)



Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Yleinen yhteenlaskusaanto:

Perustelu 2/3

» Joukot A ja B\A muodostavat
joukon AUB osituksen:

(1) AUB =AU(B\A)
AN(B\A) =

» Joukot AnB ja B\A muodostavat
joukon B osituksen:

(2) B=(AnB)U(B\A)
(AnNB)N(B\A) = &

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Todennékdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Yleinen yhteenlaskusaanto:

Perustelu 3/3

o Osituksesta (1) ja aksioomasta
(ii1) seuraa:
(3) Pr(AuB) = Pr(A) + Pr(B\A)
o Osituksesta (2) ja aksioomasta
(ili) seuraa:
(4) Pr(B) =Pr(AnB) + Pr(B\A)
» Ratkaisemalla Pr(B\A) yhtalosta

(4) ja sijoittamalla ratkaisu
yhtaloon (3) saadaan vaite:

Pr(AUB)
= Pr(A) + Pr(B) — Pr(AnB)

TKK (c) llkka Mellin (2007)



TodennakoOisyyden aksioomat

Todennakoisyyden maaritteleminen
Todennékdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

>> Klassinen todennékdisyys, suhteellinen frekvenssi ja ehdollinen
todennéakadisyys

Todennéakdisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Klassinen todennakoisyys ja suhteellinen frekvenssi

Klassinen todennakoisyys ja
suhteellinen frekvenssi todennakoisyyksina

e (Osoitamme, etta klassinen todennakaisyys ja suhteellinen
frekvenssi toteuttavat — sopivasti maariteltying — aarellisen
otosavaruuden todennékoisyyden aksioomat.

 Siten klassista todennakaoisyytta ja suhteellista frekvenssia
voidaan pitaa todennakadisyyden tulkintoina.

TKK (c) likka Mellin (2007) 53



Klassinen todennakoisyys

Klassinen todennakoisyys:
Maaritelma 1/2

Olkoon S ={s;,s,, ..., S,} Johonkin satunnaiskokeeseen
liittyva &arellinen otosavaruus, jossa on n = n(S) alkeis-
tapahtumaa.

Oletetaan, etta otosavaruuden S alkeistapahtumat ovat
symmetrisia eli yhta todennakaisia.

Talloin
Pr(si):i,izl,Z,...,n
n
Olkoon A={s, s, ,...,s, | = S tapahtuma, jossa on

k = n(A) alkeistapahtumaa, joita sanotaan tapahtumalle A
suotuisiksi.

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Klassinen todennakoisyys
Klassinen todennakoisyys:

Maaritelma 2/2

o Maadritelldan tapahtuman A klassinen todennikoisyys
Pr.(A) kaavalla

Pr.(A) _k
n

jossa siis
k =n(A)
n=n(S)
 Kilassinen todennakaisyys Pr.(A) toteuttaa toden-

nakoisyyden aksioomat (i)-(ii1), joten klassinen toden-
nakoisyys on todennakoisyys.

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Klassinen todennakoisyys

Klassisen todennakdisyyden maaritelma:
Perustelu

Olkoon

Az{sil,siz,...,sik} =S ={s,S,,..15,}
Talloin

A:{sil}u{siz}u---u{sik}

ja lisdksi alkeistapahtumat

S 1=12,....K
ovat pareittain toisensa poissulkevia.
Koska alkeistapahtumats, , s, , ... , S, on oletettu symmetrisiksi,

todennékdisyyden aksioomasta (iii) seuraa:

=Pr.(A)

Pr(A) =Pr(s, ) +Pr(s, ) +---+Pr(s, ):1+---+£:5
1 2 k n n n

Kk kol

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Klassinen todennakoisyys

Klassinen todennakdisyys on todennakoisyys:
Perustelu 1/2

« Todistetaan, etta klassinen todennakdisyys Pr(-) toteuttaa
todennakoisyyden aksioomat.

o Aksiooma (i):
Koska n(S) = n, niin
Pr.(S)=n/n=1
o Aksiooma (ii):
Kaikille tapahtumille A — S patee
0<n(A)=k<n=n(S)
Siten
0<Pr(A)=k/n<1

TKK (c) llkka Mellin (2007)



Klassinen todennakoisyys
Klassinen todennakdisyys on todennakoisyys:
Perustelu 2/2

o Aksiooma (iii):
Jos tapahtumat A ja B ovat toisensa poissulkevia eli, jos AnB = &,
niin
Kag = Ka + Kg
Talloin y 1k
Pr.(AUB) = a8 _ ™ ¥
n n

k, K

_ A "e
n n

=Pr_ (A)+Pr.(B)

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Suhteellinen frekvenssi
Suhteellinen frekvenssi:

Maaritelma

e Olkoon S johonkin satunnaiskokeeseen liittyva aarellinen
otosavaruus.
e Olkoon A c S tapahtuma otosavaruudessa S.
« Toistetaan satunnaiskoetta n kertaa.
» Olkoon f, tapahtuman A frekvenssi koetoistojen joukossa.
o Talloin
1:A

n
on tapahtuman A suhteellinen frekvenssi.

TKK (c) likka Mellin (2007) 59



Suhteellinen frekvenssi

Suhteellinen frekvenssi on todennakoisyys

« Kaytetaan tapahtuman A suhteelliselle frekvenssille f,/n
merkintaa:

Pr. (A) :%

 Suhteellinen frekvenssi Pr{A) toteuttaa todennakoisyyden
aksioomat (1)-(iii), joten suhteellinen frekvenssi on
todennakoisyys.

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Suhteellinen frekvenssi
Suhteellinen frekvenssi on todennakoisyys:

Perustelu 1/2

« Todistetaan, etta suhteellinen frekvenssi Pr(-) toteuttaa
todennakaoisyyden aksioomat.

« Toistetaan satunnaiskoetta n kertaa.
o Aksiooma (i):
Koska otosavaruus S on varma tapahtuma eli S sattuu jokaisessa
koetoistossa, niin
fo=n
Siten
Pr{S)=fJ/n=n/n=1
o Aksiooma (ii):
Kaikille tapahtumille A — S patee 0 <f, <n.
Siten
0<Pr(A)=f/n<1

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Suhteellinen frekvenssi
Suhteellinen frekvenssi on todennakoisyys:
Perustelu 2/2

o Aksiooma (iii):
Jos tapahtumat A ja B ovat toisensa poissulkevia eli, jos AnB = &,

niin
fae = fa + 15
Talldin f f f
Pr,(AUB) = A& _ 1a™ T8
n n
_fa T
n n
=Pr, (A)+Pr, (B)

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Suhteellinen frekvenssi
Empiirinen todennakoisyys

« Jos tapahtuman A suhteellinen frekvenssi
Pr. (A) = T
n

lahestyy toistokokeiden lukuméaaran n rajatta kasvaessa

jotakin kiinteata lukua p, sanotaan lukua p tapahtuman A
empiiriseksi todennakoisyydeksi.

« Jos siis p on tapahtuman A empiirinen todennakaoisyys,
niin

Prf(A):%—> P, kun n — 400

TKK (c) likka Mellin (2007) 63



Suhteellinen frekvenssi

Todennakoisyyden frekvenssitulkinta

Oletetaan, ettd tapahtuman A todennékaoisyys on p.

Toistetaan sita satunnaiskoetta, johon tapahtuma A liittyy,
n kertaa.

Todennikoisyyden frekvenssitulkinnan mukaan

tapahtuman A suhteellinen frekvenssi

Pr. (A) = Ta
n

vaihtelee satunnaisesti koetoistosta toiseen, mutta saa

keskimaarin tapahtuman A todennakoisyytta p lahella

olevia arvoja.

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Ehdollinen todennakdisyys

Ehdollinen todennakodisyys todennakoisyytena

e Seuraavassa osoitetaan, etta ehdollinen todennakoisyys
toteuttaa aarellisen otosavaruuden todennakoisyyden
aksioomat.

« Siten ehdollista todennéakagisyytta voidaan pitaa toden-
nakoisyyden kasitteen laajennuksena.

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Ehdollinen todennakdisyys

Ehdollinen todennakoisyys:
Maaritelma

Olkoon S johonkin satunnaiskokeeseen liittyva aarellinen
otosavaruus.

Olkoot A — S ja C < S tapahtumia ja Pr(C) = 0.
Maaritelldan tapahtuman A ehdollinen todennakoisyys
Pr(A|C) kaavalla
Pr(AnC)

Pr(C)
Ehdollinen todennakodisyys Pr(A|C) toteuttaa toden-

nakoisyyden aksioomat (i)-(iii), joten ehdollinen toden-
niakoisyys on todennakoisyys.

Pr(AIC) =

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Ehdollinen todennakdisyys

Ehdollinen todennakoisyys on todennakdoisyys:
Perustelu 1/3

» Todistetaan, ettd ehdollinen todennékadisyys Pr(- | -) toteuttaa
todennakaoisyyden aksioomat.

o Aksiooma (i):
Kaikille tapahtumille C c S patee SNC = C.
Siten

Pr(SnC) Pr(C) 1

Pr(sic)= Pr(C)  Pr(C)

o Aksiooma (ii):
Kaikille tapahtumille A = S ja C < S patee AnC < C, joten
0 <Pr(AnC) < Pr(C).
Siten

_ Pr(AnC) < Pr(C) 1

0= Pr(A|C) Pr(C)  Pr(C)

TKK (c) llkka Mellin (2007)



Ehdollinen todennakdisyys
Ehdollinen todennakoisyys on todennakdoisyys:
Perustelu 2/3

o Aksiooma (iii):
Kaikille joukoille A, B ja C patee distribuutiolaki
(AUB)NC = (AnC)u(BNC)

Jos tapahtumat A ja B ovat toisensa poissulkevia eli, jos AnB = &,
niin kaikille C c S pétee

(ANC)N(BNC) = I

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Ehdollinen todennakdisyys

Ehdollinen todennakoisyys on todennakdoisyys:
Perustelu 3/3

Tallsin
Pr(AUBIC) - Pr((APkrj(gm
_ Pr((AnC)u(BNC))
- Pr(C)
_ Pr(AnC) N Pr(BNC)
~ Pr(C) Pr(C)

= Pr(A|C)+Pr(B|C)

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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TodennakoOisyyden aksioomat

Todennakoisyyden maaritteleminen
Todennékdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Klassinen todennékdisyys, suhteellinen frekvenssi ja ehdollinen
todennéakadisyys

>> TodennakoOisyyden aksioomat aarettdmissa otosavaruuksissa

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Todennékdisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa
AarettOmat otosavaruudet

o Adrellisille otosavaruuksille esitetyt aksioomat eivat
sellaisenaan kelpaa aarettomille otosavaruuksille:

Tama johtuu seuraavista seikoista:

(1)

(1)

Aarettoman otosavaruuden tapauksessa kaikki otos-
avaruuden osajoukot eivat valttamatta kelpaa
tapahtumiksi.

Aarellisen otosavaruuden aksiooma (iii) on
aarettoman otosavaruuden tapauksessa korvattava
aksioomalla, joka sallii 4arettoman monen pareittain
toisensa poissulkevan tapahtuman tarkastelun.

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Todennékdisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa
o-algebra:
Maaritelma 1/2

e Olkoon S joukko.

e Olkoon §F jokin joukon S osajoukkojen muodostama
joukkoperhe.

o Jos siis joukko A on joukkoperheen § alkio, niin A on
joukon S osajoukko:

Aef§=AcS

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Todennékdisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa

o-algebra:
Maaritelma 2/2

e Joukkoperhe § on o-algebra, jOS

(1) Tyhja joukko & on joukkoperheen § alkio:
Del

(i) Jos joukko A on joukkoperheen § alkio, niin sen
komplementti A on joukkoperheen § alkio:

AcEF=>A ey

(111) Jos joukot A,, A,, A, ... ovat joukkoperheen §

alkioita, niin niiden yhdiste UA, on joukkoperheen §
alkio:

A&,AZ,AS,...ES:CJA es

TKK (c) likka Mellin (2007) 73



Todennékdisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa
o-algebrat ja
joukko-opin operaatiot 1/2

o Olkoon § joukossa S maaritelty o-algebra.
* Olkoot
Aes, i=123,...

e Suoraan c-algebran aksioomien mukaan joukkojen A;
komplementit ja niiden yhdiste WA, ovat joukkoperheen §
alkioita:

Aeg,i=123,... ja OA ef

 Lisaksi voidaan osoittaa, etta joukkojen A; leikkaus mA; on
joukkoperheen F alkio:

s

TKK (c) llkka Mellin (2007) 74



Todennékdisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa
o-algebrat ja
joukko-opin operaatiot 2/2

o-algebrat ovat siis suljettuja numeroituvan monen tavan-
omaisen joukko-opin operaation suhteen.

Talla tarkoitetaan siita, ettd numeroituva maara tavan-
omaisia joukko-opin operaatioita ei vie o-algebran ulko-
puolelle:

Jos o-algebran § joukkoihin sovelletaan korkeintaan
numeroituva maara tavanomaisia joukko-opin operaatioita
komplementti, yhdiste, leikkaus ja erotus, niin tuloksena
saatavat joukot kuuluvat edelleen o-algebraan § .

TKK

(c) llkka Mellin (2007) 75



Todennékdisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa

o-algebrat ja Boolen algebrat

« Jos joukon S osajoukkojen perhe § toteuttaa o-algebran
aksioomat, niin se toteuttaa myos Boolen algebran
aksioomat.

« Jokainen Boolen algebran aksioomista johdettu joukko-
opin saanto patee myos o-algebroille.

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Todennékdisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa

Kolmogorovin aksioomat todennakaoisyydelle 1/2

e Olkoon S otosavaruus ja § jokin joukon S osajoukkojen
perhe, joka muodostaa o-algebran.

« Olkoon Pr joukkofunktio, joka liittaa jokaiseen o-algebraan
§ kuuluvaan otosavaruuden S osajoukkoon A reaaliluvun
Pr(A).

e JossiisAeg, niin Pr(A) el].

TKK (c) llkka Mellin (2007) 77



Todennékdisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa

Kolmogorovin aksioomat todennakaoisyydelle 2/2

e Joukkofunktio Pr on todennakdoisyys, JOS

(i) Pr(s)=1

(i) 0<Pr(A)<lkaikille A

(i) A AL A,...eTaANA =D iz ]=
PrUA) = 2 Pr(A)

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Todennékdisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa

Kolmogorovin aksioomat:
Kommentteja 1/2

* Kolmogorovin aksioomien (i)-(ii1) mukaan toden-
nakoisyys Pr on positiivinen, taydellisesti additiivinen ja
normeerattu mitta.

o Aksioomat (i) ja (i), normeeraus ja positiivisuus:

Aed=0<Pr(A)<Pr(S) =1

o Aksiooma (iii), taydellinen additiivisuus:

JosAje§ ,1=1,2,3, ... JaANA =D, 1#],nln
Pr(UA;) = 2. Pr(A)

o Aksiooma (ii1) on pareittain toisensa poissulkevien

tapahtumien yhteenlaskusaanto.

TKK (c) likka Mellin (2007) 79



Todennékdisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa
Kolmogorovin aksioomat:

Kommentteja 2/2

o Aksioomien (1)-(ii1) olennaisena sisaltona on siis se, etta
todennakoisyys on mitta matematiikan tarkoittamassa
mielessa.

* Todennakdisyyslaskentaa voidaan pitda matemaattisen
mittateorian osana.

o Aksioomien (1)-(i11) mukaan todennakoisyysmitalla on
samat ominaisuudet kuin pinta-alamitalla paitsi, etta
todenndkoisyysmitta on normeerattu niin, etta sen
yldraja on 1.

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Todennékdisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa
Kolmogorovin aksioomat ja

aarellisen otosavaruuden aksioomat

 Jos joukkofunktio Pr toteuttaa todennakoisyyden
aksioomat aarettomille otosavaruuksille, niin se toteuttaa
todennakadisyyden aksioomat myods aarellisille otos-
avaruuksille.

« Jokainen aarellisen otosavaruuden todennéakoisyyden
aksioomista johdettu todennakoisyyden laskusaanto patee
my0s aarettomille otosavaruuksille.

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Todennékdisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa

Mitallisuus 1/2

e Jos S on aarellinen otosavaruus, kaikille otosavaruuden S
osajoukoille A < S voidaan maaritella todennakaoisyys.

« Siten aarellisen otosavaruuden S tapauksessa kaikki
otosavaruuden osajoukot A — S kelpaavat tapahtumiksi.

e Jos S on aareton otosavaruus, kaikille otosavaruuden S
osajoukoille A < S el voida valttamatta maaritella toden-
nakoisyytta.

o Siten aarettbman otosavaruuden S tapauksessa kaikki

otosavaruuden osajoukot A c S eivat valttamatta kelpaa
tapahtumiksi.

TKK (c) likka Mellin (2007) 82



Todennékdisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa

Mitallisuus 2/2

Sellaisia otosavaruuden S osajoukkoja A < S, joille

voidaan maaritella todennakoisyys sanotaan mitallisiksi.

Sellaisia otosavaruuden S osajoukkoja A c S, joille el
voida maéaritella todennakdisyytta sanotaan epa-
mitallisiksi.

Voidaan osoittaa, etta otosavaruuden S mitallisten osa-
joukkojen perhe muodostaa o-algebran.

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Todennékdisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa

Mitallisuus ja reaalilukujen joukko 1/2

Jos otosavaruutena S on reaalilukujen joukko [l , mm.
kaikki reaaliakselin valit seka avoimet ja suljetut joukot
ovat mitallisia ja kelpaavat tapahtumiksi.

Voidaan osoittaa, etta reaalilukujen joukollalJ on toden-
nakoisyysmitan suhteen epamitallisia osajoukkoja, jotka
eivat kelpaa tapahtumiksi.

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Todennékdisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa

Mitallisuus ja reaalilukujen joukko 2/2

 Kaikki reaalilukujen joukon todennakdisyysmitan suhteen
mitalliset osajoukot saadaan tyyppia

(—o0,b]={xell|-0<x<b]
olevista puoliavoimista valeista soveltamalla niihin
korkeintaan numeroituva maara komplementti-, yhdiste-
ja leikkausoperaatiota.

* Muotoa (—oo, b] olevat reaaliakselin valit virittavat
reaalilukujen joukon mitallisten osajoukkojen
muodostaman o-algebran.

o Tahan tulokseen perustuu kertymafunktion keskeinen
asema matemaattisessa tilastotieteessa; ks. lukua

Kertyméafunktio.

TKK (c) likka Mellin (2007) 85



Todennékdisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa

Tapahtumien todennakoisyydet
aarettomassa otosavaruudessa

o Otosavaruuden mitallisista osajoukoista eli tapahtumista
voidaan muodostaa uusia mitallisia osajoukkoja eli tapah-
tumia soveltamalla o-algebran aksioomia ja niista
johdettuja joukko-opin saantoja.

« Uusien tapahtumien todennakaoisyydet saadaan
soveltamalla Kolmogorovin aksioomia ja niista johdettuja
todennakadisyyslaskennan laskusaantoja.

TKK (c) likka Mellin (2007) 86



Todennékdisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa

Todennakoisyyskentat

e Kolmikko

(S,5,Pr)
muodostaa todennakoisyyskentin, jos seuraavat ehdot
patevat:
(1) S on joukko.
(i) Joukkoperhe § muodostaa o-algebran joukossa S.

(111) Joukkofunktio Pr on o-algebraan § kuuluville joukon
S osajoukoille maaritelty todennakoisyysmitta, joka
toteuttaa Kolmogorovin aksioomat.

TKK (c) likka Mellin (2007) 87



Todennékdisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa

Lause 1

* Olkoon (S, 3§, Pr) todennakoisyyskentta ja A, A, A,,...€ §.
Talloin patee:

() JosAcA cAc-, niin
Pr(OAj: lim Pr(A,)

N—>+0

() JosA oA DA D---, niin
Pr(ﬁAj:nILerPr(Ah)

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Todennékdisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa
Lause 1:

Todistus kohdalle (i) — 1/4

e Maaritellaan

B,=A =9
81:A1
B,=A\A
B3=A3\A2
ja yleisesti

B=A\A,=ANA,i=123,...
e JoukotB;,1=0,1,2,3, ... ovat

pareittain toisensa poissulkevia,
koska oletuksen mukaan

A cA,i=123,..

TKK (c) llkka Mellin (2007)



Todennékdisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa
Lause 1:

Todistus kohdalle (i) — 2/4

e Oletuksesta
A ,cA,i1=123, ...
seuraa:
Pr(B,) =Pr(A\A_)
=Pr(A)—-Pr(A,)

1=12,3,...
e Lisaksi on selvaa, etta

U;A‘ - Uzl Bi

e Siten

(U)oU)

TKK (c) llkka Mellin (2007)



Todennékdisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa
Lause 1.

Todistus kohdalle (i) — 3/4

« Koska joukotB;,1=0,1, 2, 3, ... ovat pareittain toisensa
poissulkevia, Kolmogorovin aksioomasta (iii) seuraa:

n

Pr(U:Bi):gPr(Bi): lim 3 Pr(8,)

n—+oo €
i=1

 Sijoittamalla tahan Pr(B,) =Pr(A)—-Pr(A_),1=1,2,3,... saadaan
nlirpw_zn:Pr(Bi):nILTw[Pr(A&)+Pr(A2)—Pr(A&)
_ +Pr(A)-Pr(A,)

+Pr(A,)-Pr(A.)
+Pr(A)-Pr(A.,)]
= lim Pr(A,)

N—+00
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Todennékdisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa

Lause 1.
Todistus kohdalle (i) — 4/4

* Yhdistamalla edella johdetut tulokset saadaan lopulta:

Pr(UrA)=Pr(UL8 ) = imPr(a)

N—-+o0

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Todennékdisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa

Lause 1.
Todistus kohdalle (i) — 1/3

o Maaritellaan
C,=S
C1

c

Il
P

2

C
C,

I
Fo

ja yleisesti
C.=A",i=123,...

e OletuksestaA, ; DA ,1=1,2,3, ... seuraa:
C,.=A,cA=C,i=123,...

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Todennékdisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa

Lause 1.
Todistus kohdalle (it) — 2/3

« Sovelletaan joukkoihin C;,1=1, 2, 3, ... Lauseen 1 kohtaa (i):

Pr( ;Ci): lim Pr(C,)

« Koska C, =A",i=123,...,niin
Pr(C.)=Pr(A")=1-Pr(A),i=12,3,...
« DeMorganin lain mukaan

(Ure) =(Una) =NA

« Komplementtitapahtuman todennakdisyyden kaavan mukaan

P (Une ) =-(ULe)

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Todennékdisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa

Lause 1.
Todistus kohdalle (it) — 3/3

* Yhdistamalla edella johdetut tulokset saadaan lopulta:
Pr(.a) =Pl (U |
-1-pr({J;,C)]

=1- lim Pr(C,

Jim Pr(C,)
(

=1— lim [1 Pr

N—+00

= lim Pr(A,)

N—+00

A)]

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Todennékdisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa

Lause 2

e Olkoon (S,3,Pr) todennakoisyyskentta ja A, A,, A;,...€ 5.
e JsSADA DA D>, nln

lim Pr(A,)=0

N—>+00
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Todennékdisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa

Lause 2:
Todistus

JosA DA DA D--- >, niin

NLA=92
Siten

Pr(()7,A | =Pr(2)=0

Lauseen 1 kohdan (ii) mukaan

Pr(()7,A )= lim Pr(A,)

N—>+o0

Yhdistamalla nama tulokset saadaan:

lim Pr(A,)=0

N—>+o00

TKK (c) llkka Mellin (2007)
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Todennékdisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa

Lause 2 ja Kolmogorovin aksioomat

Voidaan osoittaa, ettd Kolmogorovin aksiooma
(i) AAA..eFjaANA=0iz|j=>
Pr(UA) =2Pr(A)

on yhtapitava aksioomien

(iiiyy ANA=0=Pr(AUA)=Pr(A)+Pr(A)
(iv) A13A2:>A33---—>@:>IimPr( ) 0

N—+o00

kanssa.

Aksioomaa (Iv) kutsutaan usein todennéakoisyyden
jatkuvuusaksioomaksi.

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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