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Yhden selittdajan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Selitettava muuttuja ja selittava muuttuja

Oletetaan, etta selitettavan muuttujan y havaittujen
arvojen vaihtelu halutaan selittdd selittaivin muuttujan
eli selittajan x havaittujen arvojen vaihtelun avulla.

Tehddin seuraavat oletukset:

(1) Selitettiva muuttuja y on suhdeasteikollinen
satunnaismuuttuja.

(11) Selittdva muuttuja x on kiinted el ei-satunnainen
muuttuja.

Satunnaisen selittdjdn tapausta Kasitelladn taman luvun
lopussa kappaleissa Yhden selittajan lineaarisen regressiomalli ja
satunnainen selittaja ja 2-ulotteisen normaalijakauman

regressiofunktioiden estimointi.
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Yhden selittdajan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Havainnot

* Olkoot
V1 V25 oov 5V
selitettivan muuttujan y ja
Xy Xoy ovv 5 X,

selittdvan muuttujan x havaittuja arvoja.

* Oletetaan liséksi, ettd havaintoarvot x; ja y, littyvat
samaan havaintoyksikkoon kaikillei=1, 2, ... , n.

« Talloin havaintoarvot x; ja y;, muodostavat pisteitdi 2-
ulotteisessa avaruudessa:

(x.,y,)€e R*,i=12,...,n
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Yhden selittdajan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Malli ja sen osat 1/2

* Oletetaan, ettd havaintoarvojen y, ja x; vélilld on
lineaarinen tilastollinen riippuvuus, joka voidaan ilmaista
yhtalolla

v,=p0+px+¢& ,i=12,...,n

* Yhtdlo maarittelee yhden selittajan lineaarisen

regressiomallin, jossa

y; = selitettivan muuttujan y satunnainen ja
havaittu arvo havaintoyksikossa i

x;, = selittivin muuttujan cli selittijian x ei-
satunnainen ja havaittu arvo havaintoyksikossa i

£ = jaannos- eli virhetermin &€ satunnainen ja
ei-havaittu arvo havaintoyksikossa i
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Yhden selittdajan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Malli ja sen osat 2/2

* Yhden selittdjan lineaarisessa regressiomallissa
v, =B+pBx+¢& ,i=12,...,n
on seuraavat regressiokertoimet:

[, = vakioselittijin regressiokerroin;
[3, on ei-satunnainen ja tuntematon vakio

S, = selittijin x regressiokerroin;
B, on ei-satunnainen ja tuntematon vakio
* Huomautus:

Regressiokertoimet £, ja [, on oletettu samoiksi kaikille
havaintoyksikoille i.
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Yhden selittdajan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Vakioselittaja

Yhden selittdjan lineaarisessa regressiomallissa

yv.=B+Bx+¢& ,i=12,...,n
kerrointa [, kutsutaan vakioselittdjdn regressio-
kertoimeksi.

Nimitys johtuu siitd, ettd kerrointa /3, vastaa

keinotekoinen selittdjd, joka saa kaikille havaintoyksikoille
i=1,2,...,nvakioarvon 1.

Huomautus:

Jatkossa esitettavat kaavat eivdt valttamdttd pdde tassa
esitettdvassd muodossa, jos mallissa ei ole vakioselittijaa.

Oletamme jatkossa, etta mallissa on aina vakioselittija.
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Yhden selittdajan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Standardioletukset jaannostermeista 1/2

« Tehdaan yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin

yv.=B+Bx+¢& ,i=12,...,n
jdaannos- el virhetermeista & ns. standardioletukset:
(1) E(g)=0,i=12,...,n

(11) Jadnnostermeilld on vakiovarianssi eli
ne ovat homoskedastisia:

Var(g,) = c’.,i=12,....n
(111) Jadnnostermit ovat korreloimattomia:
Cor(g,,£,)=0,i#!
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Yhden selittdajan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset

Standardioletukset jaannostermeista 2/2

« Lisdksi jaannos- el1 virhetermeista & tehdaan tavallisesti
normaalisuusoletus:

(1v) €& ~ N(0,0°),i=12,...,n
 Huomautus:
Oletus (1v) sisdltaa oletukset (1) ja (11).
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Yhden selittdajan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Selitettavan muuttujan ominaisuudet

« Jos yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin

yv.=B+Bx+¢& ,i=12,...,n
jdannos- el virhetermejd & koskevat standardioletukset
(1)-(111) pdtevdt, mallin selitettivan muuttujan y havaituilla
arvoilla y, on seuraavat stokastiset ominaisuudet:

(i) E(y)=p,+px ,i=12,...,n
(i) Var(y,)=0",i=12,...,n
()" Cor(y,,y,)=0,i#/
* Jos lisdksi jaannos- eli virhetermejé & koskeva
normaalisuusoletus (1v) pdtee, niin

(iv)” y,~N(B,+Bx ,0°),i=12,...,n
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Yhden selittdajan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Mallin parametrit

* Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin

yv.=B+Bx+¢& ,i=12,...,n
parametreja ovat mallin regressiokertoimet 3, ja [, seki
jaannos- eli virhetermien & yhteinen varianssi

Var(g,) = o’ .i=12,...,n
jota kutsutaan jaannosvarianssiksi.

« Koska regressiokertoimet /3, ja 3, seké jadnnosvarianssi
o % ovat tavallisesti tuntemattomia, ne on estimoitava
muuttujien x ja y havaituista arvoista x; ja y; ,
i=1,2,...,n.
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Yhden selittdajan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Mallin systemaattinen ja satunnainen osa 1/2

* Oletetaan, etta yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin
yv.=B+Bx+¢& ,i=12,...,n
jdannos- el virhetermejd & koskeva standardioletus
(1) E(g)=0,i=12,...,n
pdtee.

« Talloin selitettdvan muuttujan y havaitut arvot y; voidaan
esittad seuraavalla tavalla kahden osatekijin summana:

inE(yl.)-F(S‘i,i:l,z, A
jossa

EG)=8+0x,,i=1,2,...,n
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Yhden selittdajan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Mallin systemaattinen ja satunnainen osa 2/2

Odotusarvo

EG)=8+0x,,i=1,2,...,n
muodostaa yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin

systemaattisen osan c¢li rakenneosan, joka riippuu
selittdjdlle x annetuista arvoista.

Jaannos- eli virhetermi
E,i=1,2,...,n

muodostaa mallin satunnaisen osan, joka ei riipu
selittdjdlle x annetuista arvoista.
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Yhden selittdajan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Regressiosuora

* Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin
yv.=B+Bx+¢& ,i=12,...,n
systemaattinen osa E(y)) = [, + [x, mddrittelee suoran
y=pt fix
avaruudessa R”.
* Suoraa kutsutaan regressiosuoraksi ja sen yhtalossa
[3, = regressiosuoran ja y-akselin leikkauspiste
[, = regressiosuoran kulmakerroin

 Jadnnos- eli virhetermien &, varianssi o2 kuvaa havainto-
pisteiden (x,,y;),i=1,2, ... ,nvaihtelua regressiosuoran
ympadrilld.
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Yhden selittdajan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Regressiosuoran kulmakertoimen tulkinta

Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin systemaattisen
osan maaritteleman regressiosuoran

y=pt fx

kulmakertoimella £, seuraava tulkinta:

Oletetaan, etta selittdjdan x arvo kasvaa yhdelld yksikolla:
x—>x+1

Téll6in kerroin £, kertoo paljonko selitettdvin muuttujan y
vastaava odotettavissa oleva arvo muuttuu:

EQ)=L6+ x — Byt fix+1)
= Bt hx+pf
EQ) + f
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Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli

Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
>> Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi

Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste

Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista

Ennustaminen yhden selittajan lineaarisella regressiomallilla

Yhden selittdjan lineaarisen regressiomalli ja satunnainen selittaja

2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi
Estimointiongelma

* Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin

yv.=B+Bx+¢& ,i=12,...,n
regressiokertoimet 4, ja [, ovat normaalisti tuntemattomia,

joten ne on estimoiva muuttujien x ja y havaituista arvoista
x;jay,,i=1,2,...,n.

 Estimoinnissa regressiokertoimille £, ja 3, pyritdan
10ytamadn sellaiset arvot, ettd niidden maaraama regressio-
suora selittdisi mahdollisimman hyvin selitettdivin
muuttujan y arvojen vaihtelun.

« Regressiokertoimien /3, ja [, estimointiin on tarjolla useita
erilaisia menetelmid, joista tavallisesti kiaytetdan
pienimmdn neliosumman menetelmdd.
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi
Pienimman neliosumman menetelma

* Pienimmin neliosumman menetelmissa yhden selittdjan
lineaarisen regressiomallin

yv.=0,+pBx+¢& ,i=12,....,n
regressiokertoimien f3, ja 3, estimaattorit méérataan
minimoimalla jaannos- eli virhetermien & neliosumma

igiz — i(yi _IBO _ﬂlxi)z

regressiokertoimien [3,ja 5, suhteen.
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi
Otostunnusluvut

* Mairitellddn havaintojen x;jay,,i=1,2, ... ,n
aritmeettiset keskiarvot, otosvarianssit, otoskovarianssi ja
otoskorrelaatiokerroin tavanomaisilla kaavoillaan:

I I
X =— X, = — ,

n; l g ng
SzzLZn:(x.—)_c)2 S2=LZH:(J/~—J_’)2
g n_l i=1 l g n_l =1 l

| & B B
s, =—— 2. (x,=X)(y,—¥)
n—15

S

S8,

ry =
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi

Regressiokertoimien PNS-estimaattorit

* Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin

yv.=B+Bx+¢& ,i=12,...,n
regressiokertoimien [, ja f, pienimmiin nelidssumman
(PNS-) estimaattorit ovat

b=y —-bx
S S
_ Y _ y
b=—= Iy, =
SX Sx
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi

PNS-estimaattoreiden johto 1/4

* Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin

yv,=B+Bx+¢e ,i=12,...,n
regressiokertoimet 4, ja B, estimoidaan PNS-menetelmalla
minimoimalla jddnnostermien & neliosumma

S(ﬂ()’ﬁl) = igiz — i(yi _:Bo _:lei)z

kertoimien /4, ja 3, suhteen

« Téamai tapahtuu tavanomaiseen tapaan derivoimalla funktio S(4, , 5,)
kertoimien /3, ja 3, suhteen ja merkitsemélld derivaatat nolliksi.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi

PNS-estimaattoreiden johto 2/4

 Derivoidaan funktio

S(/Bmﬂl) = igf — Zi:(yl _ﬂo _ﬂ1xi)2

regressiokertoimien /3, ja [, suhteen ja merkitién derivaatat nolliksi:

0 aS(ﬁgﬁl 22<y By~ fx)=0
(2) aS(éBg:ﬂl 22()’ - B, — Bx)x, =

* Regressiokertoimien ,BO ja B, PNS-estimaattorit saadaan normaali-
yhtdloiden (1) ja (2) ratkaisuina.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi

PNS-estimaattoreiden johto 3/4

« Kirjoitetaan normaaliyhtdlot (1) ja (2) muotoihin

(1y Zn:yi —np, _:B1anxi =0

2) Zyixi _:Bozxi _:B1in2 =0
i=1 i=1 i=1
« Ratkaistaan [, yhtdlosti (1)

3) B, :%Zn:yz’ _181%211:)9 =y-px

ja sijoitetaan ratkaisu yhtaloon (2)":

n

(4) Zyi'xi _”)_/)_C"'nﬁﬂ_cz _:Blzxiz =0
i=1

i=1

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi

PNS-estimaattoreiden johto 4/4

« Parametrin 5, PNS-estimaattoriksi saadaan yhtilosté (4):

Z VX —nyx
: s S
(5) bl — lz}q - x; = rxy_y
2 —2 A S
Z X;—nXx x x
i=1
 Sijoittamalla b, yhtéloon (3) saadaan parametrin /5, PNS-
estimaattoriksi
6) by=y—-bx

« Sivuutetaan sen osoittaminen, ettd saatu dariarvo on todellakin minimi.
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi

Regressiokertoimien laskeminen 1/3

* Oletetaan, ettda haluamme laskea yhden selittdjan
lineaarisen regressiomallin

y,=0,+px+¢& ,i=12,....n
regressiokertoimien /3, ja [, PNS-estimaatit kdsin tai
kayttamalla laskinta.

« Talloin tarvittavat laskutoimitukset on mukavinta jarjestaa
seuraavalla kalvolla esitettavan kaavion muotoon.

e Huomautus:

Samasta kaaviosta voidaan laskea my0s muuttujien x ja y
havaittujen arvojen aritmeettiset keskiarvot, otosvarianssit,
otoskeskihajonnat, otoskovarianssi ja otoskorrelaatio; ks. lukua
Tilastollinen riippuvuus ja korrelaatio.
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi
Regressiokertoimien laskeminen 2/3

e Mairataan ensin havaintoarvojen summat, neliosummat ja
tulosummas:

) 2 2
l xl' y,— xl‘ yi xiyi
2 2
1 X Vi X Vi X1
2 2
2 Xy 2 Xy ) XV,
2 2
n xn yn xn yn xn yn
n n n n n
2 2
Summa in Z)’i in Zyi inyi
i=] i=] i=] i=] i=1
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi
Regressiokertoimien laskeminen 3/3

« Regressiokertoimien /3, ja f, PNS-estimaatit saadaan
havaintoarvojen summista, neliosummista ja tulosummasta

alla esitetyilla kaavoilla:
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi

Tunnuslukujen laskeminen:
Havainnollistava esimerkki 1/3

 Taulukossa oikealla on

keinotekoisen kahden muuttujan

2.5

w

aineiston havaintoarvot (n = 6).

 Aineistoa kuvaava

(3]

pistediagrammi on oikealla

7.5

O|AN|R|WIN|=]~

o|N|o|~|lw|=] X
o

alhaalla.

10

Pistediagrammi

10)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi
Tunnuslukujen laskeminen:

Havainnollistava esimerkki 2/3

« Alla olevassa taulukossa on laskettu muuttujien x ja y havaittujen
arvojen summat, neliosummat ja tulosumma.

i X y x* y° Xy
1 1 2.5 1 6.25 2.5
2 3 3 9 9 9
3 4 6 16 36 24
4 6 5 36 25 30
5 7 7.5 49 56.25 52.5
6 8 8 64 64 64
[ Summa 29 32 175 196.5 182

* Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin

vi=B+Bx+€ ,i=12,...n

regressiokertoimien [3,ja B, PNS-estimaatit voidaan laskea nidista
viidestd summasta; ks. seuraavaa kalvoa.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi
Tunnuslukujen laskeminen:

Havainnollistava esimerkki 3/3

* Regressiokertoimien [3, ja 3, PNS-estimaatit:

1 & 1
¥=-3x = x29=4833
n; "6
y=1 yl.:1><32=5.333
ns 6
n 1 n n 1
Xy, — | D% | Dy | 182—"x29%32
b1: i=1 n\ iz i=1 _ 6

3 —I(Zn:x,-jz 175—é><292

b, =y —bx=5.333-0.7847x4.833=1.541

=0.785

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi
Estimoitu regressiosuora 1/3

* Yhden selittdjan lineaarinen regressiomallin

yv,=0,+px+¢& ,i=12,....n
regressiokertoimien /3, ja £, PNS-estimaattorit b, ja b,
mdiciritteleviit suoran avaruudessa R” :

y=by+ bx
jossa

b, = estimoidun regressiosuoran ja y-akselin
leikkauspiste

b, = estimoidun regressiosuoran kulmakerroin

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi
Estimoitu regressiosuora 2/3

Sijoitetaan regressiokertoimien /3, ja [, PNS-

estimaattoreiden lausekkeet

s
3 3 3 x
estimoidun regressiosuoran lausekkeeseen.
Talloin estimoidun regressiosuoran yhtalo voidaan

kirjoittaa seuraavaan muotoon:
y=y+r,—((x—Xx)
SX

Yhtalosta nihdaan, ettd estimoitu regressiosuora kulkee
havaintopisteiden (x,, y,) , i =1, 2, ... , n painopisteen
(x,y) kautta.
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi

Estimoitu regressiosuora 3/3

Estimoidulla regressiosuoralla

y=y+rxys—(x—x)

X

on seuraavat ominaisuudet:

(1) Josr, >0, suora on nouseva.

(11) Jos r,, <0, suora on laskeva.

(1) Jos r,, =0, suora on vaakasuorassa.

(1v) Suora jyrkkenee (loivenee), jos
— korrelaation itseisarvo | r,, | kasvaa (pienenee)
— keskihajonta s, kasvaa (pienenee)

— keskihajonta s_ pienenee (kasvaa)

TKK
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi

Estimoitu regressiosuora:
Havainnollistava esimerkki 1/2

o Taulukossa oikealla on

keinotekoisen kahden muuttujan

2.5

w

aineiston havaintoarvot (n = 6).

 Aineistoa kuvaava

(3]

pistediagrammi on oikealla

7.5

O|AN|R|WIN|=]~

o|N|o|~|lw|=] X
o

alhaalla.

10

Pistediagrammi

10)
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi
Estimoitu regressiosuora:

Havainnollistava esimerkki 2/2

* Yhden selittijan lineaarisen Pistediagrammi

-
o

regressiomallin

Vi ::BO +:B1xi T&
i=12,....,n

y = 0.7847x + 1.5407
R%*=0.8303

regressiokertoimien [3,ja 3,
PNS-estimaateiksi saatiin edella

b, = 1.5407
b, =0.7847

y
© = N W » O O N 00 ©
| | | | | | | | |

» Estimoidun regressiosuoran 0 1 2 3 4 5 6

yhtdlo on siten
y=1.5407+0.7847x

ks. kuviota oikealla.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi

Regressiosuoran estimointi:
1. esimerkki 1/2

» Hooken lain mukaan " Paino (kg) | Pituus (cm)
(1deaalisen) kierrejousen pituus y 0 43.00
riippuu lineaarisesti jouseen i ji'gg
ripustetusta painosta x: 6 42 55

— 8 45.00
. y_OH_IBx 10 45.50
jossa

o = jousen pituus ilman painoa
B=ns. jousivakio
 Jousivakion maddrdamiseksi jouseen
ripustettiin seuraavat painot: 0, 2, 4,
6, 8, 10 kg ja jousen pituus
mitattiin.
« Mittaustulokset on annettu
taulukossa oikealla.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi
Regressiosuoran estimointi:

1.

esimerkki 2/2

» Estimoidun regressiosuoran yhtalo

on
y=43.055+0.2457x
ks. kuviota oikealla.
Suoran kulmakertoimen
b=0.2457
tulkinta:

Jouseen ripustetun painon

lisaaminen 1 kg:lla pidentda jousta

keskimddarin 0.2457 cm:lla.

46.00

Jousen pituus (cm)

42.50

Kierrejousen pituuden riippuvuus
jouseen ripustetusta painosta

45.50 -

45.00

44.50

44.00 -

43.50

43.00

y = 0.2457x + 43.055
R? = 0.9983

0 2 4 6 8 10
Paino (kg)

12
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi
Regressiosuoran estimointi:

2. esimerkki — 1/2

« Perinnollisyystieteen

Isien ja poikien pituudet

mukaan lapset perivat geneettiset 195
ominaisuutensa vanhemmiltaan. 190 |
» Periytyyko 1sdn pituus heiddn £ 185
pojilleen? 5 180
. 3 475

 Havaintoaineisto koostuu g
. .o . . .o . . o ]

300:n isén ja heidédn poikiensa & 170
pituuksien muodostamasta 1657

: 160

lukuparista .

(x,y),i=1,2, ...
jossa

X; = 1san 1 pituus

y; = 1sdn i pojan pituus

160 165 170 175 180 185 190|

Isdn pituus (cm)

» Ks. pistediagrammia oikealla.

TKK
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi
Regressiosuoran estimointi:

2. esimerkki — 2/2

» Estimoidun regressiosuoran Isien ia poikien bi
L sien ja poikien pituudet
yhtalo on 195
y = 0.4707x + 97.391 .
y=97.3914+0.4707x 190 |  Ri=0.1938 - .
ks. kuviota oikealla. § "]
. 2 180 -
« Suoran kulmakertoimen ]
c 175 -
= 8
b=0.4707 S 170 |
tulkinta: 165 | .
Jos isd 4 on 1 cm pitempi 160 -
. o e o e . 155 160 165 170 175 180 185 190
kuin 1s4 B, isid A:n poika on o
k k o sén pituus (cm)
eskimddrin
0.4707 cm

pitempi kuin isd B:n poika.
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi
Regressiosuoran estimointi:

3. esimerkki - 1/2

* Onko keuhkosyopa yleisempai
sellaisissa maissa, joissa

tupakoidaan paljon?

 Oikealla on tiedot savukkeiden
kulutuksesta ja keuhkosyovin
yleisyydestd 10:ssd maassa.

 Havaintoaineisto koostuu 10:sti

lukuparista

(x,y),i=1,2, ...

jossa

x; =savukkeiden kulutus
maassa i 1930

Savukkeiden Keuhkosyopa-
tapausten Ikm
Maa kulutus (kpl) per -
capita 1930 per 1 mil).
henkiloa 1950
Islanti 220 58
Norja 250 90
Ruotsi 310 115
Kanada 510 150
Tanska 380 165
Itavalta 455 170
Hollanti 460 245
Sveitsi 530 250
Suomi 1115 350
Englanti 1145 465

y,; = sairastuvuus keuhko-
syopaan maassa i 1950

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi
Regressiosuoran estimointi:

3. esimerkki — 2/2

o Estimoidun regressiosuoran yhtéilé Savukkeiden kulutus ja sairastuvuus
on 500 keuhkosyopaan
y = 0.3577x + 13.553 .
y=13.553+0.3577x 5 B 400 R? = 0.8855
. x v
e Suoran kulmakertoimen 228
S x 1
U C
b=0.3577 g2
. 2 = 200 |
tulkinta: :E
. & 5 100
Jos maassa A4 poltettiin vuonna
0

193.0 Sata. savuketta enemman per. 0 200 400 600 800 1000 1200 1400
capita kuin maassa B, maassa 4 oli Savukkeiden kulutus (kpl)

. oo 00 . ita 1930
vuonna 1950 keskimddrin per capita

100x0.3577 = 36

keuhkosyopatapausta enemman
per 1 milj. asukasta kuin maassa B.
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi

Sovitteet ja residuaalit

Olkoot b, ja b, yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin
yv.=B+Bx+¢& ,i=12,...,n

regressiokertoimien /[, ja 3, PNS-estimaattorit.

e Mairitellaan estimoidun mallin sovitteet kaavalla
y.=b,+bx ,i=12,...,n

« Maaritelladn estimoidun mallin residuaalit kaavalla
e=y.—y,=y,—-b,—bx, ,i=12,...,n

« Huomaa, etta

y.=y.te ,i=12,...,n

TKK (c) likka Mellin (2007) 42



Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi
Sovitteet ja residuaalit:
Tulkinnat 1/2

* Sovite
y,=b,+bx ,i=12,...,n
on estimoidun regressiosuoran yhtialon selitettavalle
muuttujalle y antama arvo havaintopisteessa x; .
* Residuaali
e=y.—y,=y,—-b,—bx, ,i=12,...,n
on selitettdvian muuttujan y havaitun arvon y; ja sovitteen
y, eli estimoidun regressiosuoran yhtdlon selitettdville

muuttujalle y havaintopisteessa x; antaman arvon
erotus.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi

Sovitteet ja residuaalit:
Tulkinnat 2/2

« Estimoitu regressiomalli selittda selitettavan
muuttujan y havaittujen arvojen vaihtelun sitd paremmin
mitd ldhempdnd estimoidun mallin sovitteet y, ovat
selitettavan muuttujan y havaittuja arvoja y; .

* Yhtapitavasti edellisen kanssa:

Estimoitu regressiomalli selittda selitettdvan muuttujan y
havaittujen arvojen y, vaihtelun sitd paremmin mitd
pienempid ovat estimoidun mallin residuaalit e; .

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi

Sovitteet ja residuaalit:

Havainnollistus

* Kuvio oikealla havainnollistaa r )
sovitteiden ja residuaalien , ' o
geometrista tulkintaa.

o Malli: “

~ 7

=B+ Bx+€,i=12,...,n
» PNS-suora:
y=b,+bx

 Sovite:
y,=b,+bx, ,i=12,...,n

* Residuaali:

ee=y,—y,i=L2,...,n

TKK (c) likka Mellin (2007) 45



Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi
Sovitteet ja residuaalit:

Havainnollistava esimerkki 1/3

» Estimoidun regressiosuoran

Taulukossa oikealla on

keinotekoisen kahden muuttujan
aineiston havaintoarvot (n = 6).

yhtéloksi saatiin edell
y=1.5407+0.7847x

ks. kuviota oikealla.

2.5

w

(o))

(3]

7.5

O|AN|R|WIN|=]~

o|N|o|~|lw|=] X

10

Pistediagrammi

y = 0.7847x + 1.5407
R? = 0.8303

10

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi
Sovitteet ja residuaalit:

Havainnollistava esimerkki 2/3

» Alla olevassa taulukossa on laskettu estimoidun mallin
y=1.5407+0.7847x

sovitteet y ja residuaalit e:

i ) ¢ y Sovite [Residuaalli
1 1 2.5 2.325 0.175
2 3 3 3.895 -0.895
3 4 6 4.679 1.321
4 6 5 6.249 -1.249
5 7 7.5 7.033 0.467
6 8 8 7.818 0.182
[ Summa 29 32 32.000 0.000

» Esimerkiksi, kun i = 3, niin
¥, =1.5407+0.7847x, =1.5407+0.7847x4 =4.679
e, =y,—,=6-4.679=1.321

TKK (c) likka Mellin (2007)



Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi

Sovitteet ja residuaalit:
Havainnollistava esimerkki 3/3

« Kuvioon oikealla on lisatty

. . . . Pistediagrammi
estimoidun regressiomallin

-
o

residuaaleja vastaavat janat. y = 0.7847x + 1.5407

R? = 0.8303

* Huomautus:

Pienimmaén neliosumman
menetelmissa regressiosuoran
kertoimet tulevat valituiksi siten,
ettd estimoidun mallin residuaaleja

y
© A N W A OO N ® ©

vastaavien janojen pituuksien
nelioiden summa on pienin x

mahdollinen.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi
Jaannosvarianssin estimointi 1/2

* Jos yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin jéddnnos-
el virhetermejd € koskevat standardioletukset (1)-(111)
pdtevdt, jadnnosvarianssin Var(€,) = o2 harhaton
estimaattori on

n
2 1 2
s° = E e;

jossa

e=y.—y,=y,—-b,—bx, ,i=12,...,n
= estimoidun mallin residuaali

n = havaintojen lukumaara

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi
Jaannosvarianssin estimointi 2/2

e Jaannosvarianssin o ? estimaattori

n
2 1 Z 2
S = €
n—2°73

kuvaa havaintopisteiden (x;,y,) ,i=1, 2,

estimoidun regressiosuoran ymparilld.

..., nvaihtelua

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi
Jaannosvarianssin estimointi:

Kommentti

 Estimaattori s* on todellakin residuaalien e, varianssi.

« Tama seuraa siitd, ettd mallissa on vakioselittdjd, jolloin

Zn:el. =0
i=1

ja siten myos

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi
Jaannosvarianssin estimointi:

Havainnollistava esimerkki 1/2

 Taulukossa alla on keinotekoisen Pistediagrammi

kahden muuttujan aineiston
havaintoarvot (n = 6):

-
o

y = 0.7847x + 1.5407
R? = 0.8303

y
2.5

3 >
6
5

7.5
8

© = N W » O O N O ©

ojla|b|w|N|=]~
o|N|oO|BD|w|=] X%

 Aineistoa kuvaava

pistediagrammi on oikealla.

« Kuvioon on merkitty myos
aineistosta estimoidun regressio-
suoran yhtdlo.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi
Jaannosvarianssin estimointi:

Havainnollistava esimerkki 2/2

 Alla olevassa taulukossa on laskettu estimoidun mallin sovitteet y,

residuaalit e (sovitteiden ja residuaalien laskemista on kasitelty edelld)

ja residuaalien neliot e*.

i b'¢ y Sovite |Residuaal] Res”
1 1 2.5 2.325 0.175 0.030
2 3 3 3.895 -0.895 0.801
3 4 6 4.679 1.321 1.744
4 6 5 6.249 -1.249 1.560
5 7 7.5 7.033 0.467 0.218
6 8 8 7.818 0.182 0.033
[ Summa 29 32 32.000 0.000 4.385
Jadnnosvarianssin o? harhaton estimaattori on
1

—><4.385 =1.096

TKK
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Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli

Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi

>> Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista
Ennustaminen yhden selittajan lineaarisella regressiomallilla
Yhden selittajan lineaarisen regressiomalli ja satunnainen selittaja
2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Varianssianalyysihajotelman idea

Yhden selittdjan regressiomallin tehtdvana on selittaa
selitettavan muuttujan y havaittujen arvojen vaihtelu
selittavan muuttujan x havaittujen arvojen vaihtelulla.

Onnistumista tassa tehtavassa voidaan kuvata ns.
varianssianalyysihajotelman avulla.

Hajotelmassa selitettivan muuttujan y havaittujen arvojen
kokonaisvaihtelua kuvaava ns. kokonaisneliosumma
jaetaan kahden osatekijin summaksi:

(1) Toinen osatekija kuvaa estimoidun mallin selittdmdd
osaa kokonaisvaihtelusta.

(11) Toinen osatekija kuvaa mallilla selittamdittd jdadanyttd
osaa kokonaisvaihtelusta.

TKK
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Malli ja sen osat 1/2

* Oletetaan, ettd havaintoarvojen y, ja x; vélilld on
lineaarinen tilastollinen riippuvuus, joka voidaan 1lmaista
yhtalolla

v,=p0+p0x+¢& ,i=12,...,n

* Yhtdlo maarittelee yhden selittajan lineaarisen

regressiomallin, jossa

y; = selitettivan muuttujan y satunnainen ja
havaittu arvo havaintoyksikossa i

x;, = selittivin muuttujan cli selittijian x ei-
satunnainen ja havaittu arvo havaintoyksikossa i

£ = jaannos- eli virhetermin & satunnainen ja
ei-havaittu arvo havaintoyksikossa i
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Malli ja sen osat 2/2

* Yhden selittdjan lineaarisessa regressiomallissa
yv.=B+Bx+¢& ,i=12,...,n
on seuraavat kertoimet:

[, = vakioselittijin regressiokerroin;
[3, on ei-satunnainen ja tuntematon vakio

S, = selittijin x regressiokerroin;
B, on ei-satunnainen ja tuntematon vakio

TKK (c) likka Mellin (2007) 57



Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste

Oletukset

* Oletetaan, ettd yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin

yv.=B+Bx+¢& ,i=12,...,n
jaannos- eli virhetermid € koskevat standardioletukset
patevat:

(1) E(g)=0,i=1,2,...,n

(11) Jadnnostermit ovat homoskedastisia:
Var(e)=0c?%,i=1,2,...,n

(111) Jadnnostermit ovat korreloimattomia:
Cor(g, £)=0,i#!
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Otostunnusluvut

* Mairitellddn havaintojenx;jay,,i=1,2, ... ,n
aritmeettiset keskiarvot, otosvarianssit, otoskovarianssi ja
otoskorrelaatiokerroin tavanomaisilla kaavoillaan:

I I

X = X Y= ;
n - n -

P2 SN -x sS= Y ()
n_l =1 g n_l =1

| R - _

s, =—— 2. (x,=X)(y,—¥)
n—1%5

ro=

Xy
S8,

TKK (c) likka Mellin (2007) 59



Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Regressiokertoimien PNS-estimaattorit

* Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin

yv.=B+Bx+¢& ,i=12,...,n
regressiokertoimien /[, ja 3, pienimmiin nelidssumman
(PNS-) estimaattorit ovat

by=y—-bx

b, S

1 2 7 Txy
SX SX

TKK (c) likka Mellin (2007)



Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Sovitteet ja residuaalit

Olkoot b, ja b, yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin
yv.=B+Bx+¢& ,i=12,...,n

regressiokertoimien /[, ja 3, PNS-estimaattorit.

Maaritelladn estimoidun mallin sovitteet kaavalla
y.=b,+bx ,i=12,...,n

Maaritelladn estimoidun mallin residuaalit kaavalla

e=y.—y,=y,—b,—bx, ,i=12,...,n

TKK
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Jaannosvarianssin estimointi

* Jos yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin jéddnnos-
el virhetermejd € koskevat standardioletukset (1)-(111)
pdtevdt, jadnnosvarianssin Var(€,) = o2 harhaton
estimaattori on

n
2 1 2
s° = ) e
n—2°73

jossa

e. = estimoidun mallin residuaali

n = havaintojen lukumaara

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Kokonaisneliosumma

e Neliosumma

SST = Z(yl _)7)2
i=l1

kuvaa selitettdavin muuttujan y havaittujen arvojen y;
vaihtelua ja sitd kutsutaan kokonaisneliosummaksi.

» Selitettdvan muuttujan y havaittujen arvojen y; varianssi
voidaan madritella kaavalla

2 1

Sy:

SST

n—1

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Jaannosneliosumma

Neliosumma
SSE=Y ¢
=]

kuvaa residuaalien e, vaihtelua ja sitd kutsutaan jaannos-
neliosummaksi.

Koska mallissa on vakioselittdjd, jolloin 2 e, = 0,
residuaalien e; varianssi voidaan maaritelld kaavalla

> 1

S =

SSE

n—2

s? on jaannosvarianssin o2 harhaton estimaattori.

TKK
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Kokonais- ja jaannosneliosumman yhteys 1/4

* Voidaan osoittaa, ettd yhden selittdjan lineaarisessa
regressiomallissa jaannosneliosumma SSE ja kokonais-
neliosumma SST toteuttavat yhtalot

SSE=Y ¢’ =(1=r;)) (v, =) =(1-1,)SST
i=l1 i=l1

jossa

Sxy

S.S,

Vo =

= selitettdvan muuttujan y ja selittdjan x
havaittujen arvojen otoskorrelaatiokerroin
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Kokonais- ja jaannosneliosumman yhteys 2/4

* Koska otoskorrelaatiokerroin 7, toteuttaa epayhtalot
—1=r, <+l

yhtiloistd

SSE=Y ¢’ =(1=r;)) (v, =) = (1-1,)SST
i=1 i=1

nahdain valittomasti, etta
SSE < SST

TKK (c) likka Mellin (2007)

66



Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Kokonais- ja jaannosneliosumman yhteys 3/4

Y htaloista

SSE= e =(1-r)> (v, ¥)’ =(1—r})SST
i=1 =l

nahdaan, ettd seuraavat ehdot ovat yhtapitavia:

1) SSE=0

(1) e =0kakillei=1,2,...,n

(i) r, ==l

Jos ehdot (1)-(111) patevat, niin kaikki havaintopisteet
(x;,y;),i=1,2,...,novat samalla suoralla ja tatid suoraa
vastaava lineaarinen regressiomalli selittdd taydellisesti
selitettavan muuttujan y havaittujen arvojen vaihtelun.
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Kokonais- ja jaannosneliosumman yhteys 4/4

Y htaloista

SSE= e =(1-r)> (v, ¥)’ =(1—r})SST
i=1 =l

nahdiin, ettid seuraavat ehdot ovat yhtapitavia:

(1) SSE=S8ST

(i) e =y -y kaikillei=1,2, ... ,n

(i)" r,=0

Jos ehdot (1)’-(111)" patevat, niin selitettivin muuttujan y
havaittujen arvojen vaihtelua ei voida selittdd
lineaarisella regressiomallilla.

TKK
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Mallineliosumma 1/2

« Maaritelladn suure SSM yhtalolla
SSM = SST — SSE
 Koska
0 < SSE S SST
niin
SSM =0
 Koska voidaan osoittaa, etti

SSM = Z(j}z _)7)2
i=l1

suuretta SSM kutsutaan mallineliosummaksi.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Mallineliosumma 2/2

e Mallineliosumma SSM voidaan esittia myos muodossa
SSM =>"(5,- )
i=1

jossa

TKK (c) likka Mellin (2007)



Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Varianssianalyysihajotelma 1/2

« Edella esitetyn mukaan kokonaisneliosumma

SST = Z(y -y)’

voidaan esﬂtaa kahden osatekijan SSM ja SSE summana:
SST = SSM + SSE

jossa
SSM = Z(j}l _37)2
i=1
ja

SSE = Zn:eiz

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Varianssianalyysihajotelma 2/2

* Varianssianalyysihajotelmassa
SST = SSM + SSE

selitettdvan muuttujan y havaittujen arvojen vaihtelua
kuvaava kokonaisneliosumma SS7 on esitetty kahden
osatekijan SSM ja SSE summana:

(1) Mallineliosumma SSM kuvaa sita osaa selitettavan
muuttujan y havaittujen arvojen vaihtelusta, jonka
estimoitu malli on selittdanyt.

(11) Jaannosneliosumma SSE kuvaa sitd osaa selitettivan
muuttujan y havaittujen arvojen vaihtelusta, jota
estimoitu malli ei ole selittdnyt.
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Varianssianalyysihajotelman tulkinta

« Varianssianalyysihajotelma
SST = SSM + SSE
kuvaa estimoidun regressiomallin Ayvyyttd:

(1) Mita suurempi on mallineliosumman SSM osuus
kokonaisneliosummasta SS7, sitd paremmin estimoitu
malli selittda selitettdvian muuttujan havaittujen
arvojen vaihtelun.

(11) Mita pienempi on jdadnnosneliosumman SSE osuus
kokonaisneliosummasta SS7, sitd paremmin estimoitu
malli selittda selitettdvian muuttujan havaittujen
arvojen vathtelun.
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Selitysaste

« Varianssianalyysihajotelma
SST = SSM + SSE
motivoil tunnusluvun
SSE  SSM
 SST ~ SST

kayton regressiomallin hyvyyden mittarina.

R =1

« Tunnuslukua R? kutsutaan selitysasteeksi ja se mittaa
regressiomallin selittdmdd osuutta selitettavin muuttujan
y havaittujen arvojen kokonaisvaihtelusta.

« Selitysaste R? ilmaistaan tavallisesti prosentteina:
100xR? %

TKK (c) likka Mellin (2007) 74



Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Selitysaste ja korrelaatio

* Voidaan osoittaa, etta

R* =[Cor(y, )]
jossa

Cor(y, )
on selitettdvan muuttujan y havaittujen arvojen y; ja
sovitteiden y ; ofoskorrelaatiokerroin.

* Yhden selittdjan lineaarisessa regressiomallissa patee
lisdksi se, ettd selitysaste R? on selitettdvén ja selittdvin
muuttujan havaittujen arvojen otoskorrelaatiokertoimen r,,
nelio:

R* =y’

Xy
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Selitysasteen ominaisuudet 1/2

« Selitysasteella R? on seuraavat ominaisuudet:

(i) 0<R’<1
(11) Seuraavat ehdot ovat yhtdpitdavida:
(1) R?=1

(2) Kaikki residuaalit haviavat:
e;=0kakillei=1,2,...,n

(3) Kaikki havaintopisteet (x,, y,) ,i=1,2, ... ,n
asettuvat samalle suoralle.

4) r ==1

xy
(5) Maarnitelty malli selittdd taydellisesti selitettavan
muuttujan y havaittujen arvojen vaihtelun.
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Selitysasteen ominaisuudet 2/2

(i11) Seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvida:

(1) R2=0
2) b, =0
3) r,=0

(4) Maaritelty malli ei ollenkaan selitd selitettavan
muuttujan y havaittujen arvojen vaihtelua.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Selitysasteen laskeminen:

Havainnollistava esimerkki 1/3

Taulukossa oikealla on
keinotekoisen kahden muuttujan
aineiston havaintoarvot (n = 6).

Aineistosta estimoidun
regressiosuoran yhtaloksi saatiin
kappaleessa Yhden selittdjan
lineaarisen regressiomallin
estimointi

y=1.5407+0.7847x

ks. kuviota oikealla.

2.5

w

(o))

(3]

7.5

O|AN|R|WIN|=]~

o|N|o|~|lw|=] X

10

Pistediagrammi

y = 0.7847x + 1.5407
R? = 0.8303

10

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Selitysasteen laskeminen:

Havainnollistava esimerkki 2/3

» Alla olevassa taulukossa on laskettu havaintoarvojen summat ja nelio-
summat seki estimoidun mallin sovitteet y, residuaalit e (sovitteiden ja
residuaalien laskemista on kasitelty em. kappaleessa) ja residuaalien
neliot 2.

i X y x° y° Sovite [Residuaal]l Res”
1 1 2.5 1 6.25 2.325 0.175 0.030
2 3 3 9 9 3.895 -0.895 0.801
3 4 6 16 36 4.679 1.321 1.744
4 6 5 36 25 6.249 -1.249 1.560
5 7 7.5 49 56.25 7.033 0.467 0.218
6 8 8 64 64 7.818 0.182 0.033
Summa 29 32 175 196.5 32 0.000 4.385

seuraavalla kalvolla esitettavalla tavalla.

* Estimoidun mallin selitysaste saadaan taulukon sarakesummista

(c) llkka Mellin (2007)
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Selitysasteen laskeminen:

Havainnollistava esimerkki 3/3

» Kokonaisneliosumma:
2
SST =Yy —%( n yl.j ~196.5 —%x322 —25.833
» Jddnnosneliosumma:
SSE = Zn:ef =4.385
i=1

» Selitysaste:
R _SSE:1_ 4.385 _
SST 25.833
 Siten estimoitu malli on selittanyt

83.0 %

selitettdvan muuttujan arvojen vaihtelusta.

0.830

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli

Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi
Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste

>> Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista
Ennustaminen yhden selittajan lineaarisella regressiomallilla
Yhden selittajan lineaarisen regressiomalli ja satunnainen selittaja
2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
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Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista
Mallia koskeva tilastollinen paattely

Tarkastellaan seuraavia yhden selittdjan lineaarista
regressiomallia koskevia paittelyn ongelmia:

— Regressiokertoimien estimaattoreiden
odotusarvot ja varianssit

— Regressiokertoimien estimaattoreiden
otosjakaumat

— Regressiokertoimien luottamusvailit
—  Testit regressiokertoimille
—  Testi selitysasteelle

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista
Malli ja sen osat 1/3

* Oletetaan, ettd havaintoarvojen y, ja x; vélilld on
lineaarinen tilastollinen riippuvuus, joka voidaan 1lmaista
yhtalolla

yv,=p0+p0x+¢& ,i=12,...,n

* Yhtdlo maarittelee yhden selittajan lineaarisen

regressiomallin, jossa

y; = selitettivan muuttujan y satunnainen ja
havaittu arvo havaintoyksikossa i

x;, = selittivin muuttujan cli selittijian x ei-
satunnainen ja havaittu arvo havaintoyksikossa i

£ = jaannos- eli virhetermin & satunnainen ja
ei-havaittu arvo havaintoyksikossa i
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Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista
Malli ja sen osat 2/3

* Yhden selittdjan lineaarisessa regressiomallissa
yv.=0,+px+¢& ,i=12,....n
on seuraavat kertoimet:

[, = vakioselittijin regressiokerroin;
[3, on ei-satunnainen ja tuntematon vakio

S, = selittijin x regressiokerroin;
B, on ei-satunnainen ja tuntematon vakio
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Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista
Malli ja sen osat 3/3

* Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin
yv.=0,+px+¢& ,i=12,....n
maaritteleman regressiosuoran
y=pt fix
yhtalossa

[3, = regressiosuoran ja y-akselin leikkauspiste eli
regressiosuoran vakio

,6’1 = regressiosuoran kulmakerroin
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Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista

Oletukset

* Oletetaan, ettd yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin

yv.=0,+px+¢& ,i=12,....n
jaannos- el virhetermia & koskevat standardioletukset
patevat:

1) E(g)=0,i=1,2,...,n
(11) Jadnnostermit ovat homoskedastisia:
Var(g)=0?%,i=1,2,...,n
(111) Jadnnostermit ovat korreloimattomia:
Cor(g, £)=0,i#!
» Lisdksi oletetaan, ettd virhetermit & ovat normaalisia:
(iv) &~N(0,0?%,i=1,2,...,n
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Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista
Otostunnusluvut

* Mairitellddn havaintojenx;jay,,i=1,2,... ,n
aritmeettiset keskiarvot, otosvarianssit, otoskovarianssi ja
otoskorrelaatiokerroin tavanomaisilla kaavoillaan:

I I
X=—) X =—
nizzlll y nz—lyl
2 1 < —\2 2 IS _\2
sp=— > (=% s5=—> (-
n_l i=1 L=l
| _
xy: Z(xi_'x)(yz_y)
n—1435
= e
T8,
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Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista
Regressiokertoimien PNS-estimaattorit

* Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin
yv.=0,+px+¢& ,i=12,....n

regressiokertoimien /[, ja £, pienimméin nelidssumman
(PNS-) estimaattorit ovat

by=y—-bx

b, S

1 2 7 Txy
SX SX
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Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista
Sovitteet ja residuaalit

* Olkoot b, ja b, yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin
yv.=0,+px+¢& ,i=12,....n
regressiokertoimien [, ja 3, PNS-estimaattorit.
« Madritelladn estimoidun mallin sovitteet kaavalla
y.=b,+bx ,i=12,...,n
« Mairitelldan estimoidun mallin residuaalit kaavalla

e=y.—y,=y,—-b,—bx, ,i=12,...,n
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Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista
Jaannosvarianssin estimointi

* Jos yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin jéddnnos-
el virhetermejd € koskevat standardioletukset (1)-(111)
pdtevidt, jddnnosvarianssin Var(g) = 0% harhaton
estimaattori on

n
2 1 2
s° = ) e
n—2°3

jossa

e, = estimoidun mallin residuaali

n = havaintojen lukumaara

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista
Regressiokertoimien estimaattorit:

Odotusarvot ja varianssit

Jos standardioletukset (1)-(111) pdtevdt, niin regressio-
kertoimien £, ja 3, PNS-estimaattoreilla b, ja b, on

seuraavat odotusarvot ja varianssit:
2

E(b)=fB  Var(h)=D>(b)=—2—
(n-1)s’
E(bo):ﬁo Var(bo):Dz(bo):62(1+ x 2
n (n—1)s.

Siten PNS-estimaattorit b, ja b, ovat oletuksien (1)-(111)
pdtiessd harhattomia.

J

TKK
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Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista
Regressiokertoimien estimaattorit:

Otosjakaumat

Jos standardioletuksien (1)-(111) lisdksi normaalisuusoletus
(iv) pdtee, regressiokertoimien [, ja B, PNS-estimaattorit
b, ja b, ovat normaalijakautuneita:

0_2
h N(ﬁl | (n_m;]

(1 X’
K NN[& © (f(n—l)sij]

TKK
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Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista
Regressiosuoran kulmakertoimen luottamusvali

» Jos standardioletuksien (1)-(111) lisdksi normaalisuusoletus
(iv) pdtee, niin regressiokertoimen /3, eli regressiosuoran

kulmakertoimen luottamusvali luottamustasolla (1 — @)
on muotoa

S
b *+t
1 ol? \/ﬂ Sx
jossa —t,,, ja +t,,, ovat luottamustasoon (1 — ) hittyvit
luottamuskertoimet Studentin t-jakaumasta, jonka vapaus-

asteiden luku on (n — 2) ja s? on jadnnosvarianssin o2
harhaton estimaattori.
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Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista

Regressiosuoran kulmakertoimen luottamusvali:
Kommentti

« Huomaa, ettd regressiokertoimen /£, luottamusvili on
tavanomaista muotoa

bl i ta/z f)(bl)

jossa
S

D(b) = (n—l)sﬁ

on kertoimen [, PNS-estimaattorin b, varianssin
estimaattori.

2
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Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista
Regressiosuoran vakion luottamusvali

» Jos standardioletuksien (1)-(111) lisdksi normaalisuusoletus

(iv) pdtee, niin regressiokertoimen /3, eli regressiosuoran
vakion luottamusvali luottamustasolla (1 — &) on
muotoa

_2
b, tt,,s l+ * :
n (n—1)s.

jossa —t,,, ja +t,, ovat luottamustasoon (1 — @) littyvit
luottamuskertoimet Studentin t-jakaumasta, jonka vapaus-

asteiden luku on (n — 2) ja s? on jadnnosvarianssin o2
harhaton estimaattori.
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Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista
Regressiosuoran vakion luottamusvali:
Kommentti

« Huomaa, etté regressiokertoimen /4, luottamusvili on
tavanomaista muotoa

bO t ta/z f)(bo)
jossa
_2
]52([70)232 l"' - 2
n (n—1)s.

on kertoimen /5, PNS-estimaattorin b, varianssin
estimaattori.
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Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista
Testi regressiosuoran kulmakertoimelle

Oletetaan, etta standardioletuksien (1)-(111) lisdksi
normaalisuusoletus (1v) pdtee.

Olkoon nollahypoteesina
. _ RO
HO] * IBI _ IBI
Maaritelladn r-testisuure
0
f = bl _ 181
Y (Vn—1s)
Jos nollahypoteesi H,,, pdtee,
t ~t(n—2)
[tseisarvoltaan suuret testisuureen ¢, arvot viittaavat sithen,
ettd nollahypoteesi H, ei pdde.

TKK
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Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista
Testi regressiosuoran kulmakertoimelle:

Kommentti

»  Huomaa, etti t-testisuure nollahypoteesille H,, : B, = £,
on favanomaista muotoa

ZL :bl_ﬁlo
1 oy
D(b,)
jossa
D (b,) =
5 (n—l)sﬁ

on regressiokertoimen S, PNS-estimaattorin b, varianssin
estimaattori, kun nollahypoteesi H,, patee.
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Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista
Testi regressiosuoran kulmakertoimelle:

Havainnollistava esimerkki 1/5

Taulukossa oikealla on
keinotekoisen kahden muuttujan
aineiston havaintoarvot (n = 6).

Aineistosta estimoidun
regressiosuoran yhtaloksi saatiin
kappaleessa Yhden selittdjan
lineaarisen regressiomallin
estimointi

y=1.5407+0.7847x

ks. kuviota oikealla.

2.5

w

(o))

(3]

7.5

O|AN|R|WIN|=]~

o|N|o|~|lw|=] X

10

Pistediagrammi

y = 0.7847x + 1.5407
R? = 0.8303

10

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista
Testi regressiosuoran kulmakertoimelle:

Havainnollistava esimerkki 2/5

» Alla olevassa taulukossa on laskettu havaintoarvojen summat ja nelio-
summat seki estimoidun mallin sovitteet y, residuaalit e (sovitteiden ja
residuaalien laskemista on kasitelty em. kappaleessa) ja residuaalien
neliot 2.

i X y x° y° Sovite [Residuaal]l Res”
1 1 2.5 1 6.25 2.325 0.175 0.030
2 3 3 9 9 3.895 -0.895 0.801
3 4 6 16 36 4.679 1.321 1.744
4 6 5 36 25 6.249 -1.249 1.560
5 7 7.5 49 56.25 7.033 0.467 0.218
6 8 8 64 64 7.818 0.182 0.033
Summa 29 32 175 196.5 32 0.000 4.385

» Tarkastellaan testia mallin
v, =0, +pBx +¢€ ,i=12,....,n
regressiokerrointa [3, koskevalle nollahypoteesille

Ho 1 ;=0
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Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista
Testi regressiosuoran kulmakertoimelle:

Havainnollistava esimerkki 3/5

Kertoimen [3, estimaatti:
b, =0.7847

Selittd]’éz’n X varianssi:

[Zx ——(Zx] J: 1(175—%x292j:6.967

e Jdannosvarianssi.
s* = e; :Lx4 385=1.096
n—2 6-—2
e [-testisuureen arvo:.
J— O —
. -5 _ 0.7847 -0 1473

s/(\n—1s.) J1.096/((6—1)x6.967)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista
Testi regressiosuoran kulmakertoimelle:

Havainnollistava esimerkki 4/5

« Jos nollahypoteesi H,, : £, = 0 pétee, testisuure ¢, on jakautunut
Studentin t-jakauman mukaan vapausastein (n — 2) = (6 — 2) = 4:

t, ~ {(4)
» Valitaan merkitsevyystasoksi 0.05.

* Olkoon vaihtoehtoinen hypoteesi muotoa
H,,:5,#0
 Talloin merkitsevyystasoa 0.05 vastaavat
kriittiset rajat ovat
—2.776 ja +2.776

ks. kuviota oikealla. 3 3

G

0.025 / 0.95 \ 0.025

 Siten testin hylkdysalue on muotoa 2776 +2.776

{t,|t, <=2.776 Uit | t, > +2.776}
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Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista
Testi regressiosuoran kulmakertoimelle:

Havainnollistava esimerkki 5/5

« Koska
t, =4.423>2.776

niin testisuureen ¢, arvo on hylkaysalueella ja voimme hyldtd
nollahypoteesin

Ho 1 =0

ja hyvdksyd vaihtoehtoisen hypoteesin
Hy : 5 #0

merkitsevyystasolla 0.05.
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Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista
Testi regressiosuoran vakiolle

* Oletetaan, ettd standardioletuksien (1)-(111) lisdksi
normaalisuusoletus (1v) pdtee.

* Olkoon nollahypoteesina

Hy, : f, = :B(?
« Maairitelladn z-testisuure

to:(bo_ﬂ(?) S\/1+ i 2

n (n—1)s.

« Jos nollahypoteesi H, pditee,

t, ~t(n—2)
* Itseisarvoltaan suuret testisuureen ¢, arvot viittaavat sithen,

ettd nollahypoteesi H, ei pdde.
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Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista
Testi regressiosuoran vakiolle:

Kommentti

»  Huomaa, etti -testisuure nollahypoteesille H,, : 5, = £,
on favanomaista muotoa

{ = bo _:B(;)
O - A
D(b,)

jossa
D py=s| e T
’ n (n—1)s:

on regressiokertoimen £, PNS-estimaattorin b, varianssin
estimaattori, kun nollahypoteesi H, patee.
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Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista
Testi selitysasteelle 1/4

* Oletetaan, ettd standardioletuksien (1)-(111) lisdksi
normaalisuusoletus (1v) pdtee.

* Olkoon nollahypoteesina
Hy : 5,=0

« Madritellaan F-testisuure

R2

1-R’

jossa R? on estimoidun mallin selitysaste.

F=n-2)
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Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista

Testi selitysasteelle 2/4

« Jos nollahypoteesi
Hy, : 5,=0
pdtee, testisuure
R2
1-R’

jossa F(1, n — 2) on Fisherin F-jakauma vapausastein 1 ja
(n—2).

o Suuret testisuureen F arvot viittaavat sithen, etti
nollahypoteesi H,, ei pdde.

F=(n-2)

~F(,n-2)
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Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista
Testi selitysasteelle 3/4

» Koska R* =r; , em. F-testisuure voidaan esittdd muodossa
2

r
F=n-2)—"-
1-r

« Ottamalla tista neliojuuri saadaan testisuure

t=\/n—2rx—y

2
l—rxy

joka noudattaa nollahypoteesin H,, pdtiessd Studentin ¢-
jakaumaa vapausastein (n — 2):

t~tn-2)
« Itseisarvoltaan suuret testisuureen ¢ arvot viittaavat sithen,
ettd nollahypoteesi H, ei pdde.
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Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista
Testi selitysasteelle 4/4

 Voidaan osoittaa, etta

v, b
t=Nn—-2—2—= : =
1—;3; s/\n—-1s_
jossa testisuure ¢, on tavanomainen #-testisuure nolla-

hypoteesille

Hy, : 5, =0
« F-jat-jakaumien yhteyden perusteella on selvaa, etta
t'=F

jossa I on em. F-testisuure nollahypoteesille H,y, .

* Huomaa, ettd ylla esitetty #-testisuure ja z-testisuure
korreloimattomuudelle ovat ekvivalentteja.
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Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli

Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi
Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista

>> Ennustaminen yhden selittajan lineaarisella regressiomallilla
Yhden selittajan lineaarisen regressiomalli ja satunnainen selittaja
2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
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Ennustaminen yhden selittajan lineaarisella regressiomallilla
Ennustaminen

* Oletetaan, ettd muuttujien x ja y havaittujen arvojen x; ja y;
valilla on lineaarinen tilastollinen riippuvuus, joka
voidaan i1lmaista muodossa

yv,=B+pBx +¢& ,i=12,...,n

« Haluamme ennustaa selitettdvdid muuttujaa y, kun

selittdiva muuttuja x saa arvon x .

e Jaetaan tarkastelu kahteen osaan:

(1) Tavoitteena on ennustaa selitettdvan muuttujan y
odotettavissa oleva cli keskimddrdinen arvo.

(1) Tavoitteena on ennustaa selitettavan muuttujan y
arvo.
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Ennustaminen yhden selittajan lineaarisella regressiomallilla

Malli ja sen osat 1/2

* Oletetaan, ettd havaintoarvojen y, ja x; vélilld on
lineaarinen tilastollinen riippuvuus, joka voidaan 1lmaista
yhtalolla

yv,=B+pBx +¢& ,i=12,...,n

* Yhtdlo maarittelee yhden selittajan lineaarisen

regressiomallin, jossa

y; = selitettivan muuttujan y satunnainen ja
havaittu arvo havaintoyksikossa i

x, = selittivin muuttujan cli selittijian x ei-
satunnainen ja havaittu arvo havaintoyksikossa i

£ = jaannos- eli virhetermin & satunnainen ja
ei-havaittu arvo havaintoyksikossa i
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Ennustaminen yhden selittajan lineaarisella regressiomallilla

Malli ja sen osat 2/2

* Yhden selittdjan lineaarisessa regressiomallissa
y,=0,+px+¢& ,i=12,....n
on seuraavat kertoimet:

[, = vakioselittijin regressiokerroin;
[3, on ei-satunnainen ja tuntematon vakio

S, = selittijin x regressiokerroin;
B, on ei-satunnainen ja tuntematon vakio
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Ennustaminen yhden selittajan lineaarisella regressiomallilla

Oletukset

* Oletetaan, ettd yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin

y,=0,+px+¢& ,i=12,....n
jaannos- el virhetermia & koskevat standardioletukset
patevat:

(1) E(g)=0,i=1,2,...,n
(11) Jadnnostermit ovat homoskedastisia:
Var(e)=0?%,i=1,2,...,n
(111) Jadnnostermit ovat korreloimattomia:
Cor(g, £)=0,i#/
» Lisdksi oletetaan, ettd virhetermit & ovat normaalisia:
(iv) &~N(0,0?%,i=1,2,...,n

TKK (c) likka Mellin (2007) 114



Ennustaminen yhden selittajan lineaarisella regressiomallilla
Otostunnusluvut

* Mairitellddn havaintojenx;jay,,i=1,2, ... ,n
aritmeettiset keskiarvot, otosvarianssit, otoskovarianssi ja
otoskorrelaatiokerroin tavanomaisilla kaavoillaan:

R R
X=—) X =—
nizzlll y nz—lyl
2 1 < —\2 2 IS _\2
s;=— > (=%  s=—> (-
n_l i=l1 L=l
| _
xy: Z(xi_'x)(yz_y)
n—1435
= e
T8,
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Ennustaminen yhden selittajan lineaarisella regressiomallilla

Regressiokertoimien PNS-estimaattorit

* Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin
y,=0,+px+¢& ,i=12,....n
regressiokertoimien /3, ja 3, pienimméin nelidssumman

(PNS-) estimaattorit ovat

by=y—-bx

b —Sxy—,,- S_y

1 2 Tx
SX Sx

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Ennustaminen yhden selittajan lineaarisella regressiomallilla

Sovitteet ja residuaalit

* Olkoot b, ja b, yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin
y,=0,+px+¢& ,i=12,....n
regressiokertoimien /3, ja £, PNS-estimaattorit.
« Madritelladn estimoidun mallin sovitteet kaavalla
y.=b,+bx ,i=12,...,n
« Mairitelldan estimoidun mallin residuaalit kaavalla

e=y.—y,=y,—-b,—bx, ,i=12,...,n
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Ennustaminen yhden selittajan lineaarisella regressiomallilla
Jaannosvarianssin estimointi

* Jos yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin jéddnnos-
el virhetermejd € koskevat standardioletukset (1)-(111)
pdtevdt, jaddnnosvarianssin Var(g) = 0% harhaton
estimaattori on

n
2 1 2
s° = E e;

jossa

e. = estimoidun mallin residuaali

n = havaintojen lukumaara
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Ennustaminen yhden selittajan lineaarisella regressiomallilla
y:n odotusarvon ennustaminen

* Oletetaan, ettad selitettiva muuttuja y saa arvon
y= :Bo + 18155 +&
kun selittdja x saa arvon x .

o Mika on paras ennuste selitettivan muuttujan y
odotettavissa olevalle arvolle

E(7|%)= B, + B
kun selittdja x saa arvon x ?
« Selitettivan muuttujan y ehdollinen odotusarvo E( )7‘55)

kuvaa selitettdivin muuttujan y keskimddrin saamia arvoja
selittdjan x saamien arvojen funktiona.
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Ennustaminen yhden selittajan lineaarisella regressiomallilla
y:n odotusarvon ennustaminen:

Ennuste

« Valitaan selitettavin muuttujan odotusarvon E( )7‘55)

ennusteeksi (estimaattoriksi) lauseke
yX=b,+bx

jossa b, ja b, ovat regressiokertoimien /3, ja 5, PNS-
estimaattortit.

* Voidaan osoittaa, etti y ‘55 on (ennustevirheen keskinelio-
virheen mielessi) paras lineaarinen ja harhaton ennuste
chdolliselle odotusarvolle E(y ‘55).

« Huomautus:

Ehdollinen odotusarvo E( )7|5E) on kiintedlle x vakio, kun taas
ennuste y |)? on satunnaismuuttuja.
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Ennustaminen yhden selittajan lineaarisella regressiomallilla
y:n odotusarvon ennustaminen:

Otosjakauma

* Oletetaan, ettd yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin
jdannos- el virhetermid & koskevat standardioletuksien
(1)-(111) lisdksi normaalisuusoletus (1v) pdtee.

e Talloin ennusteen

X=b,+bx

N

y
otosjakauma on normaalijakauma:

by ~N(,BO +B%,0° {1+ (¥-x)’ D

n (n—1)s;

y
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Ennustaminen yhden selittajan lineaarisella regressiomallilla
y:n odotusarvon ennustaminen:

Luottamusvali

 (dotusarvon

E(J|%)=B,+ %
luottamusvili luottamustasolla (1 — @) on
s 1 (F=Xx)
by +bx*tt, s, |—+

n (n-1)s’
jossa —t,,, ja +t,, ovat luottamustasoon (1 — @) lttyvit
luottamuskertoimet Studentin #-jakaumasta, jonka vapaus-

asteiden luku on (n — 2) ja s? on jddnnosvarianssin o 2
harhaton estimaattorsi.

« Vili muodostaa selittdjan x arvojen x funktiona luottamus-
vyon estimoidun regressiosuoran y = b, + b, x ymparille.
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Ennustaminen yhden selittajan lineaarisella regressiomallilla
y:n odotusarvon ennustaminen:

Luottamusvalin ominaisuuksia

 (dotusarvon

E(7\%) =4, + X

luottamusvali

3 1 (¥—Xx)°
b, +bx % a/zS\/-F( )

2
n (n=1)s;
kaventuu, jos havaintojen lukumaara » tai selittdjan otos-
varianssi s- kasvaa.

* Toisaalta luottamusvali on sitd levedmpi, mitd kauempana
piste X on selittdjan x havaittujen arvojen aritmeettisesta
keskiarvosta x .
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Ennustaminen yhden selittajan lineaarisella regressiomallilla
y.n arvon ennustaminen

* Oletetaan, etta selitettdva muuttuja y saa arvon
y= :Bo + 181)’Z +&
kun selittdja x saa arvon x .

* Mika on paras ennuste selitettavin muuttujan y arvolle y,
kun selittdja x saa arvon x ?
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Ennustaminen yhden selittajan lineaarisella regressiomallilla
y.n arvon ennustaminen:

Ennuste

» Valitaan selitettdvin muuttujan arvon y ennusteeksi
(estimaattoriksi) lauseke

N

yX=>b,+bx

jossa b, ja b, ovat regressiokertoimien /3, ja 5, PNS-
estimaattortit.

* Voidaan osoittaa, etta )7‘55 on (ennustevirheen keskineli0-
virheen mielessd) paras lineaarinen ja harhaton ennuste
chdolliselle odotusarvolle E( )7‘55) :

 Huomautus:

Seka selitettivin muuttujan y arvo y ettd ennuste y|x ovat
satunnaismuuttujia.
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Ennustaminen yhden selittajan lineaarisella regressiomallilla
y.n arvon ennustaminen:

Otosjakauma

* Oletetaan, etta yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin
jdannos- el virhetermid & koskevat standardioletuksien
(1)-(111) lisdksi normaalisuusoletus (1v) pdtee.

e Talloin ennustevirheen

~ A

y=y
otosjakauma on normaalijakauma:

by ~N[O,O‘2 {1+1+ (i_x)zD
n (n—1)s.

~

X

~

y—y
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Ennustaminen yhden selittajan lineaarisella regressiomallilla
y.n arvon ennustaminen:

Luottamusvali

» Selitettdvan muuttujan y arvon y luottamusvali
luottamustasolla (1 — &) on

~ —=\2
b, +bitt,, s\/l+1 + (x_x)z
n (n=1)s;
jossa —t,,, ja +t,, ovat luottamustasoon (1 — @) littyvit
luottamuskertoimet Studentin #-jakaumasta, jonka vapaus-
asteiden luku on (n — 2) ja s? on jddnnosvarianssin o2
harhaton estimaattori.

« Vili muodostaa selittdjan x arvojen x funktiona luottamus-
vyon estimoidun regressiosuoran y = b, + b,x ymparille.
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Ennustaminen yhden selittajan lineaarisella regressiomallilla
y.n arvon ennustaminen:

Luottamusvalin ominaisuuksia

» Selitettdvan muuttujan y arvon y luottamusvali
3 1 (¥-X)
by+bx=xt, s 1+—+( )2
n (n—-1)s.
kaventuu, jos havaintojen lukumaara »n tai selittajan otos-
varianssi s. kasvaa.

* Toisaalta luottamusvali on sitd levedmpi, mita kauempana
piste X on selittdjan x havaittujen arvojen aritmeettisesta
keskiarvosta x .
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Ennustaminen yhden selittajan lineaarisella regressiomallilla
y:n arvon luottamusvali vs

y:n odotusarvon luottamusvali

» Selitettdvan muuttujan y arvon y luottamusvyo on
levedmpi kuin selitettdvan muuttujan y arvon y odotus-
arvon E( )7‘56) luottamusvyo.

« Tama johtuu siitd, ettd selitettdvan muuttujan y keski-
mddrdisen arvon ennustaminen on helpompaa kuin sen
yksittdisen arvon ennustaminen.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli

Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi
Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista
Ennustaminen yhden selittajan lineaarisella regressiomallilla

>> Yhden selittajan lineaarisen regressiomalli ja satunnainen selittaja
2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
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Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittaja
Selitettava muuttuja ja selittava muuttuja

Oletetaan, etta selitettavan muuttujan y havaittujen
arvojen vaihtelu halutaan selittaa selittavan muuttujan
eli selittajan x havaittujen arvojen vaihtelun avulla.

Tehdiin seuraavat oletukset:

(1) Seka selitettava muuttuja y etta selittdja x ovat
satunnaismuuttujia.

(i1) Selitettdva muuttuja y on suhdeasteikollinen muuttuja.
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(c) llkka Mellin (2007) 131



Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittaja

Havainnot

* Olkoot
Vi V2s oov 5V
selitettdvan muuttujan y ja
X1 Xgy ee s X,

selittdvan muuttujan x havaittuja arvoja.

* Oletetaan liséksi, ettd havaintoarvot x; ja y, littyvat
samaan havaintoyksikkoon kaikillei=1, 2, ... , n.

« Tallom havaintoarvot x; ja y, muodostavat pisteitd 2-
ulotteisessa avaruudessa:

(x.,y,)€e R*,i=12,...,n

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittaja

Malli ja sen osat 1/2

* Oletetaan, ettd havaintojen y, ja x; valilla on lineaarinen
tilastollinen riippuvuus, joka voidaan 1lmaista yhtalolla

y,=0,+px+¢& ,i=12,....n
* Yhtidlo maarittelee yhden selittajan lineaarisen
regressiomallin, jossa

y; = selitettivan muuttujan y satunnainen ja
havaittu arvo havaintoyksikossa i

x; = selittivan muuttujan x satunnainen ja
havaittu arvo havaintoyksikossa i

g = jaannos- el virhetermin £ satunnainen ja
ei-havaittu arvo havaintoyksikossa i
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Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittaja

Malli ja sen osat 2/2

* Yhden selittdjan lineaarisessa regressiomallissa
y,=0,+px+¢& ,i=12,....n
on seuraavat kertoimet:

[, = vakioselittijin regressiokerroin;
[3, on ei-satunnainen ja tuntematon vakio

B, = selittijin x regressiokerroin;
B, on ei-satunnainen ja tuntematon vakio
* Huomautus:

Regressiokertoimet f3, ja [, oletetaan samoiksi kaikille
havaintoyksikoille i.
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Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittaja

Selittajan satunnaisuuden seuraukset 1/4

* Yhden selittijan lineaarisen mallin

y,=0,+px+¢& ,i=12,....n
selittdjan x satunnaisuus saattaa aiheuttaa vakavia
ongelmia mallin estimoinnille ja mallia koskevalle
tilastolliselle paattelylle.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittaja
Selittajan satunnaisuuden seuraukset 2/4

Jos selittaja x on satunnainen, PNS-menetelma ei
valttamdtti tuota harhattomia tai edes tarkentuvia
estimaattoreita regressiokertoimille.

Nain kay esimerkiksi silloin, kun virhetermi ja selittija korreloivat.
Jos regressiokertoimien PNS-estimaattorit eivit ole

harhattomia tai tarkentuvia, mallia koskevaa tavan-
omaista tilastollista pdiittelyd ei saa soveltaa.
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Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittaja

Selittajan satunnaisuuden seuraukset 3/4

Kysymys:
Milloin kiintealle, ei-satunnaiselle selittajalle esitettya
teoriaa saa soveltaa myos satunnaiselle selittajalle?

Vastaus:

Kiinteille, ei-satunnaiselle selittajille esitettya

teoriaa saadaan soveltaa ainakin silloin, kun jddannos-
eli virhetermit & toteuttavat Kiintealle selittajalle esitetyt
standardioletukset ehdollisesti selittdjin x havaittujen
arvojen suhteen.
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Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittaja
Selittajan satunnaisuuden seuraukset 4/4

« Tassa kappaleessa tarkastellaan 1ahemmin yhden
selittdjan lineaarisen regressiomallin maarittelemista
sellaisella tavalla, joka takaa sen, ettd kiintedlle selittdjalle
esitetty teoria patee.
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Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittaja

Modifioidut oletukset jaannostermeista

e OQletetaan, ettd mallin
y,=0,+px+¢& ,i=12,....n

Jjdannos- eli virhetermit & toteuttavat seuraavat oletukset:

(1) E(g|x)=0,i=12,...,n

(11) Jadnnostermit ovat (ehdollisestl) homoskedastisia.
Var(g, | x,) = o’ ,i=12,...,n

(i11) Jadnnostermit ovat (ehdollisest1) korreloimattomia.
Cor(g,,& | x,,x,)=0,i#l

» Lisédksi jaannostermeistd & tehdaédn tavallisesti
normaalisuusoletus:

(iv) & |x. ~N(0,0%),i=12,...,n
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Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittaja
Mallin selitettavan muuttujan ominaisuudet

« Jos yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin
y,=0,+px+¢& ,i=12,....n
jdannos- el virhetermejd & koskevat modifioidut oletukset

(1)-(111) pdtevdt, mallin selitettivan muuttujan y havaituilla
arvoilla y, on seuraavat stokastiset ominaisuudet:

(1)’ E(yi |xi):ﬂo+ﬂ1xi ,i=1L2,...,n
()" Var(y, |xl.):o'2 i=1,2,....n
(iii) Cor(y,, ¥ | x,%)=0,i %/

« Jos jddnnostermeja & koskeva normaalisuusoletus (1v)
pdtee, niin

(iv)" y,|x. ~N(B, + Bx,,0),i=12,...,n
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Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittaja

Mallin selitettavan muuttujan ominaisuudet:
Kommentti

Jos muuttujan y arvojen y, stokastiset ominaisuudet
(1)"-(1v)~ otetaan oletuksiksi, ne maarittelevat taismalleen
saman tilastollisen mallin kuin mallin

yv,=0,+px+¢& ,i=12,...,n
jaannos- eli virhetermeista & tehdyt oletukset (1)-(1v).
Oletukset (1)-(1v) ja (1)"-(1v)” ovat tissa mielessa
ekvivalentteja.

Siten myos ominaisuudet (1)"-(1v)” voidaan ottaa yhden

selittdjan lineaarisen regressiomallin maaritteleviksi
standardioletuksiksi.
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Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittaja
Selitettavan muuttujan ehdollisen odotusarvon

tulkinta regressiofunktiona

e Oletuksen

1) EW, |x)=8,+Lx ,i=12,...,n
mukaan selitettivan muuttujan y ehdollinen odotusarvo el

regressiofunktio on selittavin muuttujan x havaittujen
arvojen suhteen lineaarinen funktio.

« Koska regressiofunktiot ovat yleisessd tapauksessa
epdlineaarisia, (1)" on hyvin voimakas oletus.
* Huomautus:

Jos havainnot x;jay,,i=1, 2, ... , n noudattavat 2-ulotteista
normaalijakaumaa, oletus (1)” patee.
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Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittaja

Yhteys kiintean selittajan tapaukseen

Oletetaan, ettd mallin

y,=0,+px+¢& ,i=12,....n
selittdvan muuttujan x arvot x; ovat kiinteitd eli ei-

satunnaisia Ja mallin jddannos- eli virhetermit & toteuttavat
standardioletukset

(1) E(g)=0,i=12,...,n

(i) Var(g)=0",i=1,2,...,n

(1) Cor(g,,&)=0,i#]

(1v) 8Z.~N(O,O'§),i:1,2,...,n

Talloin edelld satunnaisen selittdjan tapauksessa tehdyt
oletukset mallin virhetermista patevit triviaalisti.
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Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittaja
Selittajan satunnaisuuden seuraukset:

Kommentteja

« Tassa kappaleessa esitetyt modifioidutkin ehdot
jaannos- eli virhetermeille ovat melko rajoittavia ja
etenkin aikasarjojen regressiomalleissa kohdataan
sellaisia tilanteita, joissa eivdt edes nimd
modifioidut ehdot pide.

« Tallaisissa tilanteissa PNS-menetelmdd ei yleensd saa
kayttida mallin parametrien estimointiin.

« Tilastotiede tuntee kuitenkin menetelmia, joilla
regressiomallin parametrit voidaan estimoida (ainakin)
tarkentuvasti myods monissa sellaisissa tilanteissa, joissa
tassa kappaleessa esitetyt modifioidut ehdot
jaannostermeille eivdt pdde.
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Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli

Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset

Yhden selittajan lineaarisen regressiomallin estimointi

Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste

Paattely yhden selittajan lineaarisesta regressiomallista

Ennustaminen yhden selittajan lineaarisella regressiomallilla

Yhden selittajan lineaarisen regressiomalli ja satunnainen selittaja
>> 2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi

Oletukset

* Oletetaan, etta toisistaan riippumattomat havaintoparit

(x,y;),i=1,2,...,n
noudattavat 2-ulotteista normaalijakaumaa; ks.
monisteen Todennakoisyyslaskenta lukua Moniulotteisia jakaumia.

o Talloin ehdolliset odotusarvot ovat muotoa
E(x, |y)=0,+ay, ,i=12,...,n

E(y, |x)=8,+Bx ,i=12,....n
ja siis lineaarisia.
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
Regressiomalleja on kaksi

* Voimme kirjoittaa
X, =0,+o,y,+0,,i=12,...,n
ja
v, =B, +Bx +¢& ,i=1L2,...,n

jossa jadnnostermit & ja 0. ovat keskendidn
korreloimattomia satunnaismuuttujia.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi

Mallien jaannostermit 1/2

e Mallin
X, =0,+o,y,+0,,i=12,...,n

jddnnos- eli virhetermit O, toteuttavat seuraavat ehdot:

(i) E(,]y)=0,i=12,...,n

(11) Jadnnostermit ovat homoskedastisia:
Var(8,|y,)=03,i=12,...,n

(i1) Jadnnostermit ovat korreloimattomia:
Cor(0,,0, |y, 1) =0,i#1

(1v) Jadnnostermit ovat normaalisia:
5.1y, ~N(0,03),i=12,...,n
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi

Mallien jaannostermit 2/2

* Mallin
y,=0,+px+¢& ,i=12,....,n

jaannos- eli virhetermit &, toteuttavat seuraavat ehdot:
(1) E(&|x)=0,i=12,...,n
(11) Jadnnostermit ovat homoskedastisia:

Var(g, | x,) = 0'52 ,i=1,2,....n
(i1) Jadnnostermit ovat korreloimattomia:

Cor(g,,& | x,,x,)=0,i#l
(1v) Jadnnostermit ovat normaalisia:

E | x ~ N(O,Gj) i=1,2,....n
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi

Otostunnusluvut

* Mairitellddn havaintojen x;jay,,i=1,2, ... ,n

aritmeettiset keskiarvot, otosvarianssit, otoskovarianssi ja

otoskorrelaatiokerroin tavanomaisilla kaavoillaan:

n_ll_l

1 n

n—1435
yoo= Sy
Yoos s
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi

Parametrien PNS-estimaattorit

* Mallin
X, =0,+o,y,+0,,i=12,...,n
regressiokertoimien ¢, ja o PNS-estimaattorit ovat

a =-—2=p —* a.=x—-a, v
I_Sz_xyS 0 1y
Y Y

e Mallin

yv,=B+pBx +¢& ,i=12,...,n
regressiokertoimien [, ja [, PNS-estimaattorit ovat

A

A
- v _ Y
S S,

b, =y —bx
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi

Estimoidut regressiosuorat 1/3

e Muuttujan x estimoitu regressiosuora muuttujan y suhteen
voldaan kirjoittaa muotoon
X—X y—y
= rxy

S, S,

* Muuttujan y estimoitu regressiosuora muuttujan x suhteen
voldaan kirjoittaa muotoon
y—y X—Xx

S, S
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
Estimoidut regressiosuorat 2/3

* Molemmat estimoidut regressiosuorat voidaan esittaa
muuttujan x funktioina:

(1) Muuttujan x estimoitu regressiosuora muuttujan y
suhteen:

y=y 1 [x=Xx
S, o S,

(11) Muuttujan y estimoitu regressiosuora muuttujan x
suhteen:

y—y - x—X
s, s,
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi

Estimoidut regressiosuorat 3/3

« Estimoitujen regressiosuorien yhtaloistd nahdaan:
Seuraavat ehdot ovat yhtdapitavia:
(1)  Swuorat yhtyvadt.
2) r,==l
Seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvia:
(1) Suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.
) r,=0

« Lisdksi yhtaloista nihdaan, etta suorat leikkaavat
havaintojen painopisteessd (X,y) .
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi

Estimoidut regressiosuorat ja
2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot 1/2

* Olkoon satunnaismuuttujien x ja y yhteisjakauma
2-ulotteinen normaalijakauma.

« Talloin muuttujan x regressiofunktion yhtdilo muuttujan y
suhteen on

o
Hy, =Ex|y)=p +p,—(y—H)
O-y
 Siten muuttujien x ja y havaituista arvoista

x;jay;,j=1,2, ..., nestimoitu regressiosuora
_ S _
X=X +"xys—x(y—y)

y
saadaan muodollisesti korvaamalla regressiofunktion
parametrit i, i, G.%, 0,2, p,, vastaavilla otossuureilla.
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi

Estimoidut regressiosuorat ja
2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot 2/2

* Olkoon satunnaismuuttujien x ja y yhteisjakauma
2-ulotteinen normaalijakauma.

« Talloin muuttujan y regressiofunktion yhtdilo muuttujan x
suhteen on

O-y
Hy =Ey[X)=p+p,—(x—-u,)
O

X

 Siten muuttujien x ja y havaituista arvoista
x;jay;,j=1,2, ..., nestimoitu regressiosuora

S
_ = y =
y _y+rxyS_(x_x)
X
saadaan muodollisesti korvaamalla regressiofunktion
parametrit i, i, G.%, 0,2, p,, vastaavilla otossuureilla.
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
Regressiosuorien estimointi:

Esimerkki 1/8

* Perinnollisyystieteen

Isien ja poikien pituudet

mukaan lapset perivit geneettiset 195
ominaisuutensa vanhemmiltaan. 190 | o o0t
. PS ‘ oge’ %e ot *
. e ¢ e . s oo = | *e e 0® e @ **,
 Periytyyko isén pituus heidédn 5 188 & .:;‘1.:%;,}:. e
iilleen? 2 180 N S AT
pOJlll.een. o : ’ ~".¢f?z:?
 Havaintoaineisto koostuu c DRI AR S
— | o ¢ o %000
300:n isén ja heiddn poikiensa e 170 R
pituuksien muodostamasta 185 ] .
1 160 w \ ‘ ‘ ‘ ‘
hlkuparlsta 155 160 165 170 175 180 185 190|
(xi ?yi) , I = 1, 2’ ey 300 Isdn pituus (cm)
jossa
X; = 1sdn i pituus
y; = 1sdn i pojan pituus
« Ks. pistediagrammia oikealla.
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
Regressiosuorien estimointi:

Esimerkki 2/8

Taulukko oikealla esittidd isien ja  [x-va@linnro] x-vali [ M,(x|x) | Mx(y|x)
heidan poikiensa pituuksien 1 (155,160]| 159.7 172.2
ehdollisia keskiarvoja 2 (160,165]] 163.5 172.0
_ 3 (165,170]] 168.2 176.8
M, (x|x) ja M, (y|x) 4 (170,175]] 172.6 178.8
 q8a 5 (175,1801] 177.1 180.6
J 6 (180,185]] 181.5 183.6
M (x|x) =niiden isien 7 (185,190]| 186.0 184.0

pituuksien keskiarvo,
joiden pituus kuuluu
x-valiin k

M, (y|x) =niiden poikien
pituuksien keskiarvo,
joiden isien pituus
kuuluu x-viliin £

k=1,2,3,4,5,6,7

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
Regressiosuorien estimointi:

Esimerkki 3/8

» FEhdollisten keskiarvojen

Isien ja poikien pituudet

(M(x[x), Mi(y[x)) el A
madrdamia pisteitd on merkitty [ I T ,i;*. e uen k
. . . oo . _ I | ’:, 00’.0‘9 o |
kuviossa oikealla nelidilld. B gD o
. .. . .. 2 180 R A A 54 XN R LR
« Havainnot on siis luokiteltu isien 2 O WEREL.
. 2 175 - LTI Sl KA
pituuden mukaan 7 luokkaan. s e IRT AR NN
S 170 Sl A 2 |
« Kuviossa luokkia on kuvattu S T
katkoviivojen erottamilla 0 . o
pystyvoilla. 155 160 165 170 175 180 185 190
. .o . . Isén pituus (cm)
» Jokaisen nelion koordinaatit
on saatu laskemalla keskiarvot ko.
neliota vastaavaan pystyvyohon
kuuluvien havaintopisteiden
koordinaateista.
TKK (c) llkka Mellin (2007) 159



2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
Regressiosuorien estimointi:

Esimerkki 4/8

* QOlkoon mallina

Isien ja poikien pituudet

— 1 ‘
yi o ﬂO + ﬁlxi + 81‘ % y = 0.4707x + 97.391 . |
. 190 - R? = 0.1938 . s *
1= 1, 2, RN 4
e o e . : T 185 | .
» Alkuperiisistid havainnoista g :
. . . eeq e 180
estimoidun regressiosuoran yhtilo | 2
on 57
o]
o 170 -
y=97.391+0.4707x s |
 Selitysaste on 160 N S S
R2 — O 194 155 160 165 170 175 180 185 190
’ Isdn pituus (cm)
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
Regressiosuorien estimointi:

Esimerkki 5/8

« Taulukko oikealla esittaa isien ja
heidan poikiensa pituuksien
ehdollisia keskiarvoja

M(xy) ja Mi(yy)

jossa

M, (x|y) =niiden isien
pituuksien keskiarvo,
joiden poikien pituus
kuuluu y-viliin £

M, (y|y) =niiden poikien
pituuksien keskiarvo,
joiden pituus kuuluu
y-véliin k&

k=1,2,3,4,5,6,7

y-valin nrof y-vali M.xly) | Mc(yly)
1 (160,165] 164.3 163.6
2 (165,170] 170.1 168.7
3 (170,175] 171.4 172.7
4 (175,180] 173.1 177.6
5 (180,185] 175.2 182.4
6 (185,190] 176.9 186.6
7 (190,195] 180.6 191.2

TKK (c) likka Mellin (2007)
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
Regressiosuorien estimointi:

Esimerkki 6/8

Ehdollisten keskiarvojen

Isien ja poikien pituudet

1 195
M (xly) ja My (y[y) )
eo e oo es *ee . o . . 190 - . Qo *
madraamia pisteitd on merkitty e B e ges ¢
kuviossa oikealla ympyréilli. 5% :v.;::zi,'géi,; A
: .. : _ 21801 3.’.;:‘}'2:,,@4"”
« Havainnot on siis luokiteltu poikien | 2 . NESOETR .
. g- 175 4 - ———- e B ,;{.,“)3,.3.2 ;:’,.,.!. ,,,,,,,,,,
pituuden mukaan 7 luokkaan. g IR
e 170 - A
. . * O’ * .
» Kuviossa luokkia on kuvattu o -
katkoviivojen erottamilla . ©
vaakavoilld. 155 160 165 170 175 180 185 190
. . . . Isan pituus (cm)
 Jokaisen ympyrdn koordinaatit
on saatu laskemalla keskiarvot ko.
ympyraa vastaavaan vaakavyohon
kuuluvien havaintopisteiden
koordinaateista.
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
Regressiosuorien estimointi:

Esimerkki 7/8

 Olkoon mallina Isien ja poikien pituudet

— 195
Xi = 0(0 + alxi + 51 y = 2.429x — 243.14 * /o
. 190 | R2 = 0.1938 o *
i=12,...,n
e o e . . T 185 |
 Alkuperiisistd havainnoista s Yoy
.. : vq e 180 - SR
estimoidun regressiosuoran yhtalo | 2 L WA
g 175 R T SPTARIOR oo
On g. . ..’ ’.‘0
e 170§ *" -
x=100.10+0.4117y s .
. . . | o 4/
joka voidaan x:n funktiona 160

kirjoittaa muotoon 155 160 165 1%0 1%5 150 155 190
Isdn pituus (cm)
y=-243.14+2.429x

 Selitysaste on
R>=0.194
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
Regressiosuorien estimointi:

Esimerkki 8/8

« Kuvioon oikealla on lisatty malleja
V=6, +Bx, +g 19
X, =0, +ox, +0,
vastaavat estimoidut regressio-
suorat.

Isien ja poikien pituudet

175
e Muuttujan y regressiosuora

muuttujan x suhteen:
vy=97.391+0.4707x o e
° Muuttuj an x regressiosuora 155 160 165 170 175 180 185 190

. . Isdn pituus (cm)
muuttujan y suhteen muuttujan x "
funktiona:

y=-243.14+2.429x

Pojan pituus (cm)

—
~
o

165 -
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