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Jakaumaoletuksien testaaminen

r2-yhteensopivuustesti 1/2

Tavanomaisen t-festin yleisessd hypoteesissa oletetaan,
ettd havainnot muodostavat satunnaisotoksen normaali-
jakaumasta.

« Siten #-testin yleiseen hypoteesiin sisiltyy havaintojen
normaalisuutta koskeva jakaumaoletus.

* Normaalisuusoletuksesta pidetaan kiinni #-testia tehtiessa,
mutta oletusta havaintojen normaalisuudesta voidaan — ja
on tavallisesti myos syytd — testata erikseen.

e Huomautus:

Jos havainnot eiviat muodosta yksinkertaista satunnaisotosta
normaalijakaumasta, tavanomainen ¢-testisuure ei ole jakautunut
Studentin t-jakauman mukaan.
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Jakaumaoletuksien testaaminen

r2-yhteensopivuustesti 2/2

Jakaumaoletuksia koskevia tilastollisia testeja kutsutaan
tavallisesti yhteensopivuustesteiksi.

Nimitys johtuu siitd, ettd yhteensopivuustesteissa tutkitaan
sopivatko havainnot ja tehty jakaumaoletus toisiinsa el
ovatko havainnot sopusoinnussa tehdyn jakauma-
oletuksen kanssa.

Yleisend yhteensopivuustestind tilastotieteessa kaytetaan
2-testii.

Koska normaalijakaumalla on niin keskeinen asema
tilastotieteessa, normaalisuuden testaamiseen on kehitetty

nimenomaan tihan erikoistarkoitukseen tarkoitettuja
testejd; ks. kappaletta Normaalisuuden testaaminen.
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Jakaumaoletuksien testaaminen

r°-homogeenisuustesti

* Oletetaan, etti tilastollisen tutkimuksen kohteena oleva
perusjoukko voidaan jakaa kahteen tai useampaan
ryhmddn.

e Tehtdvana on selvittda noudattaako tutkimuksen
kohteena olevaa perusjoukon alkioiden ominaisuutta
kuvaava muuttuja kaikissa ryhmissa samaa jakaumaa.

e Jos muuttuja noudattaa kaikissa ryhmissa samaa
Jjakaumaa, havaintoaineisto on tutkimuksen kohteena
olevan perusjoukon ominaisuuden suhteen homogeeninen.

Yleisend homogeenisuustestind tilastotieteessa kaytetaan
Z-testii.
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Jakaumaoletuksien testaaminen
y2-riippumattomuustesti

Oletetaan, etta tilastollisen tutkimuksen kohteena olevan
perusjoukon alkiot voidaan luokitella ristiin kahden
faktorin eli tekijin A ja B suhteen.

« Tehtdvana on selvittda ovatko tekyat 4 ja B
riippumattomia.

« Jos tekijat 4 ja B ovat riippumattomia, tekijoita 4 ja B
voidaan tarkastella erillisind.

» Yleisend riippumattomuustestind tilastotieteessa kaytetain
1-testii.

 Huomautus:

Testi voidaan yleistda koskemaan useamman kuin kahden tekijdin
riippumattomuutta.
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Jakaumaoletuksien testaaminen
y°-testien jakaumista riippumattomuus ja
ei-parametrisuus

o y’-testit yhteensopivuudelle, homogeenisuudelle ja
riippumattomuudelle ovat jakaumista riippumattomia,
ei-parametrisia testeja:

(1) Testien yleiset hypoteesit eivdt kiinnitd havaintojen
jakaumaa.

(11) Testeissa ei testata todenndkoisyysjakauman
parametreja koskevia hypoteeseja.

TKK (c) likka Mellin (2007)



Jakaumaoletuksien testaaminen
Normaalisuuden testaaminen

Koska normaalijakaumalla on niin keskeinen asema
tilastotieteessa, havaintojen normaalisuuden tutkimista
varten on kehitetty useita erilaisia menetelmia.

Havaintojen normaalisuutta voidaan testata yleisella
¥-yhteensopivuustestilld tai erityisesti normaalisuus-
oletuksen testaamista varten konstruoiduilla testeilld.

Bowmanin ja Shentonin testi normaalisuudelle perustuu
havaintojen vinouden ja huipukkuuden mittoihin.

Wilkin ja Shapiron testi normaalisuudelle perustuu
ns. rankit plot -kuvioon, jonka avulla havaintojen
normaalisuutta voidaan tutkia graafisesti.
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Jakaumaoletuksien testaaminen

Testit

« Tassa esityksessa tarkastellaan seuraavia seka diskreeteille
ettd jatkuville muuttujille tarkoitettuja testeja:

—  p’-yhteensopivuustesti

—  p’-homogeenisuustesti

—  P-riippumattomuustesti

— Bowmanin ja Shentonin testi normaalisuudelle
—  WilKkin ja Shapiron testi normaalisuudelle
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Yhteensopivuuden, homogeenisuuden ja
riippumattomuuden testaaminen

Jakaumaoletuksien testaaminen
>> Yhteensopivuuden testaaminen
Homogeenisuuden testaaminen
Riippumattomuuden testaaminen
Normaalisuuden testaaminen

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhteensopivuuden testaaminen
2°-yhteensopivuustesti:
Testausasetelma 1/2

« Tarkastellaan tutkimustilannetta, jossa perusjoukon S
alkioita kuvataan faktorilla el tekijdlld A.

« Tek1a A4 saa olla laatuero-, jdrjestys-, vilimatka- tai
suhdeasteikollinen muuttuja.

« Tehdaan oletus, etta tekyja A noudattaa perusjoukossa S
jotakin mddrdttyd todenndkoisyysjakaumaa.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhteensopivuuden testaaminen

r2>-yhteensopivuustesti:
Testausasetelma 2/2

* Poimitaan perusjoukosta S yksinkertainen satunnaisotos.

« Haluamme festata otostietojen perusteella tehtya
jakaumaoletusta, joka voidaan muotoilla seuraavilla
tavoilla:

(1) Voidaanko havaintojen jakaumaa otoksessa kuvata
oletuksen maarittelemalla todennakoisyysjakaumalla?

(11) Voiko otos olla oletuksen maaritteleméan toden-
nakoisyysjakauman generoima el tuottama’!

* Yhteensopivuustestissa tutkitaan ovatko otos ja tehty
jakaumaoletus yhteensopivia.
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Yhteensopivuuden testaaminen

r2>-yhteensopivuustesti:
Testin suoritus

* y>-yhteensopivuustestissi havaintojen jakaumaa
otoksessa ja havaintojen jakaumasta tehdyn oletuksen
yhteensopivuutta mitataan seuraavalla tavalla:

(1)
(2)
3)

(4)

Valitaan havainnoille sopiva [uokitus.
Maarataan havaitut luokkafrekvenssit.

Maarataian tehdyn jakaumaoletuksen mukaiset
odotetut luokkafrekvenssit.

Verrataan havaittuja ja odotettuja luokkafrekvensseja
toisiinsa y’-testisuureella.
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Yhteensopivuuden testaaminen

r2>-yhteensopivuustesti:
Hypoteesit

e Yleinen hypoteesi H :

Havainnot X, , X, , ..., X, on saatu poimimalla
vksinkertainen satunnaisotos perusjoukosta S.

* Nollahypoteesi H,, :

Havainnot X, , X, , ..., X, noudattavat todenndkoisyys-
jakaumaa f(x ; 6), jonka parametrit e1 valttamatta tunneta.

* Vaihtoehtoinen hypoteesi H, :

Havainnot X, , X, , ..., X, eivdt noudata nollahypoteesin
H, maarittelemad todenndkoisyysjakaumaa.
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Yhteensopivuuden testaaminen

r2>-yhteensopivuustesti:
Havaitut luokkafrekvenssit

Luokitellaan havamnot X, , X, , ... , X, toisensa pois-
sulkeviin luokkiin, joiden lukumaira olkoon m.

Olkoon
O ,k=1,2,....m

niiden havaintojen frekvenssi el lukumddra jotka kuuluvat
luokkaan k.

Frekvenssi O, on luokkaan & kuuluvien havaintojen
havaittu frekvenssi.

TKK
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Yhteensopivuuden testaaminen
2°-yhteensopivuustesti:
Havaittujen luokkafrekvenssien maaraaminen 1/2

Olkoot X, , X, , ... , X, havaintoja diskreetin satunnais-
muuttujan X jakaumasta ja oletetaan, ettd satunnais-
muuttujan X mahdolliset arvot ovat

VioVaseows Vs eer
Luokitellaan havainto X, luokkaan £, jos
X=y,i=1,2,....,n,k=1,2,...,m, ...

Luokkaan & kuuluvien havaintojen X, havaittu frekvenssi
O, on niiden havaintojen lukumaddrd, jotka saavat arvon

Vi -
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Yhteensopivuuden testaaminen

r2>-yhteensopivuustesti:
Havaittujen luokkafrekvenssien maaraaminen 2/2

Olkoot X, , X, , ... , X, havaintoja jatkuvan satunnais-
muuttujan X jakaumasta ja oletetaan, etta

Xe (a,b)
jossa vol olla @ = —oeo, b = oo,
Jaetaan vili (a , b) pisteilla

a=a,<a <a,< -+ <a ,<a, =b
pistevieraisiin osavdaleihin (a,_ ,a],k=1,2, ..., m
Luokitellaan havainto X, luokkaan £, jos

Xe(a ,al,i=1,2,....n,k=1,2,...,m
Luokkaan k£ kuuluvien havaintojen X, havaittu frekvenssi

O, on nuiden havaintoarvojen lukumddrd, jotka kuuluvat
valiin k.
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Yhteensopivuuden testaaminen

r2>-yhteensopivuustesti:
Havaittujen luokkafrekvenssien taulukko

* Havaitut luokkafrekvenssit O, voidaan esittaa frekvenssi-
taulukkona seuraavassa muodossa:

Luokka 1 2 m | Summa
Havaittu
frekvenssi Or | Oz | oo | Om n

* Frekvenssid O, kutsutaan tavallisesti havaituksi solu-
frekvenssiksi frekvenssitaulukon solussa k.

« Havaitut solufrekvenssit O, toteuttavat yhtalon

iOk =n
k=1
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Yhteensopivuuden testaaminen
2°-yhteensopivuustesti:
Odotetut luokkafrekvenssit 1/3

* Olkoot X, , X, , ..., X, havaintoja satunnaismuuttujan
X jakaumasta ja oletetaan, ettd havainnot on luokiteltu
toisensa poissulkeviin luokkiin, joiden lukumaéara on m.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhteensopivuuden testaaminen
2°-yhteensopivuustesti:
Odotetut luokkafrekvenssit 2/3

* Oletetaan, ettd nollahypoteesi H, madrad taydellisesti
satunnaismuuttujan X jakauman.

* Olkoon P, todenndkoisyys sille, ettd satunnaismuuttuja X
saa arvon luokasta &, kun nollahypoteesi H,, pditee.

e Talloin luokkaan & kuuluvien havaintoarvojen odotettu
frekvenssi £, on

E =nP ,k=12,...,m

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhteensopivuuden testaaminen
2°-yhteensopivuustesti:
Odotetut luokkafrekvenssit 3/3

Oletetaan, ettd nollahypoteesi H, mddradd satunnais-
muuttujan X jakauman tyypin, mutta jakauman parametrit
ovat tuntemattomia.

Koska jakauman parametreja ei1 tunneta, ne on estimoitava
havainnoista.

Olkoon P, estimoitu todenndkoisyys sille, ettd satunnais-
muuttuja X saa arvon luokasta k, kun nollahypoteesi H,,
pdtee.

Talloin luokkaan & kuuluvien havaintoarvojen odotettu
frekvenssi £, on

E =nP ,k=12,...,m

TKK
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Yhteensopivuuden testaaminen
2°-yhteensopivuustesti:
Luokkatodennakoisyydet 1/2

« Oletetaan, etta X on diskreetti satunnaismuuttuja, jonka
mahdolliset arvot ovaty, , v, , ..., ¥, , ... .

e Talloin
P =Prt(X=y),k=1,2,...,m
jossa todennakoisyys Pr(X = y,) maaratiin olettaen, etta
nollahypoteesi H, pdtee.

* Todenndkoisyydet Pr(X = y,) voidaan maarati satunnais-
muuttujan X kertymdfunktion tai pistetodenndkoisyys-
funktion avulla.
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Yhteensopivuuden testaaminen

r2>-yhteensopivuustesti:
Luokkatodennakoisyydet 2/2

e Oletetaan, etta X on jatkuva satunnaismuuttuja, joka saa
arvoja valilta (a , b) ja, ettd vali (a , b) on jaettu pisteilla
a=a,<a,<a,< -+ <a _,<a =b
pistevieraisiin osavaleihin.
« Talloin
P, =Pr(a,_ <X<a,),k=12,....m
jossa todenndkoisyys Pr(a, , < X < a, ) miéritiaan
olettaen, ettd nollahypoteesi H,, pdtee.

« Todenndkoisyydet Pr(a, , < X <a, ) voidaan maarati
satunnaismuuttujan X kertymdfunktion tai tiheysfunktion
avulla.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhteensopivuuden testaaminen

r2>-yhteensopivuustesti:
Odotettujen luokkafrekvenssien taulukko

* Odotetut frekvenssit E, voidaan esittaa frekvenssi-
taulukkona seuraavassa muodossa:

Luokka 1 2 m | Summa
Odotettu
frekvenssi Ey | B2 | . | Em n

* Frekvenssid £, kutsutaan tavallisesti odotetuksi solu-
frekvenssiksi frekvenssitaulukon solussa k.

* Odotetut solufrekvenssit £, toteuttavat yhtdlon

iEk =n
k=1

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhteensopivuuden testaaminen
2°-yhteensopivuustesti:
Testin idea

» Testi nollahypoteesille H, perustuu havaittujen
frekvenssien O, ja odotettujen frekvenssien £, vertailuun.

» Jos havaittujen frekvenssien O, ja odotettujen frekvenssien
E, jakaumat muistuttavat toisiaan, havainnot ovat sopu-
soinnussa nollahypoteesin H, kanssa.
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Yhteensopivuuden testaaminen

r2>-yhteensopivuustesti:
Testisuure — muoto 1

« Madritellddn y*-testisuure

" (0, —E)*
2//222( kE k)
k=1 k

jossa

O, = havaittu frekvenssi luokassa k
E, = odotettu frekvenssi luokassa k

m = luokkien lukumaara

« Testisuure y* mittaa havaittujen ja odotettujen
frekvenssien jakaumien yhteensopivuutta tai etdisyyttd ja
sitd kutsutaan usein y*-etdisyydeksi.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhteensopivuuden testaaminen

r2>-yhteensopivuustesti:
Testisuure — muoto 2

e y’-testisuure voidaan Kirjoittaa myos muotoon

moa D2
/,{2 _ nz (P, —F)
reri

jossa

D, = Oy/n = havaittu suhteellinen frekvenssi
luokassa k

P, = todenndkoisyys, ettd havainto kuuluu luokkaan £,
kun nollahypoteesi H,, pdtee

m = luokkien lukumaara
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Yhteensopivuuden testaaminen

r2>-yhteensopivuustesti:
Testisuureen asymptoottinen jakauma

« Jos nollahypoteesi H, pdtee, testisuure y* noudattaa
suurissa otoksissa approksimatiivisesti y’-jakaumaa
vapausastein f=m — 1 — p:

¥~ 2 ()
jossa
m = luokkien lukumaara

p = odotettujen frekvenssien £, maaradmiseksi
estimoitujen parametrien lukumaara
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Yhteensopivuuden testaaminen

r2>-yhteensopivuustesti:
Jakauma-approksimaation hyvyys

« Testisuure }* noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti }*-jakaumaa, jos nollahypoteesi H,

patee:
2 2
X=X (f): f=m=1-p
» Approksimaatio on tavallisesti riittdvan hyvd, jos odotetut
frekvenssit E, toteuttavat ehdot

E >5,k=12,....om

 Ehdot saadaan toteutumaan valitsemalla havaintoarvoille
sopiva luokitus.
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Yhteensopivuuden testaaminen

r2>-yhteensopivuustesti:
Testisuureen normaaliarvo ja testi

« Testisuureen ¥ normaaliarvo eli odotusarvo nolla-
hypoteesin H,, pdtiessd on

E(x)=/
jossa
f=m—-1-p

« Normaaliarvoaan merkitsevdsti suuremmat y’-testisuureen
arvot viittaavat sithen, etti nollahypoteesi H,, ei pdde.

« Normaaliarvoaan merkitsevdsti pienemmdt y*-testisuureen
arvot viittaavat sithen, ettd nollahypoteesi H, pdtee liian
hyvin:

Havainnot saattavat olla vdadrennettyjd.
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Yhteensopivuuden testaaminen

r2>-yhteensopivuustesti:
Kommentteja

« ¥’-yhteensopivuustesti on jakaumista riippumaton, ei-
parametrinen testi:
(1) Testin yleinen hypoteesi ei kiinniti havaintojen
jakaumaa, joten se soveltuu kaikille todennakoisyys-
jakaumille.

(11) Testissa ei testata todenndkoisyysjakauman
parametreja koskevaa hypoteesia, vaan oletusta
havaintojen jakaumasta.
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Yhteensopivuuden testaaminen
r2>-yhteensopivuustesti:
Esimerkki 1/13

* Luvuissa
Tilastollisten aineistojen kuvaaminen
Valiestimointi
Tilastollinen testaus
on kisitelty seuraavaa esimerkkia :
« Kone tekee ruuveja, joiden tavoitepituus on 10 cm.

*  Ruuvien pituus saa vaihdella satunnaisesti jonkin verran, kunhan
valmistettujen ruuvien keskimddrdinen pituus on mahdollisimman
ldhelld tavoitearvoaan.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhteensopivuuden testaaminen
r2>-yhteensopivuustesti:
Esimerkki 2/13

Ruuvien laadunvalvonnassa niiden keskimddrdistd pituutta tutkitaan
siten, ettd jokaisesta ruuvierdsta poimitaan yksinkertainen satunnaisotos
ja otokseen poimittujen ruuvien pituudet mitataan.

Olemme aikaisemmin soveltaneet ndin kerdttyyn esimerkkiaineistoon
seuraavia tilastollisia menetelmia:

(1) Luvussa Tilastollisten aineistojen kuvaaminen naytettiin, miten
ruuvien pituuden jakaumaa otoksessa voidaan kuvata luokitellulla
frekvenssijakaumalla ja siti vastaavalla histogrammilla.

(11) Luvussa Viliestimointi niytettiin, miten koneen tekemien ruuvien
keskipituudelle voidaan konstruoida otostietojen perusteella
luottamusvali.

(111) Luvussa Tilastollinen testaus niytettiin, miten voidaan festata
ovatko otoksessa saadut tiedot ruuvien keskipituudesta
sopusoinnussa ruuvien tavoitepituuden kanssa.

TKK
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Yhteensopivuuden testaaminen
r2>-yhteensopivuustesti:
Esimerkki 3/13

* Seka ruuvien keskipituuden luottamusvili (ks. lukua Valiestimointi)
ettd festi ruuvien keskipituuden tavoitearvolle (ks. lukua Tilastollinen
testaus) perustuivat oletukseen, jonka mukaan ruuvien pituus vaihtelee
normaalijakauman mukaan.

« Titd jakaumaoletusta voidaan testata }*-yhteensopivuustestilli
seuraavassa esitettavalla tavalla.

* Yleinen hypoteesi H :

Ruuvit on poimittu yksinkertaisella satunnaisotannalla koneen
tekemien ruuvien joukosta.

* Nollahypoteesi H, :
Koneen tekemien ruuvien pituudet noudattavat normaalijakaumaa.
* Vaihtoehtoinen hypoteesi H; :

Koneen tekemien ruuvien pituudet eivdt noudata normaalijakaumaa.
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Yhteensopivuuden testaaminen
r2>-yhteensopivuustesti:
Esimerkki 4/13

Koneen valmistamien

ruuvien joukosta poimittiin siis
yvksinkertainen satunnaisotos,
jonka koko n = 30 ja otokseen
poimittujen ruuvien pituudet
mitattiin.

Ruuvien pituuksien aritmeettinen
keskiarvo otoksessa oli

X =10.09 cm
ja otoskeskihajonta oli
s =0.1038 cm

Taulukko oikealla esittaa
pituuksien luokiteltua frekvenssi-

jakaumaa.

Luokkavalit

Luokkafrekvenssit

(9.85,9.90]

1

(9.90,9.95]

(9.95,10.00]

(10.00,10.05]

(10.05,10.10]

(10.10,10.15]

(10.15,10.20]

(10.20,10.25]

(10.25,10.30]

2O~ W|IO|IN
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Yhteensopivuuden testaaminen
r2>-yhteensopivuustesti:
Esimerkki 5/13

« Kuva oikealla esittda otokseen
poimittujen ruuvien pituuksien
luokiteltua frekvenssijakaumaa
vastaavaa histogrammia.

* Voisiko tillainen
pituuksien jakauma syntya
normaalijakautuneesta perus-
Jjoukosta poimitusta yksin-
kertaisesta satunnais-
otoksesta?

« Tahidn kysymykseen antaa
vastauksen }?-yhteen-
sopivuustesti.

Frekvenssi

Ruuvien pituuksien luokiteltu
frekvenssijakauma

9.8

9.9 10.0 10.1 10.2 10.3

Pituus (cm)

10.4

TKK (c) likka Mellin (2007)

36




Yhteensopivuuden testaaminen
r2>-yhteensopivuustesti:
Esimerkki 6/13

¥>-vhteensopivuustestin vaatimat laskutoimitukset voidaan jarjestaa
seuraavan taulukon muotoon (taulukko on luotu Microsoft Excel -

ohjelmalla):
(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8)
Luokka | Luokan | Havaittu | Standardoitu | Kertyma- Kertyma- Odotettu |Khi%-arvo
ylaraja | luokka- |luokan ylaraja| funktion | funktion arvojen| luokka-
frekvenssi arvo erotus frekvenssi
k ag Oy zZy F(zy) | F(zx)—F(zk-1) E, Zkz
1 9.90 1 -1.79444 0.03637 0.03637 1.09115 | 0.00762
2 9.95 2 -1.31292 0.09460 0.05823 1.74698 | 0.03665
3 10.00 6 -0.83141 0.20287 0.10827 3.24799 | 2.33177
4 10.05 3 -0.34990 0.36321 0.16034 4.81010 | 0.68116
5 10.10 5 0.13161 0.55235 0.18915 5.67443 | 0.08016
6 10.15 4 0.61313 0.73010 0.17775 5.33245 | 0.33295
7 10.20 5 1.09464 0.86316 0.13306 3.99177 | 0.25466
8 10.25 3 1.57615 0.94250 0.07934 2.38026 | 0.16136
9 10.30 1 2.05766 0.98019 0.05750 1.72487 | 0.30462
Summa * 30 * * 1 30 4.190937

TKK

(c) likka Mellin (2007)

37



Yhteensopivuuden testaaminen
r2>-yhteensopivuustesti:
Esimerkki 7/13

« Kalvon 6/13 taulukon sarakkeet:
(1) Luokka: k=1,2,..., m=9
(2) Luokan £ yléraja: a,
(3) Havaittu luokkafrekvenssi luokassa k: O,
- 0, =n=30
(4) Luokan £ ylédraja a, standardoituna:
a—X a, —10.09
s 0.1038

jossa X =10.09 cm on ruuvien pituuksien aritmeettinen keskiarvo
ja s =0.1038 cm on pituuksien keskihajonta otoksessa.
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Yhteensopivuuden testaaminen
r2>-yhteensopivuustesti:
Esimerkki 8/13

« Kalvon 6/13 taulukon sarakkeet (jatkuu):
(5) Standardoidun normaalijakauman N(0,1) kertymafunktion F(-)
arvo pisteessd z, : F(z,)
(6) Kertymafunktion arvojen erotus
F(zy) — F(z_) = Pr(z; <z =z) =P,
on todennikoisyys, ettd havainto kuuluu luokkaan £, jos nolla-
hypoteesi H, ruuvien pituuden normaalijakautuneisuudesta pdtee.
s
koska valitun luokituksen ulkopuolelle jddneet normaalijakauman
hantidalueiden todenndkoisyysmassat on yhdistetty reunaluokkiin.
(7) Odotettu luokkafrekvenssi luokassa k: E, = nP,
 E,=n=30
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Yhteensopivuuden testaaminen
r2>-yhteensopivuustesti:
Esimerkki 9/13

« Kalvon 6/13 taulukon sarakkeet (jatkuu):
(8) Luokan k y*-arvo:

Zz _ (Ok _Ek )2
k Ek

jossa
O, = havaittu frekvenssi luokassa k
E, = odotettu frekvenssi luokassa k

« Y’-yhteensopivuustestin testisuureen arvo saadaan sarakkeen (8)
lukujen sarakesummana:

m m . 2
k=1 k=1 E

k

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhteensopivuuden testaaminen
r2>-yhteensopivuustesti:
Esimerkki 10/13

e 2’-vhteensopivuustesti
Ay p

vertaa havaittujafrekvenssejd Ruuvien pituuksien luokiteltu

frekvenssijakauma

O, ja nollahypoteesin mukaan 7 .
. " e O Havaitut frekvenssit
odotettuja frekvensseja E, 6 | 8 Odotetut frekvenssit

toisiinsa. 5 |

* Geometrisesti vertailu
merkitsee havaittuja luokka-
frekvenssejd vastaavien suora-
kaiteiden pinta-alojen O,
vertaamista odotettuja
frekvenssejéi E k vastaavien 98 99 100 101 102 103 104
suorakaiteiden pinta-aloihin; Pituus (cm)

Frekvenssi

ks. kuvaa oikealla.
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Yhteensopivuuden testaaminen
r2>-yhteensopivuustesti:
Esimerkki 11/13

* Nollahypoteesin
H, : Ruuvien pituudet noudattavat normaalijakaumaa
pdtiessd testisuure y* noudattaa y*-jakaumaa vapausastein m — 1 — p:
X ~x(m—1-p)
jossa
m =luokkien lukumaéara

p =odotettujen frekvenssien £, midrddmiseksi estimoitujen
parametrien lukumaara

 Esimerkissa
m—1-p=9-1-2=6
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Yhteensopivuuden testaaminen
r2>-yhteensopivuustesti:
Esimerkki 12/13

« Valitaan merkitsevyystasoksi
o= 0.05
« Merkitsevyystasoa o= 0.05 vastaava Kriittinen arvo on
Zoos =12.592
koska y’-jakauman taulukoiden mukaan
Pr(y* >12.592)=0.05
jossa
X ~x(0)
« Merkitsevyystasoa = 0.05 vastaava hylkaysalue on siten muotoa
(12.592, +oo)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhteensopivuuden testaaminen
r2>-yhteensopivuustesti:
Esimerkki 13/13

« Koska p*-yhteensopivuustestin testisuureen arvo
¥ =420<12.592
niin nollahypoteesi jdd voimaan merkitsevyystasolla o= 0.05:
Havainnot ovat sopusoinnussa normaalisuusoletuksen kanssa.
* Huomautuksia:

— Microsoft Excel -ohjelman mukaan y?-yhteensopivuustestin
testisuureen arvoa 4.20 vastaava p-arvo on 0.65.

Siten normaalisuusoletuksen hylkddmiseen ei ole myoskaan testin
p-arvon mukaan mitdan perusteita.

— Tarkkaan ottaen luokkia olisi pitinyt yhdistdd niin, etta ehdot
E >5,k=12,...,m
olisivat toteutuneet. Talld e1 kuitenkaan pitiisi tdssd olla vaikutusta
testin tulokseen.
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Yhteensopivuuden, homogeenisuuden ja
riippumattomuuden testaaminen

Jakaumaoletuksien testaaminen
Yhteensopivuuden testaaminen
>> Homogeenisuuden testaaminen
Riippumattomuuden testaaminen
Normaalisuuden testaaminen

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Homogeenisuuden testaaminen

r°-homogeenisuustesti:
Testausasetelma 1/3

Tarkastellaan tutkimusasetelmaa, jossa perusjoukon S
alkioita kuvataan yhdelld faktorilla el tekijdlld A.

Tek1ja 4 saa olla laatuero-, jarjestys-, vilimatka- tai
suhdeasteikollinen muuttuja.

Oletetaan, ettd perusjoukko S voidaan jakaa kahteen tai
useampaan ryhmddan.

Poimitaan ryhmista toisistaan riippumattomat yksin-
kertaiset satunnaisotokset.

Tarkastellaan tekijan A vaihtelua otoksissa.

Tehdaan oletus, etta fekijd A noudattaa kaikissa ryhmissd
samaa, tarkemmin maarittelematonta fodenndkoisyys-

jakaumaa.

TKK
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Homogeenisuuden testaaminen
r°-homogeenisuustesti:

Testausasetelma 2/3

« Haluamme festata tehtya jakaumaoletusta:

(1) Voidaanko er1 otoksista (ryhmistd) muodostettuja
havaintoarvojen jakaumia kuvata samalla
todenndkoisyysjakaumalla’

(11) Voivatko otokset olla saman todenndkoisyysjakauman
generoimia eli tuottamia’l
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Homogeenisuuden testaaminen

r°-homogeenisuustesti:
Testausasetelma 3/3

« Jos tehty jakaumaoletus pdtee, jolloin tekija A noudattaa
kaikissa ryhmissd samaa jakaumaa, niin perusjoukko on
homogeeninen ja perusjoukkoa ei tarvitse jakaa tekijdd
A koskevissa tarkasteluissa erillisiksi ryhmiksi.

« Jos tehty jakaumaoletus ei pdde ja tekija A noudattaa eri
ryhmissd eri jakaumia, perusjoukko on heterogeeninen ja
ryhmid on syytd tarkastella erillisind.

« Tallaisten jakaumaoletuksien testaamiseen tarkoitettuja
testeja kutsutaan homogeenisuustesteiksi.
* Huomautus:

Monissa tutkimusasetelmissa toivotaan, ettd homogeenisuus-
oletus tulee testissa hyldtyksi.

TKK (c) likka Mellin (2007) 48



Homogeenisuuden testaaminen

r°-homogeenisuustesti:
Testin suoritus

* y*-homogeenisuustestissd havaintojen ja niiden
jakaumasta eri ryhmissa tehdyn homogeenisuusoletuksen
yhteensopivuutta mitataan seuraavalla tavalla:

(1) Valitaan havainnoille yhteinen luokitus, jota siis
kaytetdan jokaisessa otoksessa.

(2) Maarataan havaintojen luokkafrekvenssit jokaisesta
otoksesta.

(3) Maarataan tehdyn homogeenisuusoletuksen mukaiset
odotetut luokkafrekvenssit.

(4) Verrataan havaittuja ja odotettuja frekvensseja
toisiinsa y>-testisuureella.
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Homogeenisuuden testaaminen

r°-homogeenisuustesti:
Hypoteesit

Yleinen hypoteesi H :

Perusjoukko on jaettu » ryhmaén, joista on poimittu
toisistaan riippumattomat yksinkertaiset satunnaisotokset.

* Nollahypoteesi H,, :

Havainnot noudattavat otoksissai=1, 2, ... , r samaa
todenndkoisyysjakaumaa.

Vaihtoehtoinen hypoteesi H, :

Havainnot eivdt noudata otoksissai=1, 2, ... , r samaa
todenndkoisyysjakaumaa.

TKK
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Homogeenisuuden testaaminen

r°-homogeenisuustesti:
Havaitut frekvenssit

Oletetaan, ettd tutkimuksen kohteena oleva perusjoukko S
on jaettu » ryhmddn.

Poimitaan ryhmista toisistaan riippumattomat yksin-
kertaiset satunnaisotokset, joiden koot ovat

n,i=1,2,...,r

Luokitellaan havainnot jokaisessa otoksessa samaa
luokitusta kdyttden toisensa poissulkeviin luokkiin, joiden
lukumaéara olkoon c.

Maaratdan ryhmassa i luokkaan j kuuluvien havaintojen
havaittu frekvenssi eli lukumddra 0, 5 kun
i=1,2,...,rjaj=1,2,...,c.
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Homogeenisuuden testaaminen
r°-homogeenisuustesti:
Havaittujen frekvenssien taulukko 1/3

* Muodostetaan havaintojen havaituista frekvensseistd O,
(r X c)-frekvenssitaulukko [O,] :

Luokat
1 2 ¢ | Summa
?g 1 O 01 Oic ny
;>. 2 O,; | O, Oy n;
r O, | Op O n,
Summa| C, C, en C. n
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Homogeenisuuden testaaminen

r°-homogeenisuustesti:
Havaittujen frekvenssien taulukko 2/3

* Olkoon [O;] havaintojen havaittujen frekvenssien O,
muodostama (r X c¢)-frekvenssitaulukko.

r = ryhmien lukumaira
¢ = luokkien lukumaara
O; = havaintojen havaittu frekvenssi ryhman i
luokassaj,i=1,2,...,r,j=1,2,...,c
n; = otoskoko ryhmassa i
C; = havaintojen havaittu frekvenssi yhdistetyn
havaintoaineiston luokassa j

n = havaintojen kokonaislukumaara

* Frekvenssia O, kutsutaan havaintojen havaituksi solu-
frekvenssiksi frekvenssitaulukon solussa (i, j).

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Homogeenisuuden testaaminen

r°-homogeenisuustesti:
Havaittujen frekvenssien taulukko 3/3

* Havaittujen frekvenssien O frekvenssitaulukossa patee:
(1) Rivisummat yhtyvat ryhméakohtaisiin otoskokoihin:
> 0,=n,i=12,...r

j=1
(11) Sarakesummat yhtyvat yhdistetyn havaintoaineiston
luokkafrekvensseihin:

iOl.j =C,,j=12,...,c

(111) Havamto]en kokonazslukumaam

>3 0,-3n=3c =

=l j=1
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Homogeenisuuden testaaminen

r°-homogeenisuustesti:
Nollahypoteesin tulkinta

Jos nollahypoteesi H, patee, havaintojen pitaisi

jakautua (satunnaisvaihtelua lukuun ottamatta) jokaisessa
ryhmdssai=1, 2, ..., r samalla tavalla luokkiin
j=1,2,...,c.

Jos nollahypoteesi H, patee, havaintojen jakautuminen
luokkiinj =1, 2, ..., ¢ ei saa riippua siitd, mihin ryhmaan
i=1,2,...,rne kuuluvat.

Jos nollahypoteesi H, pdtee, todenndkoisyys, ettd havainto
kuuluu luokkaanj =1, 2, ..., ¢ ei saa riippua siitd, mihin
ryhmaani=1, 2, ..., r se kuuluu.
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Homogeenisuuden testaaminen
r°-homogeenisuustesti:
Odotetut frekvenssit 1/4

e Olkoon x on tarkastelun kohteena olevan perusjoukon §
alkio.

e Mairitellaan seuraavat todennikoisyydet:
p; = Pr(x kuuluu ryhméén 7 ja luokkaan ;)
Py = Pr(x kuuluu luokkaan j ‘x kuuluu ryhmaéén 1)
p,. =Pr(x kuuluu ryhmaéén i)
p.; = Pr(x kuuluu luokkaan j)

e Todenndkoisyyslaskennan yleisen tulosddnnon mukaan

pij — pj‘l‘pi.
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Homogeenisuuden testaaminen
r°-homogeenisuustesti:
Odotetut frekvenssit 2/4

» Jos nollahypoteesi H pdtee, todenndkoisyys, etta
perusjoukon S alkio x kuuluu luokkaan j ei saa riippua
s11td, mihin ryhmaén 7 alkio x kuuluu.

 Siten nollahypoteesi H, perusjoukon homogeenisuudesta
voidaan 1lmaista muodossa

H, P =D, Ji=12,...,r,j=12,...,c
talt muodossa

Hy:p, =p.p.;,i=L2,...,r, j=L2,....c
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Homogeenisuuden testaaminen
r°-homogeenisuustesti:
Odotetut frekvenssit 3/4

* Todenndkoisyydetp, , p,., p., voidaan estimoida
havaintojen havaituista frekvensseistd O, , n; , C; kaavoilla

l] b
0, n C

A . A " A . J
n n n

* Jos nollahypoteesi H patee, niin solutodenndkoisyydet p;;
voidaan estimoida kaavoilla

P=p.p,=" L, i=12.,r,j=12,.,c
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Homogeenisuuden testaaminen
r°-homogeenisuustesti:
Odotetut frekvenssit 4/4

« Maaratian nollahypoteesin H, pdtiessd havaintojen
odotetut solufrekvenssit £, yhtéloilla

n, C; _nmC,

n n n

E..:nBj:n-

ij
i=1,2,....r,j=12,..c

« Télloin havaintojen odotetut suhteelliset frekvenssit E /n;
jakautuvat jokaisessa ryhmdssd i samalla tavalla luokkiin
j=1,2,...,c:

C.

gy _ ]

= ,j:1,2,...,C,i:1929'°'9r
n. n

1
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Homogeenisuuden testaaminen
r°-homogeenisuustesti:
Odotettujen frekvenssien taulukko 1/3

* Muodostetaan havaintojen odotetuista frekvensseistd E,;
(r X c)-frekvenssitaulukko [£ ] :

Luokat
1 2 C Summa
?g 1 E1 Ei, Eic n4
s
E 2 E21 E22 EZC n;
r E,»] E,Q Erc n,
Summa| C, C, C. n
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Homogeenisuuden testaaminen

r°-homogeenisuustesti:
Odotettujen frekvenssien taulukko 2/3

* Olkoon [E;] havaintojen odotettujen frekvenssien E,;
muodostama (r X ¢)-frekvenssitaulukko.

r = ryhmien lukumaira
¢ = luokkien lukumaara
E; = havaintojen odotettu frekvenssi ryhmén i
luokassaj,i=1,2,...,r,j=1,2,...,c
n; = otoskoko ryhmassa i
C; = havaintojen havaittu frekvenssi yhdistetyn
havaintoaineiston luokassa j

n = havaintojen kokonaislukumaara

* Frekvenssid E;; kutsutaan havaintojen odotetuksi solu-
frekvenssiksi frekvenssitaulukon solussa (i, j).

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Homogeenisuuden testaaminen

r°-homogeenisuustesti:
Odotettujen frekvenssien taulukko 3/3

* Odotettujen frekvenssien E; frekvenssitaulukossa patee:

(1) Rivisummat yhtyvat ryhméikohtaisiin otoskokoihin:
YE =n,i=12,...,r
j=1

(11) Sarakesummat yhtyvit yhdistetyn havaintoaineiston
luokkafrekvensseihin:

iEij =Cj ,j=12,...,c

(111) Havamto]en kokonazslukumaam

ZZE Zn —ZC =n

=1 j=1
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Homogeenisuuden testaaminen
r°-homogeenisuustesti:
Testisuure — muoto 1

« Maiiritellddn ;(Z-testisuure

r=33

jossa

O, = havaintojen havaittu frekvenssi solussa (i, j)

E; = havaintojen odotettu frekvenssi solussa (i, j)
r  =ryhmien lukumaara
¢ = luokkien lukumaira

« Testisuure y* mittaa havaittujen ja odotettujen
frekvenssien jakaumien yhteensopivuutta tai etdisyyttd ja
sitd kutsutaan usein y*-etdisyydeksi.
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Homogeenisuuden testaaminen

r°-homogeenisuustesti:
Testisuure — muoto 2

« y’-testisuure voidaan Kirjoittaa myos muotoon

i=1 ]21 1
jossa
p=""
7 oom
P_Elj_ni CJ_A A
A _nl A _C]
pio__ p']_—
n n

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Homogeenisuuden testaaminen

r°-homogeenisuustesti:
Testisuureen asymptoottinen jakauma

« Jos nollahypoteesi H, pdtee, testisuure y* noudattaa
suurissa otoksissa approksimatiivisesti y’-jakaumaa
vapausastein f= (r — 1)(c — 1):

=0
jossa
= ryhmien lukumaara

a
¢ = luokkien lukumaara

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Homogeenisuuden testaaminen

r°-homogeenisuustesti:
Jakauma-approksimaation hyvyys

 Testisuure »* noudattaa suurissa otoksissa

approksimatiivisesti }*-jakaumaa, jos nollahypoteesi H,
patee:

X~ X (), f=(r=Dc-1
* Approksimaatio on tavallisesti riittavan hyvd, jos

havaintojen odotetut frekvenssit E;; ja keskimddrdiset
odotetut frekvenssit C,/r toteuttavat ehdot

E >1,i=12,...,r,j=12,.c

ij
C./r>5,j=L2,..,c
 FEhdot saadaan toteutumaan valitsemalla havainnoille
sopiva luokitus.
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Homogeenisuuden testaaminen
r°-homogeenisuustesti:

Testisuureen normaaliarvo ja testi

« Testisuureen ¥ normaaliarvo eli odotusarvo nolla-
hypoteesin H,, pdtiessd, on

E(x)=f
jossa
f=@=Dc-1)

« Normaaliarvoaan merkitsevdsti suuremmat y’-testisuureen
arvot viittaavat sithen, ettd nollahypoteesi H,, ei pdde.

« Normaaliarvoaan merkitsevdsti pienemmdt y*-testisuureen

arvot viittaavat sithen, ettd nollahypoteesi H, pdtee liian
hyvin:

Havainnot saattavat olla vddrennettyjd.
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Homogeenisuuden testaaminen

r°-homogeenisuustesti:
Kommentteja

* ¥>-homogeenisuustesti on jakaumista riippumaton, ei-
parametrinen testi:
(1) Testin yleinen hypoteesi ei kiinniti havaintojen
jakaumaa.
(11) Testissa ei testata todenndkoisyysjakauman

parametreja koskevaa hypoteesia, vaan oletusta
havaintojen jakaumasta.
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Homogeenisuuden testaaminen

-homogeenisuustesti ja y2-riippumattomuustesti
VA

¥-homogeenisuustesti ja seuraavassa kappaleessa
esitettdva y’-riippumattomuustesti muistuttavat toisiaan.

Frekvenssitaulukosta ei voi sellaisenaan ndahdd kummasta
testausasetelmasta on kyse.

>-homogeenisuustesti ja_y?-riippumattomuustesti tehddan
teknisest1 tasmalleen samalla tavalla:

—  Odotetut frekvenssit maarataan samalla kaavalla.
—  Testisuureet lasketaan samalla kaavalla.

—  Testisuureet noudattavat nollahypoteesin patiessa
approksimatiivisesti samaa jakaumaa.

Testien testausasetelmat ovat kuitenkin tdysin erilaiset.

TKK
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Homogeenisuuden testaaminen

Homogeenisuustesti vs riippumattomuustesti 1/2

« Homogeenisuustestin testausasetelma:

(1) Perusjoukko koostuu » ryhmdstd ja testissa
tarkastellaan perusjoukon alkioiden jakautumista
luokkiin eri ryhmissd, kun luokittelu on tehty kaikissa
ryhmissd samaa luokitusta kdyttden.

(11) Havaintoaineisto muodostuu foisistaan
riippumattomista ryhmdkohtaisista satunnais-
otoksista.

(111) Sekd ryhmaékohtaiset otoskoot »; ettd havaintojen
kokonaislukumaari n ovat kiinteitd eli ei-satunnaisia
(so. valittuja) lukuja, kun taas sattuma mddrdd miten
havainnot jakautuvat luokkiin ryhmien sisalla.
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Homogeenisuuden testaaminen

Homogeenisuustesti vs riippumattomuustesti 2/2

* Riippumattomuustestin testausasetelma:

(1) Testissa tarkastellaan kahden tekijin A ja B
assosiaatiota el riippuvuutta, kun havainnot on
luokiteltu tekijoiden 4 ja B suhteen ristiin.

(i1) Havaintoaineisto muodostuu yhdestd satunnais-
otoksesta.

(111) Vain havaintojen kokonaislukumaara » on kiinted
el ei-satunnainen (so. valittu) luku, kun taas sattuma
mddrdd miten havainnot jakautuvat luokkiin
tekijoiden A ja B ristiluokituksen suhteen.
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Yhteensopivuuden, homogeenisuuden ja
riippumattomuuden testaaminen

Jakaumaoletuksien testaaminen
Yhteensopivuuden testaaminen
Homogeenisuuden testaaminen
>> Riippumattomuuden testaaminen
Normaalisuuden testaaminen

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Riippumattomuuden testaaminen
Riippumattomuuden testaaminen

laatueroasteikollisilla muuttujilla

Tarkastellaan kahden laatueroasteikollisen muuttujan tai
tekijan riippumattomuuden testaamista.

Esitimme }*-testin riippumattomuudelle.
’-testi riippumattomuudelle sopii myos jdrjestys-,
vdalimatka- tai suhdeasteikollisille muuttujille.

y’-testi riippumattomuudelle on jakaumista riippumaton,
ei-parametrinen testl.
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Riippumattomuuden testaaminen

y2-riippumattomuustesti:
Testausasetelma 1/2

« Tarkastellaan tutkimusasetelmaa, jossa perusjoukon S
alkioita kuvataan kahdella faktorilla el tekijdlld A ja B.

« Teknat A4 ja B saavat olla laatuero-, jarjestys-, vilimatka-
tail suhdeasteikollisia muuttujia.

« Poimitaan perusjoukosta S yksinkertainen satunnaisotos.
» Tarkastellaan tekijoiden A ja B vaihtelua otoksessa.

« Tehdain oletus, etta tekijdt A ja B ovat riippumattomia.
« Haluamme festata tehtya riippumattomuusoletusta:

Ovatko havainnot sopusoinnussa tehdyn riippumattomuus-
oletuksen kanssa?
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Riippumattomuuden testaaminen

y2-riippumattomuustesti:
Testausasetelma 2/2

« Jos tehty oletus pdtee ja tekijit A ja B ovat
riippumattomia, tekijoitd A ja B voidaan tarkastella
erillisind.

» Jos tehty oletus ei pdde ja tekijdt eivdt ole riippumattomia,
tekijdt A ja B ovat assosioituneita.

« Riippumattomuusoletuksen testaamiseen tarkoitettuja
testejd kutsutaan riippumattomuustesteiksi.
 Huomautus:

Monissa tutkimusasetelmissa toivotaan, etti riippumattomuus-
oletus tulee testissa hyldtyksi.
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Riippumattomuuden testaaminen

y2-riippumattomuustesti:
Testin suoritus

o Y-riippumattomuustestissd havaintojen ja tehdyn
riippumattomuusoletuksen yhteensopivuutta mitataan
seuraavalla tavalla:

(1) Valitaan havainnoille sopivat luokitukset tekijoiden
A ja B suhteen.

(2) Luokitellaan havainnot tekijoiden 4 ja B suhteen
ristiin ja maarataan havaitut luokkafrekvenssit.

(3) Maarataan tehdyn riippumattomuusoletuksen
mukaiset odotetut luokkafrekvenssit.

(4) Verrataan havaittuja ja odotettuja frekvensseja
toisiinsa y*-testisuureella.
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Riippumattomuuden testaaminen

y2-riippumattomuustesti:
Hypoteesit

e Yleinen hypoteesi H :

Perusjoukosta on poimittu yksinkertainen satunnaisotos

ja havaintoyksikot voidaan [uokitella ristiin tekijoiden A ja
B suhteen.

* Nollahypoteesi H,, :

Tekyjat A ja B ovat riippumattomia.
* Vaihtoehtoinen hypoteesi H, :

Teknyat 4 ja B eivdt ole riippumattomia.
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Riippumattomuuden testaaminen
y2-riippumattomuustesti:
Havaitut frekvenssit 1/2

e Poimitaan tutkimuksen kohteena olevasta perusjoukosta S
vksinkertainen satunnaisotos, jonka koko on n.

* Luokitellaan havaintoyksikot tekijin A suhteen toisensa
poissulkeviin luokkiin, joiden lukuméaara on r.

» Luokitellaan havaintoyksikot tekijdn B suhteen toisensa
poissulkeviin luokkiin, joiden lukumaéira on c.

* Luokitellaan havaintoyksikot tekijoiden A ja B suhteen

ristiin toisensa poissulkeviin luokkiin, joiden lukumaéara
on rxc.
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Riippumattomuuden testaaminen

y2-riippumattomuustesti:
Havaitut frekvenssit 2/2

« Maadratian tekijan 4 luokkaan i kuuluvien havaintojen
havaittu frekvenssi eli lukuméédra R, , kuni=1,2, ... ,r.

« Maadrataan tekyjan B luokkaan j kuuluvien havaintojen
havaittu frekvenssi eli lukumaara C] ykunj=1,2,...,c.

e Mairitaan tekijan 4 luokkaan i ja tekijan B luokkaan j
kuuluvien havaintojen havaittu frekvenssi eli lukumddrd
O ., kaini=1,2,...,rjaj=1,2, ..., c.

l] 9
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Riippumattomuuden testaaminen
y2-riippumattomuustesti:
Havaittujen frekvenssien taulukko 1/3

* Muodostetaan havaintojen havaituista frekvensseistd O,
(r X c)-frekvenssitaulukko [O,] :

B-luokat
1 2 C Summa
§ 1 011 012 O1c R1
_? 2 021 022 OZc R2
<
r 0,1 Orz Orc Rr
Summa| C; C, . C. n
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Riippumattomuuden testaaminen

y2-riippumattomuustesti:
Havaittujen frekvenssien taulukko 2/3

* Olkoon [O;] havaintojen havaittujen frekvenssien O,
muodostama (r X ¢)-frekvenssitaulukko.

r = A-luokkien lukumaara
¢ = B-luokkien lukumaara

O.. = havaintojen havaittu frekvenssi luokassa, jonka

ij
maarad A-luokka i ja B-luokka j,
i=1,2,...,r,j=1,2,...,c

R. = havaintojen havaittu frekvenssi A-luokassa i

1

C; = havaintojen havaittu frekvenssi B-luokassa j

n = havaintojen kokonaislukumaara

* Frekvenssia O, kutsutaan havaintojen havaituksi solu-
frekvenssiksi frekvenssitaulukon solussa (i, j).
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Riippumattomuuden testaaminen

y2-riippumattomuustesti:
Havaittujen frekvenssien taulukko 3/3

* Havaittujen frekvenssien O frekvenssitaulukossa patee:

(1) Rivisummat yhtyvat havaintojen havaittuihin
frekvenssethin 4-luokituksessa:

> 0,=R.,i=12,...r

(11) Sarakesummat yhtyvit havaintojen havaittuihin
frekvenssethin B-luokituksessa:

ZFIOU. =C,,j=L2,...,c

(111) Havamto]en kokonazslukumaam

ZZ ;RiZC—n

i=1 j=I
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Riippumattomuuden testaaminen

y2-riippumattomuustesti:
Nollahypoteesin tulkinta

Jos nollahypoteesi H, pdtee, havaintojen jakautuminen A-
luokkiin ei saa riippua siiti, mihin B-luokkaan havainnot
kuuluvat.

Jos nollahypoteesi H, pdtee, todenndkoisyys, ettd havainto
kuuluu 4-luokkaani=1, 2, ... , r ei saa riippua siita,
mihin B-luokkaanj=1, 2, ..., ¢ se kuuluu.

Jos nollahypoteesi H, pdtee, havaintojen jakautuminen B-
luokkiin ei saa riippua siitd, mihin 4-luokkaan havainnot
kuuluvat.

Jos nollahypoteesi H,, pdtee, todenndkoisyys, ettd havainto
kuuluu B-luokkaan j =1, 2, ..., ¢ ei saa riippua sita,
mihin A-luokkaani=1, 2, ..., r se kuuluu.
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Riippumattomuuden testaaminen
y2-riippumattomuustesti:
Odotetut frekvenssit 1/5

e Olkoon x on tarkastelun kohteena olevan perusjoukon S
alkio.

e Mairitelladn seuraavat todennikoisyydet:
p; = Pr(x kuuluu 4-luokkaan i ja B-luokkaan ;)

p,. = Pr(x kuuluu 4-luokkaan i)
p.; = Pr(x kuuluu B-luokkaan ;)

TKK (c) likka Mellin (2007)

84



Riippumattomuuden testaaminen
y2-riippumattomuustesti:
Odotetut frekvenssit 2/5

» Jos nollahypoteesi H, pdtee, tapahtumat
{x € §|x kuuluu 4-luokkaa i}
{x € §|x kuuluu B-luokkaa j}

ovat rilppumattomia kaikillei=1,2, ... ,r,j=1, 2, ...

 Siten nollahypoteesi H,, tekijoiden A ja B
riippumattomuudesta voidaan 1lmaista muodossa

Hy:p,=p.p.; Ji=12,....,r, j=12,...,c

TKK (c) likka Mellin (2007)

85



Riippumattomuuden testaaminen
y2-riippumattomuustesti:
Odotetut frekvenssit 3/5

* Todenndkoisyydetp,, p,., p., voidaan estimoida
havaintojen havaituista frekvensseistd O, kaavoilla

0. R. C.

Yy A T ~ — J
pio__ p']_
n n n

p; =

* Jos nollahypoteesi H patee, niin solutodenndkoisyydet p;;
voidaan estimoida kaavoilla

P=p.p, =", i=12.,r,j=12,..c
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Riippumattomuuden testaaminen
y2-riippumattomuustesti:
Odotetut frekvenssit 4/5

« Maaratidan nollahypoteesin H, pdtiessd havaintojen
odotetut solufrekvenssit £, yhtéloilla

R C, _RC,

n n n

E..=nBj=n°

y

i=1,2,....r,j=12,..,c
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Riippumattomuuden testaaminen
y2-riippumattomuustesti:
Odotetut frekvenssit 5/5

e Odotettujen solufrekvenssien maaritelmasti seuraa,
ettd havaintojen odotetut suhteelliset frekvenssit E /R,
jakautuvat jokaisessa A-luokassa i samalla tavalla B-
luokkiinj=1,2, ..., c:

C

L= i=1,2,....,c,i=12,....r
R n

[4

e QOdotettujen solufrekvenssien maaritelmasta seuraa,

ettd havaintojen odotetut suhteelliset frekvenssit E;/C,

Jjakautuvat jokaisessa B-luokassa j samalla tavalla A-
luokkiini=1,2, ..., c:
Eii — Ri
C. n

J

Ji=12,...,r,j=12,...,c
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Riippumattomuuden testaaminen
y2-riippumattomuustesti:
Odotettujen frekvenssien taulukko 1/3

* Muodostetaan havaintojen odotetuista frekvensseistd E,;
(r X c)-frekvenssitaulukko [£ ] :

B-luokat
1 2 c Summa
% 1 E11 E12 E1c R1
—? 2 E21 E22 EZC RZ
<
r E . E, E,. R,
Summa| C, C, C. n
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Riippumattomuuden testaaminen

y2-riippumattomuustesti:
Odotettujen frekvenssien taulukko 2/3

* Olkoon [E;] havaintojen odotettujen frekvenssien E,;
muodostama (r X ¢)-frekvenssitaulukko.

r = A-luokkien lukumaara
¢ = B-luokkien lukumaari

E.. = havaintojen odotettu frekvenssi luokassa, jonka

y

maarad A-luokka i ja B-luokka j,
i=1,2,...,r,j=1,2,...,c

R. = havaintojen havaittu frekvenssi A-luokassa i
C; = havaintojen havaittu frekvenssi B-luokassa j
n = havaintojen kokonaislukumaara

* Frekvenssid E;; kutsutaan havaintojen odotetuksi solu-
frekvenssiksi frekvenssitaulukon solussa (i, j).
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Riippumattomuuden testaaminen
y2-riippumattomuustesti:
Odotettujen frekvenssien taulukko 3/3

* Odotettujen frekvenssien E; frekvenssitaulukossa pétee:

(1) Rivisummat yhtyvat havaintojen havaittuihin
frekvenssethin 4-luokituksessa:

Y E =R ,i=12,...r

(11) Sarakesummat yhtyvit havaintojen havaittuihin
frekvenssethin B-luokituksessa:

iEy. :Cj ,j=12,...,c

(111) Havamto]en kokonazslukumaam

ZZE ;R ZC—n

i=1 j=I
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Riippumattomuuden testaaminen

y2-riippumattomuustesti:
Testisuure — muoto 1

« Maiiritellddn ;(Z-testisuure

r=y3

jossa

O, = havaintojen havaittu frekvenssi solussa (i, j)

E; = havaintojen odotettu frekvenssi solussa (i, j)
r = A-luokkien lukumaara
¢ = B-luokkien lukumaira

« Testisuure y* mittaa havaittujen ja odotettujen
frekvenssien jakaumien yhteensopivuutta tai etdisyyttd ja
sitd kutsutaan usein y*-etdisyydeksi.
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Riippumattomuuden testaaminen

y2-riippumattomuustesti:
Testisuure — muoto 2

« y’-testisuure voidaan Kirjoittaa myos muotoon

N

r C —_ 2
b =nZZ("”ﬁ)

l_l ]21 ]
jossa
py=""
)
_Eij_Rz' CJ_A A
1]_ _ ) _pi.p]
n n n
A _Rl A _C]
pio__ p']_—
n n

i=1,2,....r,j=12,...,c
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Riippumattomuuden testaaminen

y2-riippumattomuustesti:
Testisuureen asymptoottinen jakauma

« Jos nollahypoteesi H, pdtee, testisuure y* noudattaa
suurissa otoksissa approksimatiivisesti y’-jakaumaa
vapausastein f= (r — 1)(c — 1):

=)
jossa
r = A-luokkien lukumaara

¢ = B-luokkien lukumaara
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Riippumattomuuden testaaminen

y2-riippumattomuustesti:
Jakauma-approksimaation hyvyys

« Testisuure y* noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti }*-jakaumaa, jos nollahypoteesi H,
patee:
2 2
X~ x (), f==Dc-1)
Approksimaatio on tavallisesti riittavdn hyvd, jos odotetut

frekvenssit E;; ja keskimddrdiset odotetut frekvenssit R;/c
ja C;/r toteuttavat ehdot

E;>1,i=12,...,r, j=12,...c

R/c>5,i=12,...,r Cj/r>5,j:1,2,...,c
Ehdot saadaan toteutumaan valitsemalla havainnoille
sopiva luokitus.

TKK (c) likka Mellin (2007) 95



Riippumattomuuden testaaminen

y2-riippumattomuustesti:
Testisuureen normaaliarvo ja testi

« Testisuureen ¥ normaaliarvo eli odotusarvo nolla-
hypoteesin H,, pdtiessd on

E(x)=f
jossa
f=—=Dc-1)

« Normaaliarvoaan merkitsevdsti suuremmat y’-testisuureen
arvot viittaavat sithen, etti nollahypoteesi H,, ei pdde.

« Normaaliarvoaan merkitsevdsti pienemmdt y*-testisuureen

arvot viittaavat sithen, ettd nollahypoteesi H, pdtee liian
hyvin:

Havainnot saattavat olla vddrennettyjd.
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Riippumattomuuden testaaminen

y2-riippumattomuustesti:
Kommentteja

e Y’-riippumattomuustesti on jakaumista riippumaton, ei-
parametrinen testi:
(1) Testin yleinen hypoteesi ei kiinniti havaintojen
jakaumaa.
(11) Testissa ei testata todenndkoisyysjakauman

parametreja koskevaa hypoteesia, vaan oletusta
havaintojen jakaumasta.
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Riippumattomuuden testaaminen

y2-riippumattomuustesti ja y>-homogeenisuustesti

o Y-riippumattomuustesti ja edellisessd kappaleessa esitetty
¥>-homogeenisuustesti muistuttavat toisiaan.

 Frekvenssitaulukosta ei voi sellaisenaan ndhdd kummasta
testausasetelmasta on kyse.

e y’-riippumattomuustesti ja _y*-homogeenisuustesti tehddan
teknisesti tismalleen samalla tavalla:

—  Odotetut frekvenssit maarataan samalla kaavalla.
—  Testisuureet lasketaan samalla kaavalla.

—  Testisuureet noudattavat nollahypoteesin patiessa
approksimatiivisesti samaa jakaumaa.

« Testien testausasetelmat ovat kuitenkin tdysin erilaiset.
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Riippumattomuuden testaaminen

Riippumattomuustesti vs homogeenisuustesti 1/2

* Riippumattomuustestin testausasetelma:

(1) Testissa tarkastellaan kahden tekijin A ja B
assosiaatiota el riippuvuutta, kun havainnot on
luokiteltu tekijoiden 4 ja B suhteen ristiin.

(11) Havaintoaineisto muodostuu yhdestd satunnais-
otoksesta.

(111) Vain havaintojen kokonaislukumaara n on kiinted
el ei-satunnainen (so. valittu) luku, kun taas sattuma
mddrdd miten havainnot jakautuvat luokkiin
tekijoiden A ja B ristiluokituksen suhteen.
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Riippumattomuuden testaaminen

Riippumattomuustesti vs homogeenisuustesti 2/2

» Homogeenisuustestin testausasetelma:

(1) Perusjoukko koostuu » ryhmdstd ja testissa
tarkastellaan perusjoukon alkioiden jakautumista
luokkiin eri ryhmissd, kun luokittelu on tehty kaikissa
ryhmissd samaa luokitusta kdyttden.

(11) Havaintoaineisto muodostuu foisistaan
riippumattomista ryhmdkohtaisista satunnais-
otoksista.

(111) Sekd ryhmaékohtaiset otoskoot »; ettd havaintojen
kokonaislukumaari n ovat kiinteitd eli ei-satunnaisia
(so. valittuja) lukuja, kun taas sattuma mddrdd miten
havainnot jakautuvat luokkiin ryhmien sisalla.
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Yhteensopivuuden, homogeenisuuden ja
riippumattomuuden testaaminen

Jakaumaoletuksien testaaminen

Yhteensopivuuden testaaminen

Homogeenisuuden testaaminen

Riippumattomuuden testaaminen
>> Normaalisuuden testaaminen
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Normaalisuuden testaaminen
Normaalisuusoletuksen tutkiminen

* Normaalijakaumalla on keskeinen asema tilastotieteessa.

» Esimerkiksi tavanomaisen ¢-testin yleisessd hypoteesissa
oletetaan, ettd havainnot noudattavat normaalijakaumaa.

« Siksi tilastotieteessad on kehitetty useita erilaisia
menetelmia havaintojen normaalisuuden tutkimiseen.

« Normaalisuutta voidaan testata edelld esitetylld y>-testilla,
joka on yleinen yhteensopivuustesti.

» Seuraavassa tarkastellaan kahta erityisesti normaalisuuden
tutkimiseen tarkoitettua testausmenetelmdd:

— Bowmanin ja Shentonin testi
—  Rankit Plot -kuvio sekd Wilkin ja Shapiron testi
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Normaalisuuden testaaminen
Bowmanin ja Shentonin testi:

Testausasetelma

* Olkoot 7 ja 7 tavanomaiset keskusmomenttethin
perustuvat tunnusluvut todennikoisyysjakaumien
vinoudelle ja huipukkuudelle.

* Normaalijakaumalle

n=%=0
* Bowmanin ja Shentonin testissd havaintojen
normaalisuuden testaaminen perustuu testisuureeseen, joka
on vastaavien otossuureiden funktio.

» Testisuure saa suuria arvoja, jos havaintojen vinous
ja/tal huipukkuus poikkeavat paljon normaalijakautuneen
satunnaismuuttujan vinoudesta ja/tal huipukkuudesta.

TKK (c) likka Mellin (2007) 103



Normaalisuuden testaaminen
Bowmanin ja Shentonin testi:

Satunnaismuuttujan momentit

e Satunnaismuuttujan X k. origomomentti on
o, =B(X*),k=1,23,...

e Satunnaismuuttujan X k. keskusmomentti on
u=E[(X—-a) |, k=1,23,...

* Erityisesti
o, =E(X) =y

on satunnaismuuttujan X odotusarvo ja

Hy = E[(X_;u)()z] = 0-)2(

on satunnaismuuttujan X varianssi.
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Normaalisuuden testaaminen
Bowmanin ja Shentonin testi:

Satunnaismuuttujan vinous ja huipukkuus

e Tunnuslukua

U
="

2

kaytetaan todenndkoisyysjakauman vinouden mittana.

e Tunnuslukua

)7
Yy =53
M,
kaytetdadn todenndkoisyysjakauman huipukkuuden
mittana.

* Normaalijakaumalle

$=%=0
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Normaalisuuden testaaminen
Bowmanin ja Shentonin testi:

Havaintojen momentit 1/2

* Olkoot X, , X, , ..., X, vdalimatka- tai suhdeasteikollisen
satunnaismuuttujan X havaittuja arvoja.

« Havaintojen X, , X, , ... , X k. origomomentti on
1
a, = Z)(" k=1,2,...
N
* Havaintojen X, , X, , ... , X, k. keskusmomentti on

—12()(1.—511)" k=1,2,...
n o
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Normaalisuuden testaaminen
Bowmanin ja Shentonin testi:

Havaintojen momentit 2/2

* Erityisesti
0 =X
on havaintojen X, , X, , ... , X, aritmeettinen keskiarvo ja
1< v\2 a2
m, :;Z(Xi -X)' =67
=l

on havaintojen X, , X, , ... , X, otosvarianssi.
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Normaalisuuden testaaminen
Bowmanin ja Shentonin testi:

Havaintojen vinous ja huipukkuus

e Tunnuslukua

m;,

32
m,

C, =

kaytetaan havaintoarvojen jakauman vinouden mittana.
e Tunnusluku
m
¢, =——3
n,
kaytetddn havaintoarvojen jakauman huipukkuuden
mittana.
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Normaalisuuden testaaminen
Bowmanin ja Shentonin testi:

Hypoteesit

e Yleinen hypoteesi H :

Havainnot X, , X, , ..., X, on poimittu yksinkertaisella
satunnaisotannalla perusjoukosta S.

* Nollahypoteesi H,, :
Havainnot X, , X, , ... , X, noudattavat normaalijakaumaa.
* Vaihtoehtoinen hypoteesi H, :

Havainnot X, , X, , ..., X, eivit noudata normaali-
Jjakaumaa.
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Normaalisuuden testaaminen
Bowmanin ja Shentonin testi:

Testisuure ja sen jakauma

« Madritelladn y*-testisuure

I L R
=—c +—c
4 6 T
 Jos nollahypoteesi H, pdtee, testisuure }?> noudattaa
suurissa otoksissa approksimatiivisesti y*-jakaumaa 2:1la

vapausasteella:

1~ 22
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Normaalisuuden testaaminen
Bowmanin ja Shentonin testi:

Testisuure ja sen jakauma

Testisuureen y* normaaliarvo eli odotusarvo nolla-
hypoteesin H,, pdtiessd on

E(p?) =2

« Normaaliarvoaan merkitsevdsti suuremmat y’-testisuureen

arvot viittaavat sithen, ettd nollahypoteesi H, ei pdde.

« Normaaliarvoaan merkitsevdsti pienemmdt y*-testisuureen

arvot viittaavat sithen, ettd nollahypoteesi H, pdtee liian
hyvin:

Havainnot saattavat olla vddrennettyjd.
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Normaalisuuden testaaminen
Normaalisuusoletuksen tutkiminen graafisesti

» Tietokonegrafitkka mahdollistaa havaintoaineiston
normaalisuuden tutkimisen graafisin keinoin.

* Normaalisuuden tutkimiseen tarkoitetut graafiset
menetelmat perustuvat kuviothin, joissa ideana on se,
ettd normaalijakautuneet havainnot asettuvat kuvioissa
(satunnaisvaihtelua lukuun ottamatta) suoralle viivalle ja
havaintojen epdnormaalisuus tulee kuviossa esille
poikkeamina tdstd suorasta.

« Tallainen kuvio voidaan muodostaa usealla er1 periaatteella;
tassa tarkastellaan ns. Rankit Plot -kuviota.
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Normaalisuuden testaaminen

Rankit Plot -kuvio:
Kuvion idea 1/2

e QOlkoot
2,2y, ..., 2

n
havammnot X, , X, , ... , X suuruusjdrjestyksessd
pienimmastd suurimpaan.

* Olkoon E(Y)) i. havainnon Y, odotusarvo, jossa
Y. on suuruusjarjestyksessa i. havainto standardoidusta
normaalijakaumasta N(0,1) poimitusta satunnaisotoksesta,
i=1,2,...,n.
e Purretdan pistediagrammi
(E(Y),Z),i=1,2,...,n
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Normaalisuuden testaaminen

Rankit Plot -kuvio:
Kuvion idea 2/2

* Jos havainnot X, , X, , ..., X, noudattavat samaa
normaalijakaumaa, pisteet

(E(Y),Z),i=1,2,...,n

asettuvat (satunnaisvaihtelua lukuun ottamatta) suoralle
viivalle.

» Poikkeamat suorasta viittaavat epanormaalisuuteen.
« Kuviosta voidaan tunnistaa:

— Havaintoarvojen jakauman vinous

—  Havaintoarvojen jakauman huipukkuus

—  Poikkeavat havainnot (engl. outliers)
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Normaalisuuden testaaminen
Wilkin ja Shapiron testi:
Testin idea

Wilkin ja Shapiron testisuure on Rankit Plot -kuvion
pisteista

(E(Y),Z),i=1,2,...,n
lasketun otoskorrelaatiokertoimen nelio.

* Pienet testisuureen arvot viittaavat sithen, etta
normaalisuusoletus ei pdde.

* Suuret testisuureen arvot ovat sopusoinnussa
normaalisuusoletuksen kanssa.

« Testisuureen jakauma on epdstandardi, mutta monet
tilasto-ohjelmistot osaavat laskea Wilkin ja Shapiron
testisuureen arvoa vastaavia p-arvoja.
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Normaalisuuden testaaminen
Wilkin ja Shapiron testi:
Esimerkki 1/5

« Kappaleessa
Yhteensopivuuden testaaminen
tarkasteltiin seuraavaa esimerkkia:
(i) Kone tekee ruuveja, joiden tavoitepituus on 10 cm.
(11) Ruuvien pituus vaihtelee satunnaisesti jonkin verran.

(i11) Ruuvien pituuksien oletetaan kuitenkin noudattavan
normaalijakaumaa.
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Normaalisuuden testaaminen
Wilkin ja Shapiron testi:
Esimerkki 2/5

* Kone.en .Valmistamie.n o Luokkavalit| Luokkafrekvenssit
ruuvien joukosta poimittiin (9.85,9.90] 1
yvksinkertainen satunnaisotos, (9.90,9.95] 2
jonka koko n = 30 ja otokseen (9.95,10.00] 6

o o (10.00,10.05] 3
poimittujen ruuvien pituudet

e (10.05,10.10] 5
mitattin. (10.10,10.15] 4

* Ruuvien pituuksien aritmeettinen | (10.15,10.20] 5

keskiarvo otoksessa oli (10.20,10.25] 3
- 10.25,10.30 1
¥ =10.09 cm ( .

ja otoskeskihajonta oli
s=0.1038 cm

« Taulukko oikealla esittda
pituuksien luokiteltua frekvenssi-
jakaumaa.
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Normaalisuuden testaaminen
Wilkin ja Shapiron testi:
Esimerkki 3/5

 Kuva oikealla esittaa otokseen

STV . . . Ruuvien pituuksien luokiteltu
poimittujen ruuvien pituuksien

frekvenssijakauma

luokiteltua frekvenssijakaumaa 7
vastaavaa histogrammia. 6
« Kappaleessa 5
(/2]
Yhteensopivuuden testaaminen % 4
>
.o . . 4 i
todettiin, ettd havainnot ovat 2’
sopusoinnussa normaalisuus- 2
oletuksen kanssa yleisen y°- 1
yhteensopivuustestin 0— ‘
y ll 9.8 9.9 10.0 10.1 10.2 10.3 10.4
perusieetid. Pituus (cm)

» Tarkastellaan normaalisuus-

oletusta vield Shapiron ja
Wilkin testin valossa.
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Normaalisuuden testaaminen
Wilkin ja Shapiron testi:
Esimerkki 4/5

* Oikealla on otokseen
poimittujen ruuvien pituuksista
puirretty Rankit Plot -kuvio.

e Havaintoja vastaavien
pisteiden poikkeamat suorasta
vilvasta ovat niin vahaisia, etti
normaalisuusoletusta ei ole
mitddn syytd asettaa kyseen-
alaiseksi Rankit Plot -kuvion
perusteella.

Ordered Data

10.311

10.221

10.131

10.041

9.951

9.861

Wilk-Shapiro / Rankit Plot of PITUUS

o
o
<><><><>
&@0&
699@
<><><>00(><§>
O
o
2 1 0 1 2

Rankits

Wilk-Shapiro 0.9779 (p=0.7674) 30 cases
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Normaalisuuden testaaminen
Wilkin ja Shapiron testi:
Esimerkki 5/5

Rankit Plot -kuvioon liittyva
Wilkin ja Shapiron testisuureen
arvo on esimerkkiaineiston
tapauksessa

0.9779

ja testisuureen arvoa vastaava
p-arvo on

0.7674

Siten normaalisuusoletusta
ei ole syytd asettaa kyseen-
alaiseksi myoskddn Wilkin ja
Shapiron testin perusteella.

Ordered Data

10.311

10.221

10.131

10.041

9.951

9.861

Wilk-Shapiro / Rankit Plot of PITUUS

<o
<o
<><><><>
&@0&
699@
<><><>00(><§>
O

<o

-2 1 0 1 2
Rankits

Wilk-Shapiro 0.9779 (p=0.7674) 30 cases
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