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Testeja suhdeasteikollisille muuttujille

>> Testit normaalijakauman parametreille
Yhden otoksen t-testi

Kahden riippumattoman otoksen t-testi A:
Yleinen tapaus

Kahden riippumattoman otoksen t-testi B:
Yhta suurten varianssien tapaus

t-testi parivertailuille
Yhden otoksen testi varianssille
Varianssien vertailutesti
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Testit normaalijakauman parametreille

Normaalijakauman parametrien tilastolliset testit 1/2

Normaalijakauma on filastotieteen tdrkein jakauma.

Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa normaali-
jakaumaa parametrein (ja o2 :

X ~N(u,0”)

Talloin
E(X) = u

on normaalijakauman odotusarvo ja
Var(X) = o2

on normaalijakauman varianssi.

Parametrit 4 ja 02 mddrddvdt tdysin normaalijakauman.
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Testit normaalijakauman parametreille

Normaalijakauman parametrien tilastolliset testit 2/2

* Normaalijakauman parametreja koskevat testit voidaan
jakaa kahteen ryhmaan:

— Yhden otoksen testit
— Kahden otoksen testit c¢li vertailutestit

» Yhden otoksen testeissd testataan yksinkertaisia
nollahypoteeseja, jotka koskevat normaalijakauman
odotusarvo- tai varianssiparametria.

* Kahden otoksen testit ovat vertailutestejd, joilla verrataan
kahden normaalijakauman odotusarvo- tai varianssi-
parametreja toisiinsa.
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Testit normaalijakauman parametreille
Normaalijakauman parametreille tarkoitettujen

testien yleinen soveltuvuus 1/2

* Testeja normaalijakauman odotusarvolle sovelletaan
usein myos sellaisissa tilanteissa, joissa havainnot eivdt
noudata normaalijakaumaa.

« Tama perustuu seuraaviin seikkoihin:

(1) Esitettavat testit odotusarvolle perustuvat havaintojen
aritmeettisiin keskiarvoihin.

(11) Keskeisen raja-arvolauseen mukaan myos e€1-
normaalisten havaintojen aritmeettiset keskiarvot
noudattavat — tietyin ehdoin — suurissa otoksissa
approksimatiivisesti normaalijakaumaa.
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Testit normaalijakauman parametreille

Normaalijakauman parametreille tarkoitettujen
testien yleinen soveltuvuus 2/2

* Sen s1jaan testit normaalijakauman varianssille
eivdt yleensd ole kdyttokelpoisia ei-normaalisille
havainnoille ja tilanne e1 valttamatta parane
suurillakaan havaintojen lukumaarilla.
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Testit normaalijakauman parametreille
Tavanomaiset testit normaalijakauman

parametreille

« Tarkastelemme seuraavia festejda normaalijakauman
parametreille:

— Yhden otoksen 7-testi odotusarvolle

— Kahden riippumattoman otoksen z-testi A
odotusarvoille: Yleinen tapaus

— Kahden riippumattoman otoksen #-testi B:
odotusarvoille: Yhta suurten varianssien tapaus

—  t-testi parivertailuille
—  Yhden otoksen jy’-testi varianssille

— Kahden riippumattoman otoksen F-testi
variansseille eli varianssien vertailutesti
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Testeja suhdeasteikollisille muuttujille

Testit normaalijakauman parametreille
>> Yhden otoksen f-testi

Kahden riippumattoman otoksen t-testi A:
Yleinen tapaus

Kahden riippumattoman otoksen t-testi B:
Yhta suurten varianssien tapaus

t-testi parivertailuille
Yhden otoksen testi varianssille
Varianssien vertailutesti
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Yhden otoksen t-testi
Testausasetelma 1/2

e (Qlkoon
X, X,...,X

n

yvksinkertainen satunnaisotos perusjoukosta §, joka
noudattaa normaalijakaumaa

N(u,0°)
« Jakauma riippuu seuraavista parametreista:
U =jakauman odotusarvo

o2 = jakauman varianssi
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Yhden otoksen t-testi
Testausasetelma 2/2

. Asetetaan normaalijakauman N(u, o) odotusarvo- eli
paikkaparametrille U nollahypoteesi

H,:u=u,
e Testausongelma:

Ovatko havainnot sopusoinnussa nollahypoteesin H,
kanssa?

e Ongelman ratkaisuna on yhden otoksen z-testi.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden otoksen t-testi

Hypoteesit

Yleinen hypoteesi H :
(1) Havainnot X, ~ N(u,0%),i=12,....n
(1) Havamnot X, , X, , ... , X ovat riippumattomia
Nollahypoteesi H,, :
Hy: = p,
Vaihtoehtoinen hypoteesi H, :

H, :u>u, . . . :
1-suuntaiset vaihtoehtoiset hypoteesit
H, :u<u,

H,:u# y, 2-suuntainen vaihtoehtoinen hypoteesi

TKK

(c) likka Mellin (2007)
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Yhden otoksen t-testi
Parametrien estimointi

 QOlkoot

ja
s> =Li()(i - X)’
n—143
tavanomaiset harhattomat estimaattorit parametreille
EX)=u,i=1,2,...,n
ja
Var(X)=0?%,i=1,2,...,n
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Yhden otoksen t-testi
Testisuure ja sen jakauma

 Maiiritellaan r-testisuure
X Hy
s/ \/_

* Jos nollahypoteesi
Ho: = p,
pdtee, niin testisuure ¢ noudattaa Studentin t-jakaumaa
vapausastein (n — 1):

t~t(n—1)
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Yhden otoksen t-testi
Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:
Perustelu 1/2

« Oletetaan, ettd testin yleinen hypoteesi H ja nollahypoteesi H,, patevit:
X, X,....,X, L
X, ~N(y,,0%),i=12,...,n

« Koska tilloin (ks. lukua Otokset ja otosjakaumat)

niin

0'/\/_

« Koska standardipoikkeama o on tuntematon, satunnaismuuttujan z
lauseke on testisuureena epdoperationaalinen.

TKK (c) likka Mellin (2007) 14



Yhden otoksen t-testi

Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:
Perustelu 2/2

» Jos standardipoikkeama o korvataan satunnaismuuttujan z
lausekkeessa vastaavalla ofossuureella

S:\/ilz:‘()(i—)_()z

niin saadaan ¢-testisuure

S/\/;

joka nollahypoteesin H, pdtiessd noudattaa t-jakaumaa vapausastein
(n—1):
t~tn—1)

o Todistus: ks. lukua Otokset ja otosjakaumat.

4
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Yhden otoksen t-testi
t-testisuure mittaa tilastollista etaisyytta

 Testisuure
_ X -y,

 s/+n

mittaa havaintoarvojen aritmeettisen keskiarvon ja nolla-
hypoteesin H,, : ¢ = g, kiinnittdimén odotusarvoparametrin
U arvon W, tilastollista etdaisyyttd.

* Mittayksikkond on erotuksen X — , standardipoikkeaman

0'/\/2

estimaattori, jota madrattaessa on oletettu, ettd nolla-
hypoteesi H, patee.
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Yhden otoksen t-testi

Testi

 Testisuureen
_ X -y,

 s/+n

normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin H,, : 4 = u,

pdtiessa
E(r)=0
Siten 1tseisarvoltaan suuret testisuureen ¢ arvot viittaavat
sithen, ettd nollahypoteesi H,, ei pdde.
Nollahypoteesi H, hyldtddn, jos testin p-arvo on kyllin

pieni.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden otoksen t-testi
Testin hylkaysalueen maaraaminen 1/4

e Valitaan testin merkitsevyystasoksi ¢.
» Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
Hy >t
niin kriittinen arvo +t, saadaan ehdosta
Pr(t=z+t) =«
jossa
t~tn—1)
e Testin hylkaysalue on tdlloin muotoa
(t14, +o0)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden otoksen t-testi
Testin hylkaysalueen maaraaminen 2/4

e Valitaan testin merkitsevyystasoksi ¢.
» Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
Hy <
niin kriittinen arvo —t, saadaan ehdosta
Pr¢<—t) =«
jossa
t~tn—1)
e Testin hylkaysalue on tdlloin muotoa
(=00, ~1,)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden otoksen t-testi
Testin hylkaysalueen maaraaminen 3/4

e Valitaan testin merkitsevyystasoksi ¢.
» Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
Hyu# 4
niin kriittiset arvot —t ,, ja +t,,, saadaan ehdoista
Pr(¢t<—t,,) = 02
Pr(t = +t,,) = 0/2
jossa
t~tn—1)
* Testin hylkdysalue on talloin muotoa
(o0, ~L) Uy, +00)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden otoksen t-testi
Testin hylkaysalueen maaraaminen 4/4

e Oletetaan, etta testin merkitsevyystasoksi on valittu o.

« Testin hylkiysalueen maaraamista voidaan
havainnollistaa alla olevilla kuvioilla.

H,:u>u, H,:u<ypy,
t(n—1) t(n—1)
o o
l-o l-o
+z, —I,,

— —

Hylkays- Hylkays- Hylkays- Hylkays-
alue alue alue alue
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Yhden otoksen t-testi
Testin p-arvo

* Olkoon t-testisuureen havaittu arvo ¢,.

e Testin p-arvon maidraamista voidaan havainnollistaa alla
olevilla kuvioilla.

H,:u>yu, H, :u<uy, H, :u#u,
t(n—1) t(n—1) t(n—1)
pP P p p
1-p l-p 1-2p
2 L _|to| +|to|
Testin p-arvo =p Testin p-arvo =p Testin p-arvo = 2p
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Yhden otoksen t-testi
Normaalisuusoletuksen merkitys 1/2

Yhden otoksen #-testin yleisessa hypoteesissa oletetaan,
ettd havainnot ovat normaalijakautuneita.

t-testi ei kuitenkaan ole herkkd poikkeamille

normaalisuudesta, jos havaintojen lukumaara n on
“kyllin suuri”.

TKK

(c) likka Mellin (2007)
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Yhden otoksen t-testi
Normaalisuusoletuksen merkitys 2/2

o Testid on melko turvallista kdyttdd, kun havaintojen
lukumaara

n>15

ellei havaintojen jakauma ole kovin vino ja havaintojen
joukossa ole poikkeavia havaintoja.

e Jos havaintojen lukumaara
n>40

testid voidaan melko turvallisesti kdyttdd jopa selvdsti
vinoille havaintojen jakaumille.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden otoksen t-testi
Testin hyvaksymisvirheen todennakoisyys ja
voimakkuus 1/6

» Tarkastellaan ¢-testin hyvdksymisvirheen todenndkoisyyttdi
ja voimakkuutta tilanteessa, jossa normaalijakauman
N(u,0°) varianssi o2 oletetaan tunnetuksi.

* Olkoon nollahypoteesi muotoa
H,:u=u,
ja vaihtoehtoinen hypoteesi muotoa
H, :u<uy,
 Huomautus:

Jos normaalijakauman varianssia o2 ei oleteta tunnetuksi, vaatii
t-testin voimakkuuden maaraaminen ns. epdkeskisen t-jakauman
maarittelemista.

Taman yleisen tapauksen kasittely sivuutetaan tassa esityksessa.
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Yhden otoksen t-testi

Testin hyvaksymisvirheen todennakoisyys ja
voimakkuus 2/6

e [-testisuure
X — 4,

f=——"2L
o/~In

noudattaa nollahypoteesin

Hy: = p,
pdtiessd standardoitua normaalijakaumaa (ks. lukua

Otokset ja otosjakaumat)I

£ ~N(O, 1)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden otoksen t-testi
Testin hyvaksymisvirheen todennakoisyys ja

voimakkuus 3/6

* Vaihtoehtoisen hypoteesin
H, :u<uy,
tapauksessa t-testin pddtossddanto on muotoa:
Hylkdd nollahypoteesi
H:u=u,
JOS
X —
Ho o _ z,
o/~n
» Kriittinen arvo —z , saadaan ehdosta

[ =

Prz<—z)=«
jossa z ~ N(O, 1).

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden otoksen t-testi
Testin hyvaksymisvirheen todennakoisyys ja

voimakkuus 4/6

* Vaihtoehtoisen hypoteesin

H, <y,
tapauksessa t-testin pddtossdadanto voidaan kirjoittaa myos
seuraavaan muotoon:

Hylkdd nollahypoteesi
Hy:u=u,
jos
X<u —z,06/Nn=X.
» Kriittinen arvo —z , saadaan ehdosta
Prz<—z)=«
jossa z ~ N(O, 1).

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden otoksen t-testi

Testin hyvaksymisvirheen todennakoisyys ja
voimakkuus 5/6

* Vaihtoehtoisen hypoteesin
H, :u<uy,

tapauksessa t-testin hyvaksymisvirheen todennakoisyys
[ on ehdollinen todennakoisyys

= Pr(H, jatetdan voimaan | H. e1 ole tosi
0J 0

—PH(X 2 X, |u=p)
X —u
=Pr|z=>2—¢
[ 0'/\/;)
jossa

M #
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Yhden otoksen t-testi

Testin hyvaksymisvirheen todennakoisyys ja
voimakkuus 6/6

* Vaihtoehtoisen hypoteesin
H, :u<uy,

tapauksessa t-testin voimakkuus 1 — 5 on ehdollinen
todennakoisyys

1- B =Pr(H, hyldtddn | H, ei ole tosi)
=Pr(X <X, |u=p")

X —-u
=Pr| z<—¢
E O'/\/;j
jossa

M #

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden otoksen t-testi
Testin hyvaksymisvirheen todennakoisyys ja
voimakkuus: Havainnollistus 1/3

» Kuvio oikealla havainnollistaa ¢-
testin hyvdaksymisvirheen toden-

ndkoisyyttd [ ja voimakkuutta N(u*,0%/n) N(uy, /1)
-5 W /

» Yleinen hypoteesi H :
X, X5 o0, X, L
X ~NW, o) ,i=1,2,...,n
* Nollahypoteesi H, : o Jij
H=H,
* Vaihtoehtoinen hypoteesi H, :

1< 1y Iy
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Yhden otoksen t-testi
Testin hyvaksymisvirheen todennakoisyys ja

voimakkuus: Havainnollistus 2/3

« Valitaan merkitsevyystasoksi o.
* Kriittinen raja z,, .
Prz<—z,) =« N(u',0%/n) N(u,,0%/n)
z ~N(0, 1) e .
* Kriittinen raja X
X =u,-z,0/ Jn

» Paatossaanto:.

Hylkéa nollahypoteesi H,, , jos
X<X,
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Yhden otoksen t-testi
Testin hyvaksymisvirheen todennakoisyys ja
voimakkuus: Havainnollistus 3/3

* Hyviksymisvirheen

todenndkoisyys [3
ﬁ:PI'(XE)_(C |,U:,U*) N(,U*,OQ/I’Z) N(lu090-2/n)
o Voimakkuus 1 — f3: ™~ g

I-B=Pr(X <X, |u=u")
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Testeja suhdeasteikollisille muuttujille

Testit normaalijakauman parametreille
Yhden otoksen f-testi

>> Kahden riippumattoman otoksen t-testi A:
Yleinen tapaus

Kahden riippumattoman otoksen t-testi B:
Yhta suurten varianssien tapaus

t-testi parivertailuille
Yhden otoksen testi varianssille
Varianssien vertailutesti
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testausasetelma 1/4

e Olkoon
XX X,
vksinkertainen satunnaisotos perusjoukosta §,, joka

noudattaa normaalijakaumaa
2
N(4,07)
« Jakauma riippuu seuraavista parametreista:
U, =jakauman odotusarvo

0,> = jakauman varianssi

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testausasetelma 2/4

e Olkoon
Xy Xppoeos X,y
vksinkertainen satunnaisotos perusjoukosta §,, joka

noudattaa normaalijakaumaa
2
N(,,07)
« Jakauma riippuu seuraavista parametreista:
W, =jakauman odotusarvo

0, = jakauman varianssi

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testausasetelma 3/4

Oletetaan lisdksi, ettd perusjoukosta S, poimittu otos
X, X X

119221009 1
ja perusjoukosta S, poimittu otos

X, X X

129544229 252y 2
ovat toisistaan riippumattomia.
Otosten riippumattomuus merkitsee siti, etta se mika

alkio poimitaan perusjoukosta S, ei vaikuta sithen mika
alkioista poimitaan perusjoukosta S, ja kddntaen.

TKK

(c) likka Mellin (2007)

37



Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testausasetelma 4/4

* Asetetaan normaalijakaumien N(z,,07) ja N(u,,07)
odotusarvo- eli paikkaparametreille (1, ja L,
nollahypoteesi

Hoop =4, =1
e Testausongelma:

Ovatko havainnot sopusoinnussa nollahypoteesin H,
kanssa?

* Ongelman ratkaisuna on kahden riippumattoman
otoksen z-testi A.

e Huomautus:

Jos voidaan olettaa, ettd o, =0, , testauksessa kannattaa kéyttdd
kahden riippumattoman otoksen z-testia B.
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus

Yleinen hypoteesi

e Yleinen hypoteesi H :
(1) Havainnot X, ~ N(y,,07),i=1,2,...,n,
(2) Havamnot X , ~ N(u,,05), j=12,...,n,
(3) Havamnot X;) ja X}, ovat riippumattomia kaikille i ja j.

e Huomautuksia:

—  Oletus (3) siséltaa kolme riippumattomuusoletusta:
e Havainnot ovat riippumattomia otoksien 1 ja 2 sisdlld.
« Havainnot ovat riippumattomia otoksien 1 ja 2 vdlilld.

—  Jakaumien varianssit saavat (mutta ei tarvitse) erota toisistaan,
vrt. kahden otoksen #-testi B.

TKK (c) likka Mellin (2007) 39



Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Nollahypoteesi ja vaihtoehtoiset hypoteesit

* Nollahypoteesi H,, :

Ho:ip=p, = u
* Vaihtoehtoinen hypoteesi H, :
H, > u,

} 1 -suuntaiset vaihtoehtoiset hypoteesit
H, p < p,

H,: 4, # 4, 2-suuntainen vaihtoehtoinen hypoteesi
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Parametrien estimointi

* QOlkoot
sziZXlk,k—Lz
N, iz
ja
5. = 1 D (X, -X,) k=12

n,—135
tavanomaiset harhattomat estimaattorit parametreille
EX)=u.,i=1,2,...,n,k=1,2
ja
Var(X,)=0,%,i=1,2,...,n,,k=1,2

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testisuure ja sen asymptoottinen jakauma

 Maiiritellaan r-testisuure

* Jos nollahypoteesi
Hoop =4, =1

pdtee, niin testisuure t noudattaa suurissa otoksissa

approksimatiivisesti standardoitua normaalijakaumaa
N(0,1):
t ~_ N(0,1)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:

Perustelu 1/3

« Oletetaan, ettd testin yleinen hypoteesi H ja nollahypoteesi H,, patevit:

X, ~Nu,o),i=12,...,n
X, ~N(u,03), j=12,...,n,

o Talloin (ks. lukua Otos ja otosjakaumat)

n = n
S o,
X,=—> X, ~ N[,u,—z]
n, J=1 n,

« Koska X, L X,, niin

2 2
X -X, ~N02+%
n,.n,

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:

Perustelu 2/3

« Edella esitetysti seuraa, etti

z= Xlz_Xzz ~ N(0,1)
0, 0y
n,.n,

 Koska varianssit o ja o ovat tuntemattomia, satunnaismuuttujan z
lauseke on testisuureena epdoperationaalinen.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus

Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:

Perustelu 3/3

. . . . 2 . 2
Jos satunnaismuuttujan z lausekkeessa varianssit o; ja o, korvataan
vastaavilla otossuureilla

1 & _

s; = D (X, —-X) k=12

I’lk _1 i=1
niin saadaan ¢-testisuure
_X-%,
a 2 2

S8
nl n2

joka nollahypoteesin H, pdtiessd noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti standardoitua normaalijakaumaa N(O, 1):

t~ N, 1)

Todistus sivuutetaan.

TKK
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testisuureen jakauman approksimointi 1/2

» Pienissd otoksissa saadaan testisuureen ¢ jakaumalle
parempi approksimaatio kayttamalla approksimaationa
Studentin t-jakaumaa vapausastein (ns. Satterthwaiten
approksimaatio)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testisuureen jakauman approksimointi 2/2

« Joskus testisuureen ¢ jakaumaa approksimoidaan myos
Studentin t-jakaumalla vapausastein

v=min{n, —1,n, -1}
e Tama approksimaatio ei kuitenkaan ole yhtd hyvd kuin
Satterthwaiten approksimaatio.
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
t-testisuure mittaa tilastollista etaisyytta

e Testisuure

Xl_)_(z

2 2
S S
71_|_72

[ =

n, n,
mittaa otoksien 1 ja 2 aritmeettisten keskiarvojen
tilastollista etdisyyttd.

 Mittayksikkond on erotuksen X, — X, standardipoikkeaman

2 2
O O

1, 9
n.n,

estimaattori, jota maarattaessa on oletettu, ettd nolla-
hypoteesi H,, patee.
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testi

Testisuureen

Xl_)_(z

2 2
S %

[ =
n,n

normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin H, : i, = , =
pdtiessa

E(r)=0
Siten 1tseisarvoltaan suuret testisuureen ¢ arvot viittaavat
sithen, ettd nollahypoteesi H, ei pdde.
Nollahypoteesi H, hyldtddn, jos testin p-arvo on kyllin
pieni.

49
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testin hylkaysalueen maaraaminen 1/5

Kisittelemme seuraavassa kahden otoksen t-testin A
hylkdysalueen valintaa, jos testisuureen approksimoidaan
standardoidulla normaalijakaumalla N(O, 1).

Jos kahden otoksen #-testin A testisuuretta
approksimoidaan ¢-jakaumalla, jossa vapausasteiden
lukumaari v lasketaan Satterthwaiten kaavan mukaan,
testin hylkaysalue maarataan samalla tavalla kuin yhden
otoksen #-testin tapauksessa.

TKK
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testin hylkaysalueen maaraaminen 2/5

e Valitaan testin merkitsevyystasoksi ¢.
» Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
Hy >t
niin kriittinen arvo +t, saadaan ehdosta
Pr(t=z+t) =«
jossa
t~,N(0, 1)
e Testin hylkaysalue on tdlloin muotoa
(t14, +o0)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testin hylkaysalueen maaraaminen 3/5

e Valitaan testin merkitsevyystasoksi ¢.
» Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
Hy <
niin kriittinen arvo —t, saadaan ehdosta
Pr¢<—t) =«
jossa
t~,N(, 1)
e Testin hylkaysalue on tdlloin muotoa

(_Oo , 1 a)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testin hylkaysalueen maaraaminen 4/5

e Valitaan testin merkitsevyystasoksi ¢.
» Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
Hyu# 4
niin kriittiset arvot —t ,, ja +t,,, saadaan ehdoista
Pr(¢t<—t,,) = 02
Pr(t = +t,,) = 0/2
jossa
t ~,N(0,I)
* Testin hylkdysalue on talloin muotoa
(=00, =t )(Fy , T0)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testin hylkaysalueen maaraaminen 5/5

e Oletetaan, etta testin merkitsevyystasoksi on valittu o.

« Testin hylkiysalueen maaraamista voidaan
havainnollistaa alla olevilla kuvioilla.

Hy > p, H,:u < i, Hy o #
N(0,1) N(0,1)
o o
l-o l-o
+z, —I,,
— —
Hylkays- Hylkays- Hylkays- Hylkays-
alue alue alue alue

TKK
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testin p-arvo

* Olkoon t-testisuureen havaittu arvo ¢,.

e Testin p-arvon maidraamista voidaan havainnollistaa alla
olevilla kuvioilla.

H, > H, s < H, o # 4
N(0,1) N(0,1) N(0,1)
pP p p pP
1-p l-p 1-2p
2 L _|to| +|to|
Testin p-arvo =p Testin p-arvo =p Testin p-arvo = 2p
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Normaalisuusoletuksen merkitys 1/2

« Kahden otoksen #-testin A yleisen hypoteesin mukaan
havainnot ovat molemmissa otoksissa normaali-
jakautuneita.

« Test1 ei kuitenkaan ole herkkd poikkeamille
normaalisuudesta, jos molempien otosten otoskoot ovat
“kyllin suuria’.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Normaalisuusoletuksen merkitys 2/2

o Testid on melko turvallista kdyttdd, kun
n,>15jan,> 15
ja n, ja n, eivét eroa toisistaan kovin paljon, elleivat

havaintojen jakaumat ole kovin vinoja ja ellei havaintojen
joukossa ole poikkeavia havaintoja.

 Jos
n,>40jan,>40
testid voidaan melko turvallisesti kdyttdd jopa selvdsti
vinoille havaintojen jakaumille.
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Testeja suhdeasteikollisille muuttujille

Testit normaalijakauman parametreille
Yhden otoksen f-testi

Kahden riippumattoman otoksen t-testi A:
Yleinen tapaus

>> Kahden riippumattoman otoksen t-testi B:
Yhta suurten varianssien tapaus

t-testi parivertailuille
Yhden otoksen testi varianssille
Varianssien vertailutesti

TKK (c) likka Mellin (2007)



Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yhta suurten varianssien tapaus
Testausasetelma 1/4

e Olkoon
XXy X,
vksinkertainen satunnaisotos perusjoukosta §,, joka

noudattaa normaalijakaumaa
2
N(y,,07)
« Jakauma riippuu seuraavista parametreista:
U, =jakauman odotusarvo

o0? = jakauman varianssi

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yhta suurten varianssien tapaus
Testausasetelma 2/4

e Olkoon
X2y Xppoeos X,y
vksinkertainen satunnaisotos perusjoukosta §,, joka

noudattaa normaalijakaumaa
2
N(4,,07)
« Jakauma riippuu seuraavista parametreista:
W, =jakauman odotusarvo

o0? = jakauman varianssi

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yhta suurten varianssien tapaus
Testausasetelma 3/4

Oletetaan lisdksi, ettd perusjoukosta S, poimittu otos
X, X X

119221909 1
ja perusjoukosta S, poimittu otos

X, X X

12944229225k 2
ovat toisistaan riippumattomia.
Otosten riippumattomuus merkitsee siti, etta se mika

alkio poimitaan perusjoukosta S, ei vaikuta sithen mika
alkioista poimitaan perusjoukosta S, ja kddntaen.

TKK
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yhta suurten varianssien tapaus
Testausasetelma 4/4

» Asetetaan normaalijakaumien N(¢,,0°) ja N(u,,07)
odotusarvo- eli paikkaparametreille (1, ja L,
nollahypoteesi

Hoipty =, =
e Testausongelma:

Ovatko havainnot sopusoinnussa nollahypoteesin H,
kanssa?

* Ongelman ratkaisuna on kahden riippumattoman
otoksen z-testi yhtd suurten varianssien tapauksessa.

e Huomautus:

Jos jakaumien varianssit eivit ole yhta suuret, testauksessa pitdd
kayttdd kahden riippumattoman otoksen 7-testid A.
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yhta suurten varianssien tapaus

Yleinen hypoteesi

e Yleinen hypoteesi H :
(1) X, ~N(,o0%),i=12,...,n,
2) X,,~N(u,,0%),j=12,....n,
(3) Havamnot X}, ja X}, ovat riippumattomia kaikille i ja j

e Huomautuksia:

—  Oletus (3) sisédltaa kolme riippumattomuusoletusta:
* Havainnot ovat riippumattomia otoksien 1 ja 2 sisdlld.
« Havainnot ovat riippumattomia otoksien 1 ja 2 vdlilld.

—  Jakaumien varianssit on tissa oletettu yhta suuriksi;
vrt. kahden otoksen #-testi A.
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yhta suurten varianssien tapaus
Nollahypoteesi ja vaihtoehtoiset hypoteesit

* Nollahypoteesi H,, :

Ho:ip=p,=u
* Vaihtoehtoinen hypoteesi H, :
H, > u,

} 1 -suuntaiset vaihtoehtoiset hypoteesit
H, p < p,

H,: 4, # 4, 2-suuntainen vaihtoehtoinen hypoteesi

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yhta suurten varianssien tapaus
Parametrien estimointi

 QOlkoot
sziZXlk,k—Lz
n, -
ja
s; = 1 D (X, -X,) k=12
n,—13

tavanomaiset harhattomat estimaattorit parametreille
EX)=u.,i=1,2,...,n,k=1,2

ja
Var(X;)=0c%,i=1,2,...,n,,k=1,2

TKK (c) likka Mellin (2007)



Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yhta suurten varianssien tapaus
Yhdistetty varianssiestimaattori

e Mairitelldadn ns. yhdistetty varianssiestimaattori
(m, —Ds; +(n, = 1s,
n+n,—2

2 _
Sp =

« Yhdistetty varianssiestimaattori s> on harhaton
estimaattori varianssiparametrille o2, jos nollahypoteesi
H, 4, = 1, = 4 patee.

* Huomautus:

Yhdistetty varianssiestimaattori s, ei ole sama kuin yhdistetyn
otoksen varianssi, koska otoskeskiarvot X, ja X, eivit (yleensd)
ole yhtd suuria.
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yhta suurten varianssien tapaus
Testisuure ja sen jakauma

 Maiiritellaan r-testisuure
)_( 1 )_( 2

1 1
Sp |
n.n,

* Jos nollahypoteesi

Ho:p =4, =u
pdtee, niin testisuure ¢ noudattaa Studentin t-jakaumaa
vapausastein (n, + n, — 2):

t~t(n +n,—2)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yhta suurten varianssien tapaus
Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:

Perustelu 1/3

Oletetaan, ettd testin yleinen hypoteesi H ja nollahypoteesi H,, patevit:

X, ~Nu,o0%),i=12,...,n
X, ~N(u,0%), j=12,...,n,

Talloin (ks. lukua Otos ja otosjakaumat)

o= n,
I o’
X,=—>» X ~N| u—
i n, ; ” [ n, ]

Koska X, L X, , niin

X - X, ~ N[O,a2 (IHD
n,n,

TKK
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yhta suurten varianssien tapaus
Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:

Perustelu 2/3

« [Edella esitetysta seuraa, etta

X 4 ~ N(0,1)
11
o |—+—
n,n,

« Koska standardipoikkeama o on tuntematon, satunnaismuuttujan z
lauseke on testisuureena epdoperationaalinen.

Z =

e Maaritellaan otosvarianssit
5 1

S, =

D (X, —X,) k=12
n; -1 i=1

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yhta suurten varianssien tapaus
Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:
Perustelu 3/3

« Jos satunnaismuuttujan z lausekkeessa standardipoikkeama o
korvataan otossuureella

J(nl —1)s; +(n, = 1)s;
SP =

n+n,—2

niin saadaan ¢-testisuure
X 1 X 2

1
_|_ .

1
n, n

[ =

Sp

joka nollahypoteesin H, pdtiessd noudattaa t-jakaumaa vapausastein
(n, +n,—2):
t~Hn, +n,—2)
e Todistus sivuutetaan; ks. kuitenkin vastaavaa todistusta yhden otoksen
t-testin tapauksessa ja sielld esitettyja viittauksia.
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yhta suurten varianssien tapaus
t-testisuure mittaa tilastollista etaisyytta

e Testisuure

mittaa otoksien 1 ja 2 aritmeettisten keskiarvojen
tilastollista etdisyyttd.

 Mittayksikkond on erotuksen X, — X, standardipoikkeaman

1 1
|+
n.n,

estimaattori, jota maarattaessa on oletettu, ettd nolla-
hypoteesi H,, patee.
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yhta suurten varianssien tapaus

Testi

Testisuureen

Xl_)_(z

[ =
\/ﬁ
Sy |-+
n.n,

normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin H, : tt, = 1, =

pdtiessa
E(r)=0
Siten 1tseisarvoltaan suuret testisuureen ¢ arvot viittaavat
sithen, ettd nollahypoteesi H, ei pdde.
Nollahypoteesi H, hyldtddn, jos testin p-arvo on kyllin
pieni.
72
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yhta suurten varianssien tapaus
Testin hylkaysalueen maaraaminen ja testin p-arvo

Kahden otoksen #-testin B hylkéiysalueen valinta tapahtuu
samalla tavalla kuin yhden otoksen #-testin tapauksessa
paitsi, etti z-testi-suure noudattaa tissa t-jakaumaa
vapausastein (n, + n, — 2).

Kahden otoksen #-testin B testisuureen arvoa vastaavan p-
arvon maaridminen tapahtuu kuten yhden otoksen #-testin
tapauksessa paitsi, ettd 7-testisuure noudattaa tassa ¢-
jakaumaa vapausastein (n, + n, — 2).

TKK
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yhta suurten varianssien tapaus
Normaalisuusoletuksen merkitys 1/2

« Kahden otoksen #-testin B yleisen hypoteesin mukaan
havainnot ovat molemmissa otoksissa normaali-
jakautuneita.

« Test1 ei kuitenkaan ole herkkd poikkeamille
normaalisuudesta, jos molempien otosten otoskoot ovat
“kyllin suuria’.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi B: Yhta suurten varianssien tapaus
Normaalisuusoletuksen merkitys 2/2

o Testid on melko turvallista kdyttdd, kun
n,>15jan,> 15
ja n, ja n, eivét eroa toisistaan kovin paljon, elleivat

havaintojen jakaumat ole kovin vinoja ja ellei havaintojen
joukossa ole poikkeavia havaintoja.

 Jos
n,>40jan,>40
testid voidaan melko turvallisesti kdyttdd jopa selvdsti
vinoille havaintojen jakaumille.
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Testeja suhdeasteikollisille muuttujille

Testit normaalijakauman parametreille
Yhden otoksen f-testi

Kahden riippumattoman otoksen t-testi A:
Yleinen tapaus

Kahden riippumattoman otoksen t-testi B:
Yhta suurten varianssien tapaus

>> {t-testi parivertailuille
Yhden otoksen testi varianssille
Varianssien vertailutesti
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t-testi parivertailuille
Parivertailuasetelma

* Parivertailuasetelma syntyy tilastollisessa tutkimuksessa
esimerkiksi seuraavissa tilanteissa:

(1) Paamaarana on verrata kahta mittaria mittaamalla
molemmilla mittareilla samat kohteet samoissa
olosuhteissa.

(11) Paamaarana on tutkia jonkin kdsittelyn vaikutusta
mittaamalla samat kohteet ennen kasittelya ja
kasittelyn jdlkeen.

(111) Padmaarana on vertailla kahta perusjoukkoa
mittaamalla saman muuttujan arvot perusjoukkojen
alkioiden sovitetuissa pareissa.
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t-testi parivertailuille
Testausasetelma 1/2

« Oletetaan, ettd havainnot muodostuvat muuttujaa X
koskevista mittaustuloksien pareista

X, X,),i=1,2,...,n
jotka ovat riippumattomia.
 Paamaarana on verrata mittauksia toisinsa:
Antavatko mittaukset keskimddrin saman tuloksen?

o Tillaisissa parivertailuasetelmissa ei saa kayttia
riippumattomien otoksien t-testia A tai B, koska mittaus-
tulokset X, ja X, eivit yleensd ole riippumattomia.
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t-testi parivertailuille
Testausasetelma 2/2

* Muodostetaan mittaustuloksien X}, ja X, erotukset
D =X -X,,i=12,....n
« Mittaukset 1 ja 2 antavat keskimddrin saman tuloksen, jos
erotukset D, saavat keskimddrin arvon nolla.

« Parivertailuasetelman testausongelman ratkaisuna on
tavanomainen yhden otoksen z-testi mittaustuloksien X,
ja X, erotuksien D, odotusarvolle.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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t-testi parivertailuille

Hypoteesit

e Yleinen hypoteesi H :
(1) Erotukset D, ~ N(,UD,O'lz)) ,i=1,2,...,n
(2) ErotuksetD,,D,, ..., D, ovat riippumattomia
* Nollahypoteesi H,, :
H,:u,=0
Vaihtoehtoinen hypoteesi H, :
H :u,>0
H :u, <0
H,:u, #0 2-suuntainen vaihtoehtoinen hypoteesi

} 1-suuntaiset vaihtoehtoiset hypoteesit

TKK (c) likka Mellin (2007)
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t-testi parivertailuille
Parametrien estimointi

 QOlkoot

n

D=-%D

1
=
ja
Szz) = ’11_1;(131 _D)2
tavanomaiset harhattomat estimaattorit parametreille
ED)=u,,i=1,2,...,n
ja
Var(D))=0p%,i=1,2,...,n
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t-testi parivertailuille
Testisuure ja sen jakauma

 Maiiritellaan r-testisuure
D

SD/\/Z

* Jos nollahypoteesi

[ =

H,:u,=0
pdtee, niin testisuure ¢ noudattaa Studentin t-jakaumaa
vapausastein (n — 1):

t~t(n—1)
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t-testi parivertailuille
Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:

Perustelu 1/2

« Oletetaan, ettd testin yleinen hypoteesi H ja nollahypoteesi H,, patevit:
D,D,,....,D, L
D, ~N(0,0)),i=12,...,n
o Koska tilloin (ks. lukua Otokset ja otosjakaumat)
D= liDl. ~ N(O,G—éj
no n
niin

D

zZ =
O'D/\/Z

* Koska standardipoikkeama o}, on tuntematon, satunnaismuuttujan z
lauseke on testisuureena epdoperationaalinen.

~N(0,1)
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t-testi parivertailuille
Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:
Perustelu 2/2

» Jos satunnaismuuttujan z lausekkeessa standardipoikkeama o,
korvataan vastaavalla otossuureella

| _
S, = |—— D, — D)?
D \/n_llzz;( i )

niin saadaan ¢-testisuure

D

Sp/ Jn
joka nollahypoteesin H, pdtiessd noudattaa t-jakaumaa vapausastein
(n—1):
t~tn—1)
« Todistus: ks. kappaletta Yhden otoksen t-testi.

[ =

TKK (c) likka Mellin (2007)
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t-testi parivertailuille
t-testisuure mittaa tilastollista etaisyytta

e Testisuure

D
SD/\/Z

mittaa havaintoarvojen erotuksien aritmeettisen keskiarvon
tilastollista etdisyyttd nollasta.

[ =

* Mittayksikkond on erotuksien D; aritmeettisen keskiarvon

D standardipoikkeaman
O-D

Jn

estimaattori, jota maarattaessa on oletettu, ettd nolla-
hypoteesi H,, patee.
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t-testi parivertailuille
Testi

e Testisuureen
D

[ =
Sp/ Jn
normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin H, : 4, =0

pdtiessa
E(r)=0
Siten 1tseisarvoltaan suuret testisuureen ¢ arvot viittaavat
sithen, ettd nollahypoteesi H,, ei pdde.
Nollahypoteesi H, hyldtddn, jos testin p-arvo on kyllin

pieni.
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t-testi parivertailuille
Testin hylkaysalueen maaraaminen ja testin p-arvo

» Parnivertailutestin hylkaysalueen valinta tapahtuu kuten
yhden otoksen #-testin tapauksessa.

« Parnivertailutestin testisuureen arvoa vastaavan p-arvon
mddrddminen tapahtuu kuten yhden otoksen #-testin
tapauksessa.
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t-testi parivertailuille
Normaalisuusoletuksen merkitys 1/2

« Parivertailuasetelman #-testin yleisessa hypoteesissa
oletetaan, ettd havaintoarvojen erotukset ovat normaali-
jakautuneita.

« Test1 ei kuitenkaan ole herkkd poikkeamille
normaalisuudesta, jos havaintojen lukumaara n on

“kyllin suuri”.
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t-testi parivertailuille
Normaalisuusoletuksen merkitys 2/2

o Testid on melko turvallista kdyttdd, kun
n>15

ellei erotusten jakauma ole kovin vino ja erotuksien
joukossa ole poikkeavia erotuksia.

* Jos havaintojen lukumaara
n>40

testid voidaan melko turvallisesti kdyttdd jopa selvdsti
vinoille erotuksien jakaumille.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Testeja suhdeasteikollisille muuttujille

Testit normaalijakauman parametreille
Yhden otoksen f-testi

Kahden riippumattoman otoksen t-testi A:
Yleinen tapaus

Kahden riippumattoman otoksen t-testi B:
Yhta suurten varianssien tapaus

t-testi parivertailuille
>> Yhden otoksen testi varianssille
Varianssien vertailutesti
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Yhden otoksen testi varianssille
Testausasetelma 1/2

Olkoon
X, X,. ... X

n

yvksinkertainen satunnaisotos perusjoukosta §, joka
noudattaa normaalijakaumaa

N(u,0°)
Jakauma riippuu seuraavista parametreista:
U =jakauman odotusarvo

o2 = jakauman varianssi

TKK

(c) likka Mellin (2007)
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Yhden otoksen testi varianssille
Testausasetelma 2/2

« Asetetaan normaalijakauman N(u, o) varianssi-
parametrille o2 nollahypoteesi

22
e Testausongelma:

Ovatko havainnot sopusoinnussa nollahypoteesin H,
kanssa?

* Ongelman ratkaisuna on yhden otoksen y>-testi
varianssille.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden otoksen testi varianssille

Hypoteesit

e Yleinen hypoteesi H :
(1) Havainnot X, ~ N(u,0%),i=12,....n
(2) Havamnot X, , X, , ... , X, ovat riippumattomia.
* Nollahypoteesi H,, :
H,:0’ =0,
Vaihtoehtoinen hypoteesi H, :
H :0° >0,

, ) 1-suuntaiset vaihtoehtoiset hypoteesit
H,:0" <o,
H,:0° #0, 2-suuntainen vaihtoehtoinen hypoteesi

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden otoksen testi varianssille
Parametrien estimointi

 QOlkoot

ja
s> =Li()(i - X)’
n—143
tavanomaiset harhattomat estimaattorit parametreille
EX)=u,i=1,2,...,n
ja
Var(X)=0?%,i=1,2,...,n

TKK (c) likka Mellin (2007)



Yhden otoksen testi varianssille
Testisuure ja sen jakauma

« Madritelladn y*-testisuure

n—1)s’
=D
O-O

e Jos nollahypoteesi

)
H,:0" =0,

pdtee, niin testisuure }? noudattaa y’-jakaumaa vapaus-
astein (n — 1):

1~ (n-1
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Yhden otoksen testi varianssille
Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:
Perustelu 1/3

« Oletetaan, ettd testin yleinen hypoteesi H ja nollahypoteesi H,, patevit:
X, X,....,X, L
X, ~N(u,07),i=1,2,...,n

« Talloin (ks. lukua Otokset ja otosjakaumat)

3 e

» Koska odotusarvo i on tuntematon, satunnaismuuttujan Y lauseke on
testisuureena epdoperationaalinen.
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Yhden otoksen testi varianssille

Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:

Perustelu 2/3

» Jos satunnaismuuttujan z lausekkeessa odotusarvo 4 korvataan

vastaavalla otossuureella

1
X—;;Xi

niin saadaan y*-testisuure

zzziKXi_Xj :@

O-O O-O
jossa

2 1 < 7\ 2
sc=——> (X.— X
n_ll;( = X)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden otoksen testi varianssille
Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:
Perustelu 3/3

« Jos nollahypoteesi H, pdtee, testisuure y* noudattaa y*-jakaumaa
vapausastein (n — 1):
X ~xn=1)

o Todistus: ks. lukua Otokset ja otosjakaumat.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden otoksen testi varianssille

Testi

e Testisuureen

n—1)s>
=D
O-O
normaaliarvo = (n — 1), koska nollahypoteesin

H, :0” =0, pitiessi B(s?) = g, jolloin
E(Y)=n-1
 Siten seki pienet ettd suuret testisuureen y? arvot sen

normaaliarvoon (n — 1) ndhden viittaavat siithen, etta
nollahypoteesi ei pdde.

* Nollahypoteesi H, hyldtddn, jos testin p-arvo on kyllin
pieni.
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Yhden otoksen testi varianssille
Testin hylkaysalueen maaraaminen 1/4

e Valitaan testin merkitsevyystasoksi ¢.
» Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
H :0’ >0,
niin kriittinen raja ). saadaan ehdosta
Pr(y2y,)= o

jossa
X = n=1)
e Testin hylkaysalue on tdlloin muotoa
(Xa» +o)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden otoksen testi varianssille
Testin hylkaysalueen maaraaminen 2/4

e Valitaan testin merkitsevyystasoksi ¢.
» Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
H :0’ <0
niin kriittinen raja ¥, , saadaan ehdosta
Pr(y? S;ﬁz—a )=o

jossa
X = n=1)
e Testin hylkaysalue on tdlloin muotoa
O, le—a)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden otoksen testi varianssille
Testin hylkaysalueen maaraaminen 3/4

e Valitaan testin merkitsevyystasoksi ¢.
» Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
H:0’#0,;
niin kriittiset rajat Zf_a/z ja Zé/z saadaan ehdoista
Pr( <y ,,) = 012
Pr(y? > ;(é/z )= 0/2
jossa
X~ xn-1)
* Testin hylkdysalue on talloin muotoa

(O ) le—a/2 )U(Zi/z ) —|—oo)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Yhden otoksen testi varianssille
Testin hylkaysalueen maaraaminen 4/4

e Oletetaan, etta testin merkitsevyystasoksi on valittu o.

« Testin hylkiysalueen maaraamista voidaan
havainnollistaa alla olevilla kuvioilla.

H:0’ >0, H:0’ <o)
2 2
X (n—=1) X (n=1)
(94 o
l-o l-o
X Xiw

— -

Hylkays- Hylkays-

alue alue
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Yhden otoksen testi varianssille

Testin p-arvo 1/2

Olkoon y-testisuureen havaittu arvo .

Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on 1-suuntainen, testin p-
arvon maaraamista voidaan havainnollistaa alla olevilla

kuvioilla.
H:0’ >0, H:0’ <o)
1 (n-1) 1 (n-1)
D P
I-p I-p
X X

Testin p-arvo =p

Testin p-arvo =p

TKK
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Yhden otoksen testi varianssille

Testin p-arvo 2/2

e Olkoon vaihtoehtoinen hypoteesi 2-suuntainen:
H:0’#0,;

« Talloin testin p-arvo on
p=2xmin{Pr(y" 2 7). Pr(x" < )]

jossa

1~y (n-1
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Yhden otoksen testi varianssille
Normaalisuusoletuksen merkitys

« Tassa esitetyn varianssitestin yleisessa hypoteesissa
oletetaan, ettd havainnot ovat normaalijakautuneita.

o Testi on herkkd poikkeamille normaalisuudesta ja testi ei
toimi kovinkaan hyvin, jos havaintojen jakauma on vino tai
havaintojen joukossa on poikkeavia havaintoja.

e Suuretkaan havaintojen lukumaarat eivit yleensa paranna
tilannetta.
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Testeja suhdeasteikollisille muuttujille

Testit normaalijakauman parametreille
Yhden otoksen f-testi

Kahden riippumattoman otoksen t-testi A:
Yleinen tapaus

Kahden riippumattoman otoksen t-testi B:
Yhta suurten varianssien tapaus

t-testi parivertailuille
Yhden otoksen testi varianssille
>> Varianssien vertailutesti
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Varianssien vertailutesti

Testausasetelma 1/4

« Olkoon

XX X,
vksinkertainen satunnaisotos perusjoukosta §,, joka
noudattaa normaalijakaumaa

2
N(4,07)
« Jakauma riippuu seuraavista parametreista:
U, =jakauman odotusarvo

0,> = jakauman varianssi
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Varianssien vertailutesti

Testausasetelma 2/4

« Olkoon

Xy Xppoeos X,y
vksinkertainen satunnaisotos perusjoukosta S, joka
noudattaa normaalijakaumaa

2
N(4,,07)
« Jakauma riippuu seuraavista parametreista:
W, =jakauman odotusarvo

0,2 = jakauman varianssi
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Varianssien vertailutesti

Testausasetelma 3/4

* Oletetaan lisdksi, ettd perusjoukosta S; poimittu otos
X1 X505 0s X

ml

ja perusjoukosta S, poimittu otos
X5 Xppseots X

n,2

ovat toisistaan riippumattomia.

« Otosten riippumattomuus merkitsee sitd, ettd se mika
alkio poimitaan perusjoukosta S, ei vaikuta sithen mika
alkioista poimitaan perusjoukosta S, ja kdantaen.
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Varianssien vertailutesti

Testausasetelma 4/4

Asetetaan normaalijakaumien N(x,,07) ja N(u,,0%)
varianssiparametreille o ja o; nollahypoteesi

S22 2
H,:0, =0, =0
Testausongelma:

Ovatko havainnot sopusoinnussa nollahypoteesin H,,
kanssa?

Ongelman ratkaisuna on kahden riippumattoman
otoksen F-testi variansseille eli varianssien vertailu-
testi.

TKK
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Varianssien vertailutesti

Yleinen hypoteesi

e Yleinen hypoteesi H :

(1) Havainnot X, ~ N(y,,07),i=1,2,...,n,

(2) Havamnot X , ~ N(u,,05), j=12,...,n,

(3) Havamnot X}, ja X}, ovat riippumattomia kaikille i ja j
* Huomautus:

Oletus (3) siséltaa kolme riippumattomuusoletusta:
« Havainnot ovat riippumattomia otoksien 1 ja 2 sisdlld.
« Havainnot ovat riippumattomia otoksien 1 ja 2 vdlilld.
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Varianssien vertailutesti

Nollahypoteesi ja vaihtoehtoiset hypoteesit

* Nollahypoteesi H,, :
H,:0' =0, =0"
* Vaihtoehtoinen hypoteesi H, :
H, :0'12 > ()'22 , , , ,
, , ¢ 1-suuntaiset vaihtoehtoiset hypoteesit
H,: 0, <0,

H :0] #0, 2-suuntainen vaihtoehtoinen hypoteesi
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Varianssien vertailutesti
Parametrien estimointi

e QOlkoot
X, =iZXlk k=12
n, -
ja

tavanomaiset harhattomat estimaattorit parametreille
EX,)=u,i=1,2,...,n,,k=1,2

ja
Var(X,)=0,%,i=1,2,...,n,,k=1,2
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Varianssien vertailutesti
Testisuure ja sen jakauma

e Maaritellddn F-testisuure

» Jos nollahypoteesi
H,:0' =0, =0’
pdtee, niin testisuure F' noudattaa Fisherin F-jakaumaa
vapausastein (n, — 1) ja (n, — 1):
F~Fmn—-1,n,-1)
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Varianssien vertailutesti

Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:

Perustelu 1/4

« Oletetaan, ettd testin yleinen hypoteesi H ja nollahypoteesi H,, patevit:

X, ~N,0%),i=1,2,....n,
X, ~N(u,,0%), j=12,..,n,

o Talloin (ks. lukua Otokset ja otosjakaumat)

2
m X _
YFZ( ”a“lj ~ 7))

n, X —,Ll 2
Y, =Z(#) ~ 2 (n,)
j=1 o
« KoskaY, LY,,nin

Y, /n,
Y, /n,

Y = "’F(nvnz)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Varianssien vertailutesti
Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:
Perustelu 2/4

» Koska odotusarvot i, ja 1, ovat tuntemattomia, satunnaismuuttujan
_Y/n,
Yin,
lauseke on testisuureena epdoperationaalinen.

» Korvataan satunnaismuuttujien Y, ja Y, lausekkeissa odotusarvot (4, ja
U, vastaavilla otossuureilla
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Varianssien vertailutesti

Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:

Perustelu 3/4

e Saamme satunnaismuuttujat (ks. lukua Otokset ja otosjakaumat)

. 2 m S % 2
I/l :(nl 21)S1 :Z(%j ~Zz(n1—1)

9 i=1

. 2 m (X, )?
V2 :(nz 21)52 :Z£ Jj2 - j ~ (l/lz—l)

o P

=1,2

i=1
» Liséks1 satunnalsmuuttujat V,ja V, ovat riippumattomia:
niv,

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Varianssien vertailutesti
Testisuureen jakauma nollahypoteesin H, patiessa:
Perustelu 4/4

o Maaritelladn F-testisuure
o V=1 _s
Vo, =1) 52
* Jos nollahypoteesi H, pdtee, testisuure F noudattaa F-jakaumaa
vapausastein (n, — 1) ja (n, — 1):
F~Fm-1,n,-1)
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Varianssien vertailutesti

Testi

Testisuureen

2

S
_ L
F—S2
2 2

normaaliarvo = 1, koska nollahypoteesin H, : 6° =0, =0
pdtiessd (Ja jos n, on kyllin suurt)

BFy="2"1_

n,—3

« Siten seka pienet etta suuret testisuureen F arvot sen

normaaliarvoon = 1 ndahden viittaavat sithen, etta
nollahypoteesi ei pdde.

* Nollahypoteesi H, hyldtddn, jos testin p-arvo on kyllin

pieni.
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Varianssien vertailutesti
Testin hylkaysalueen maaraaminen 1/4

e Valitaan testin merkitsevyystasoksi ¢.
» Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
H,:0" >0
niin kriittinen raja F , saadaan ehdosta
Pr(F2F,)=«
jossa
F~Fn,—1n,-1)
e Testin hylkaysalue on tialloin muotoa
(Fy» o)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Varianssien vertailutesti

Testin hylkaysalueen maaraaminen 2/4

e Valitaan testin merkitsevyystasoksi ¢.
» Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
H,:0' <0,
niin kriittinen raja F,_, saadaan ehdosta
Pr(F<F,_,)=«
jossa
F~Fn,—1n,-1)
e Testin hylkaysalue on tialloin muotoa
(0,F_,)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Varianssien vertailutesti
Testin hylkaysalueen maaraaminen 3/4

e Valitaan testin merkitsevyystasoksi ¢.
» Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
H,:0" #0,
niin kriittiset rajat F',__, ja F',, saadaan ehdoista
Po(F<F,_,,)= 0/
Pe(F=F,,)=0/2
jossa
F~Fn —1n,-1)
* Testin hylkiysalue on talloin muotoa
(0, Fy_ )V gy > To0)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Varianssien vertailutesti

Testin hylkaysalueen maaraaminen 4/4

* Oletetaan, etta testin merkitsevyystasoksi on valittu o.

* Testin hylkiysalueen maaraamista voidaan
havainnollistaa olevilla kuvioilla.

H:0’ >0, H:0' <o
F(n —1,n,-1) F(n —1n,-1)
o o
l-o l-o
F, I,
— H
Hylkays- Hylkays-
alue alue

E—a/z Fa/z
H —
Hylkays- Hylkays-
alue alue

TKK
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Varianssien vertailutesti

Testin p-arvo 1/2

Olkoon F-testisuureen havaittu arvo Fj, .

Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on 1-suuntainen, testin p-
arvon maaraamista voidaan havainnollistaa alla olevilla

kuvioilla.
H :0>0); H 0’ <0o);
F(n —1,n,-1) F(n —1n,-1)
p D
I-p 1-p
Iy

Testin p-arvo =p

Testin p-arvo =p

TKK

(c)
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Varianssien vertailutesti

Testin p-arvo 2/2

« Olkoon vaihtoehtoinen hypoteesi 2-suuntainen:
H :0! # 0.
e Talloin testin p-arvo on
p =2xmin{Pr(F > F,),Pr(F < F,)}
jossa
F~Fn —1n,-1)
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Varianssien vertailutesti
Normaalisuusoletuksen merkitys

« Tassa esitetyn varianssien vertailutestin yleisessa
hypoteesissa oletetaan, ettd havainnot ovat molemmissa
otoksissa normaalijakautuneita.

» Test1 on herkkd poikkeamille normaalisuudesta ja testi ei
toimi kovinkaan hyvin, jos havaintojen jakauma on vino tai
havaintojen joukossa on poikkeavia havaintoja.

e Suuretkaan havaintojen lukumaarat eivit yleensa paranna
tilannetta.
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