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Tilastollinen riippuvuus ja korrelaatio
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Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio
Muuttujien valiset riippuvuudet

tilastollisen tutkimuksen kohteena

Tieteellisen tutkimuksen tdrkeimmedt ja mielen-
kiintoisimmat kysymykset liittyvdt tavallisesti tutkimuksen
kohteena olevaa 1lmi16ta kuvaavien muuttujien valisiin
riippuvuuksiin.

Jos tilastollisen tutkimuksen kohteena olevaan 1lmi6on
luttyy useampia kuin yksi muuttuja, yaden muuttujan
tilastolliset menetelmdt antavat tavallisest1 vain
rajoittuneen kuvan 1lmiosta.

Sovellusten kannalta ehkd merkittivin osa tilastotiedetta
kasittelee kahden tai useamman muuttujan valisten
riippuvuuksien kuvaamista ja mallintamista.
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(c) llkka Mellin (2007)



Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio

Esimerkkeja riippuvuustarkasteluista

Miten tyottOmyysaste Suomessa
(% tyovoimasta) riippuu BKT:n
(bruttokansantuotteen) kasvu-
vauhdista Suomessa, Suomen
viennin volyymista seka BKT:n
kasvuvauhdista muissa EU-
maissa ja USA:ssa?

Miten alkoholin kulutus

(1 per capita vuodessa) riippuu
alkoholijuomien hintatasosta,
ihmisten kiytettivissai olevista
tuloista ja alkoholin
saatavuudesta?

Miten todenndkoisyys sairastua
keuhkosyopian (p) riippuu
tupakoinnin maarasta ja
kestosta?

Miten vehnén hehtaarisato

(t/ha) riippuu kesan keskilampo-
tilasta ja sademaarista sekd maan
muokkauksesta, lannoituksesta ja
tuholaisten torjunnasta?

Miten betonin lujuus (kg/cm?)
riippuu sen kuivumisajasta?

Miten kemiallisen aineen saanto
(%) riippuu valmistusprosessissa
kaytettavastad lampotilasta?
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Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio
Eksakti vs tilastollinen riippuvuus

« Tarkastelemme tdssa esityksessa yksinkertaisuuden vuoksi
padasiassa kahden muuttujan valista ritppuvuutta:

(1) Muuttujien valinen riippuvuus on eksaktia,
jos toisen arvot voidaan ennustaa tarkasti toisen
saamien arvojen perusteella.

(i1) Muuttujien valinen riippuvuus on tilastollista,
jos nuiden valilla ei ole eksaktia riippuvuutta, mutta
toisen muuttujan arvoja voidaan kdyttdd apuna toisen
muuttujan arvojen ennustamisessd.
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Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio
Tilastollinen riippuvuus ja korrelaatio

e Kahden muuttujan valista (lineaarista) tilastollista
riippuvuutta kutsutaan tilastotieteessa tavallisesti
Kkorrelaatioksi.

» Korrelaation eli (lineaarisen) tilastollisen riippuvuuden
voimakkuutta mittaavia tilastollisia tunnuslukuja kutsutaan
korrelaatiokertoimiksi.

« Korrelaatiot muodostavat perustan muuttujien vdilisten
riippuvuuksien ymmdrtamiselle.
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Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio
Tilastollinen riippuvuus ja regressio

* Vaikka korrelaatiot muodostavat perustan muuttujien
valisten riippuvuuksien ymmartamiselle, riippuvuuksia
halutaan tavallisesti analysoida myo0s tarkemmin.

* Regressioanalyysi on tilastollinen menetelma,
jossa jonkin, ns. selitettivan muuttujan tilastollista
riippuvuutta joistakin toisista, ns. selittavista muuttujista
pyritddn mallintamaan regressiomalliksi kutsutulla
tilastollisella mallilla; ks. lukua Johdatus regressioanalyysiin.

e Huomautus:

Tassa luvussa rajoitutaan tarkastelemaan korrelaatioiden
estimointia ja testaamista.

TKK (c) likka Mellin (2007)



Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio
Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

« Kuten yhden muuttujan havaintoaineistojen tapauksessa,
lahtokohdan kahden tai useamman muuttujan havainto-
aineistojen kuvaamiselle muodostaa tutustuminen
havaintoarvojen jakaumaan.

« Havaintoarvojen jakaumaa voidaan kuvailla ja esitella
titvistamdlld havaintoarvoihin sisdltyva informaatio
sopivaan muotoon:

— Havaintoarvojen jakaumaa kokonaisuutena voidaan
kuvata sopivasti valituilla graafisilla esityksilla.

—  Havaintoarvojen jakauman karakteristisia
ominaisuuksia voidaan kuvata sopivasti valituilla
otostunnusluvuilla.

TKK (c) likka Mellin (2007)



Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio
Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen:

Graafiset menetelmat

« Koska useampi- kuin kaksiulotteisten kuvioiden
tekeminen e1 ole kdaytdnnossa mahdollista, kolmen tai
useamman muuttujan havaintoaineistoja havainnollistetaan
tavallisesti niin, ettd muuttujia tarkastellaan pareittain.

« Kahden jdarjestys-, vilimatka- tal suhdeasteikoillisen
muuttujan havaittujen arvojen pareja havainnollistetaan
tavallisesti graafisella esitykselld, jota kutsutaan
pistediagrammiksi.

* Huomautus:

Monimuuttujamenetelmien alueella on kehitetty myos sellaisia
tilastografitkan menetelmié, joilla voidaan havainnollistaa
useampi- kuin kaksiulotteisia aineistoja.
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Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio
Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen:

Tunnusluvut

« Usean muuttujan havaintoaineistojen karakteristisia
ominaisuuksia voidaan kuvata muuttujakohtaisilla
otostunnusluvuilla.

« Muuttujakohtaiset otostunnusluvut eivdt kuitenkaan voi
antaa informaatiota muuttujien valisistd riippuvuuksista.

* Muuttujien pareittaisia tilastollisia riippuvuuksia voidaan
kuvata sopivasti valitulla korrelaation mitalla.

TKK (c) likka Mellin (2007) 10



Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio
Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen:
Korrelaatio

« Tutkittavien muuttujien mitta-asteikolliset ominaisuudet
ohjaavat korrelaation mitan valintaa:

— Valimatka- ja suhdeasteikollisille muuttujille
kaytetdan tavallisesti Pearsonin korrelaatiokerrointa.

—  Jarjestysasteikollisille muuttujille kiaytetaan
tavallisesti Spearmanin tai Kendallin jarjestys-
korrelaatiokerrointa.
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Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio

Testit korrelaatiolle

Satunnaismuuttujien vdliseen korrelaatioon voidaan
kohdistaa erilaisia tilastollisia testejd.

Tarkastelemme tissa esityksessa seuraavia Pearsonin
korrelaatiokertoimelle sopivia testeja:

— Yhden otoksen testi korrelaatiokertoimelle
— Korrelaatiokertoimien vertailutesti
—  Testi korreloimattomuudelle

Tarkastelemme tissa esityksessa seuraavia Spearmanin ja
Kendallin jdarjestyskorrelaatiokertoimille sopivia testeja:

—  Testit korreloimattomuudelle

TKK
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Tilastollinen riippuvuus ja korrelaatio

Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio

>> Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Jarjestyskorrelaatiokertoimet

TKK (c) likka Mellin (2007)

13



Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Pistediagrammi

« Tarkastellaan tilannetta, jossa tutkimuksen kohteina
olevista havaintoyksikoistd on mitattu kahden jdrjestys-,
valimatka- ta1 suhdeasteikollisen muuttujan x ja y arvot.

e Muuttujien x ja y arvojen samaan havaintoyksikkoon
liittyvien parien muodostamaa havaintoaineistoa voidaan
kuvata graafisesti pistediagrammilla.

» Pistediagrammi sopii erityisesti kahden muuttujan valisen
riippuvuuden havainnollistamiseen.

* Pistediagrammi on keskeinen tyovaline korrelaatio- ja
regressioanalyysissa.

TKK (c) likka Mellin (2007) 14



Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Pistediagrammi:
Maaritelma

Olkoot x ja y jarjestys-, vilimatka- tai suhdeasteikollisia
muuttujia, joiden havaitut arvot ovat

X1y Xgy eee 3 X,

V15 Vor «ov 5V
Oletetaan lisdksi, ettd havaintoarvot x; ja y, luttyvat
samaan havaintoyksikkoon kaikillei=1, 2, ... , n.

Havaintoarvojen x, x5, ... , X, Ja y{, Vo, -.. , ), parien
pistediagrammi saadaan esittamalla lukuparit

(x,y,),i=1,2,...,n
. © e 2
pisteind avaruudessa R",

TKK
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Pistediagrammi:
Havainnollistus

« Kuvio oikealla esittda lukuparien

(x5 )
1 (X-, y)
a oo J> 70
J yj T
(x;, ) i
maarittelemien pisteiden i
esittdmistd tasokoordinaatistossa. (x, :
Vil ’ o E
| | ) X
TKK (c) llkka Mellin (2007) 16



Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Pistediagrammi:
1. esimerkki — 1/2

Hooken lain mukaan
kierrejousen pituus riippuu

lineaarisesti jouseen ripustetusta

painosta.

Oikealla on tulokset kokeesta,
jossa Hooken lain patevyytta

(

Pituus (cm)

43.00

43.60

44.05

44 .55

45.00

_U
Q
N 5
ole|o| s [v]o]o
=
Q
N

45.50

tutkittiin ripustamalla jouseen

6 erikokoista painoa.
Merkitaan:
(x,v),i=1,2,3,4,5,6
jossa
X; =paino i
y; = jousen pituus, kun
painona on x;

TKK

(c) llkka Mellin (2007)

17



Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Pistediagrammi:

1.

esimerkki — 2/2

Pistediagrammi oikealla
havainnollistaa koetuloksia
graafisesti.

Ovatko havainnot sopusoinnussa
Hooken lain kanssa?

Vastausta tarkastellaan luvuissa
Johdatus regressioanalyysiin ja
Yhden selittdjan lineaarinen
regressiomalli.

Jousen pituus (cm)

46.00

Kierrejousen pituuden riippuvuus
jouseen ripustetusta painosta

45.50 -

'
o
o
=)

44.50

44.00

43.50 -

43.00

42.50

0 2 4 6 8 10
Paino (kg)

12

TKK

(c) llkka Mellin (2007)

18



Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Pistediagrammi:
2. esimerkki — 1/2

« Perinnollisyystieteen

Isien ja poikien pituudet

mukaan lapset perivat geneettiset 195
ominaisuutensa vanhemmiltaan. 190 |
» Periytyyko 1sdn pituus heidin E 185
pojilleen? 5 180
. . . .5' 175 .
« Havaintoaineisto koostuu 8
e . g o L 170 -
300:n isdn ja heiddn poikiensa *
pituuksien muodostamasta e
: 160
lukuparista 155

(x,y),i=1,2, ...
jossa

X; = 1san 1 pituus

y; = 1sdn i pojan pituus

160 165 170 175 180 185 190|

Isdn pituus (cm)

« Ks. pistediagrammia oikealla.

TKK
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Pistediagrammi:

2.

esimerkki — 2/2

Yhta pitkilla isilld nayttda olevan
monen mittaisia poikia.

Mutta: Lyhyilla isilla nayttaa
olevan keskimddrin lyhyempia
poikia kuin pitkilla isilla ja pitkilla
1silla nayttaa olevan keskimdidrin
pitempid poikia kuin lyhyilla
1s1lla.

Tallaisten tilastollisten
riippuvuuksien analysoimista
lineaaristen regressiomallien
avulla tarkastellaan luvuissa
Johdatus regressioanalyysiin ja
Yhden selittajan lineaarinen
regressiomalli.

Pojan pituus (cm)

Isien ja poikien pituudet

195

190

185 -

180

175 -

170 -

165 -

160

155

160 165 170 175 180 185 190|

Isdn pituus (cm)

TKK
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Pistediagrammi:
3. esimerkki = 1/2

Onko keuhkosyopa yleisempaa
sellaisissa maissa, joissa
tupakoidaan paljon?

Oikealla on tiedot savukkeiden
kulutuksesta ja keuhkosyovan
yleisyydesta 10:ssd@ maassa.

Havaintoaineisto koostuu 10:sta
lukuparista

(x,y),i=1,2, ...
jossa

, 10

x; =savukkeiden kulutus
maassa i 1930

y; = sairastuvuus keuhko-
syopaan maassa i 1950

Savukkeiden Keuhkosyopa-
tapausten Ikm
Maa kulutus (kpl) per -
capita 1930 per 1 mil).
henkiloa 1950
Islanti 220 58
Norja 250 90
Ruotsi 310 115
Kanada 510 150
Tanska 380 165
Itavalta 455 170
Hollanti 460 245
Sveitsi 530 250
Suomi 1115 350
Englanti 1145 465

TKK
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Pistediagrammi:
3. esimerkki = 2/2

* Pistediagrammi oikealla Savukkeiden kulutus ja sairastuvuus
havainnollistaa savukkeiden 500 keuhkosyopaan I
. v e & Englanyi
kulutuksen ja keuhkosyovan £2 e
yleisyyden vilistd yhteytta. s « Suomi
=
. oo e e © g 300 -
* Sairastuvuus keuhkosyOpééan gé « Iapits
nayttda olevan keskimddrin S g 20 R
o . . o ikgk@nada
korkeampaa sellaisissa maissa, £ 3 100 ¢ Ruotsi
0 - g = *slant
joissa savukkeiden kulutus on < M
. oo oo e o oo 0 T T T T T T
ollut keskimdardistd suurcmpaa. 0 200 400 600 800 1000 1200 1400
oe . . . S kkeiden kulutus (kpl
 Tallaisten tilastollisten o capita 1930

riippuvuuksien analysoimista
lineaaristen regressiomallien
avulla tarkastellaan luvussa
Yhden selittajan lineaarinen
regressiomalli.
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Pistediagrammi:
4. esimerkki - 1/2

o Kokeessa tutkittiin betonin Betonin vetolujuuden riippuvuus
vetolujuuden riippuvuutta betonin 50.0 kulvumisajasta
kuivumisajasta.

. . . 40.0 $

« Havaintoaineisto koostuu 21:sta < ; $

. £
lukuparista $300| o o
X 4
. @ 194
(x,y),i=1,2,...,21 ém .
jossa g .
. . 10.0 -
x; = betoniharkon i
kuivumisaika 0.0 | | | ‘ ‘
. . 0 5 10 15 20 25 30
Vi = betoniharkon i Kuivumisaika (vrk)

vetolujuus

« Ks. pistediagrammia oikealla.
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Pistediagrammi:

4,

esimerkki — 2/2

Vetolujuus ndyttaa riippuvan
kuivumisajasta epdlineaarisesti. 50.0
Tdssd tapauksessa muuttujien e
valinen epélineaarinen riippuvuus 5 '
voidaan kuitenkin /linearisoida; $ 300
ks. lukua Johdatus regressio- g
analyysiin. ;§ 0
Linearisoinnin jialkeen " 100
riippuvuutta voidaan analysoida
lineaaristen regressiomallien >0
avulla.

Betonin vetolujuuden riippuvuus
kuivumisajasta

L 2R 2

L XX 22

L X 2 J

[ 24

5

10 15 20 25
Kuivumisaika (vrk)

30

TKK

(c) llkka Mellin (2007)

24



Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Aikasarjadiagrammi:
Maaritelma 1/2

* Oletetaan, etta jarjestys-, vilimatka- tal suhdeasteikollisen
muuttujan x havaitut arvot

X1y Xgy eee 3 X,

muodostavat aikasarjan.

« Talla tarkoitetaan sitd, ettd havaintoarvot on indeksoitu
niin, ettd indeksit viittaavat perdkkdisiin ajanhetkiin,
jolloin havainnot ovat aikajdrjestyksessa.

TKK (c) likka Mellin (2007) 25



Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Aikasarjadiagrammi:
Maaritelma 2/2

* Aikasarjadiagrammi on pistediagrammi, jossa lukuparit
(t,x),t=1,2,...,n
esitetddn pisteind avaruudessa R” .

« Tavallisesti perdkkdisiin ajanhetkiin liittyvdt pisteet
(t-1,x,,),@x),t=2,3,...,n
vhdistetddan aikasarjadiagrammissa toisiinsa janoilla.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Aikasarjadigarammi:

Havainnollistus

« Kuvio oikealla esittda aikasarjan
x,t=1,2,...,n
perdkkaisten havaintoarvojen
Xi15 Xpp Xpt1

madrittelemien pisteiden
esittamista tasokoordinaatistossa.

—1 t +1

TKK (c) likka Mellin (2007) 27



Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Aikasarjadiagrammi:
Esimerkki

 Aikasarjadiagrammi oikealla
esittad erddn tukkukaupan kk-
myynnin arvon vaihtelua.

 Havaintoaineisto koostuu 144:sti
lukuparista

(¢, x,)

jossa
t = aika (1970/1-1981/12)
x, = kk-myynnin arvoa

kuvaava indeksi
(1960/1 = 100)

 Huomaa, ettd kk-myynnissa on
ollut nouseva trendi ja selvaa
kausivaihtelua.

Myynti (indeksi)

300

250

200

150

100

Myynti 1970/1-1981/12

1970 1972 1974 1976 1978 1980 1982

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Tunnusluvut

Kahden vdlimatka- tai suhdeasteikollisen muuttujan
havaintoarvojen parien muodostamaa jakaumaa voidaan
karakterisoida seuraavilla tunnusluvuilla:

Havaintoarvojen keskimaaraista sijaintia kuvataan
aritmeettisilla keskiarvoilla.

Havaintoarvojen hajaantuneisuutta tai
keskittyneisyyttd kuvataan keskihajonnoilla tai
(otos-) variansseilla.

Havaintoarvojen (lineaarista) riippuvuutta kuvataan
otoskovarianssilla ja otoskorrelaatiokertoimella.

TKK
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Havainnot

 QOlkoot

X1 Xgy en s X,
ja
VisVas eee sV,

vdalimatka- tai suhdeasteikollisten muuttujien x ja y
havaittuja arvoja.

* Oletetaan liséksi, ettid havaintoarvot x; ja y, littyvat

samaan havaintoyksikkoon i kaikillei= 1,2, ... , n.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Aritmeettiset keskiarvot:
Maaritelmat

* Havaintoarvojen x, x,, ... , x, aritmeettinen keskiarvo
on

N R X +x,+--+x
x:_zxi: 1 2 n
/3 n

« Havaintoarvojen y,, y,, ... , y, aritmeettinen keskiarvo
on

I Ty, Tt Y,
y n;y,- ;

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Aritmeettiset keskiarvot:
Tulkinnat

e Havaintoarvojen pareista

(x,y;),i=1,2,...,n
laskettujen aritmeettisten keskiarvojen X ja y muodostama
lukupari

(X, )
on havaintoarvojen parien muodostamien pisteiden
painopiste.
« Havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo kuvaa havainto-
arvojen keskimddrdistd sijaintia.

TKK (c) likka Mellin (2007)

32



Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Varianssit:

Maaritelmat

Havaintoarvojen x,, x,, ... , x, (otos-) varianssi on

2 1 - —\2
2= 3 (x - x)
n—143
jossaXx on x-havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo.
Havaintoarvojen y,, 5, ... , v, (otos-) varianssi on

| 2

2 _

ST =— . —

D (¥, =)

jossay on y-havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo.

Havaintoarvojen varianssi mittaa havaintoarvojen
hajaantuneisuutta tai keskittyneisyyttd havaintoarvojen
aritmeettisen keskiarvon suhteen.

TKK
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Keskihajonnat:
Maaritelmat

* Havaintoarvojenx, , x,, ..., x, keskihajonta on

5 =J1i<xi—x>2

n—143

jossa X on x-havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo.

* Havaintoarvojeny,,y,, ...,y Keskihajonta on

sy=\/ L)

n—15

jossa y on y-havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo.

« Havaintoarvojen keskihajonta mittaa havaintoarvojen
hajaantuneisuutta tai keskittyneisyyttd havaintoarvojen
aritmeettisen keskiarvon suhteen.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Otoskovarianssi:

Maaritelma

« Havaintoarvojen pareista (x;, y;) ,i =1, 2, ..., n laskettu
otoskovarianssi on
o= 25 ) ()
jossa
X = x-havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo
¥y = y-havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo

 Huomaa, ettd x- ja y-havaintoarvojen otoskovarianssit
niiden itsensi kanssa ovat niiden variansseja:
2
S =8

XX

<

<= N

Syy:S

TKK (c) likka Mellin (2007) 35



Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Otoskovarianssi:
Merkin maaraytyminen 1/4

Otoskovarianssin s, merkin méarad summalauseke

(1) Z(xi—)?)(yl.—)_/)

Summalausekkeen (1) i. termin

(x,—X)(y;,—¥)
itseisarvo
X f‘ Vi~ )_/‘

on sellaisen suorakaiteen pinta-ala, jonka sivujen pituudet ovat

xl.—)?‘

ja

yi_.)_/‘

TKK
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Otoskovarianssi:
Merkin maaraytyminen 2/4

Summalausekkeen (1) i. termin
(x, =)y, = ¥)
merkki maaraytyy seuraavalla tavalla:

(iosx.>Xiav.>7V
(x =Xy, —y)20 {0 TIES=)
Josx;sxjay, sy

(josx, >X jay, <y

('xi_f)(yi_.)—/)go 1 . . _
Josx;sXxjay, 2y
Merkin maaraytymisti voidaan havainnollistaa geometrisesti

seuraavalla tavalla (ks. kuviota seuraavalla kalvolla):

(i) Jaetaan xy-taso neljddn osaan eli neljdnnekseen pisteen (x,5)
kautta piirretyilld koordinaattiakseleiden suuntaisilla suorilla.

(1) Termin (x, —X)(y, — y) merkin maaraa se, mihin neljannekseen
havaintopiste (x,, ;) sijoittuu.
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Otoskovarianssi:
Merkin maaraytyminen 3/4

(xi_)_c)(yi_y)go (xi_)_c)(yi_y)zo
(xlayi)T ____________________ (xlayl)
i (x,)
g /
R — ‘(30,)
(xi_)_c)(yi_)_/)zo (xi_)_c)(yi_)_/)so

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Otoskovarianssi:

Merkin maaraytyminen 4/4

Jos positiiviset termit summalausekkeeseen

(1) Z(Xi—)_C)(yi—)_/)

tuottavien suorakaiteiden yhteenlaskettu pinta-ala on suurempi
(pienempi) kuin negatiiviset termit tuottavien suorakaiteiden yhteen-
laskettu pinta-ala, otoskovarianssin s, , merkki on positiivinen
(negatiivinen).

Siten otoskovarianssilla on taipumus saada positiivisia (negatiivisia)
arvoja, jos havaintopisteiden muodostama pistepilvi tai -parvi ndyttdd
nousevalta (laskevalta) oikealle mentdessd, ks. pistediagrammin
ilmeen ja Pearsonin otoskorrelaatiokertoimen yhteytta kuvaavia
havainnollistuksia tdssa kappaleessa.
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Otoskovarianssi:

Tulkinta

* Havaintoarvojen pareista (x, y;) ,i=1,2, ... ,n
laskettu otoskovarianssi s, , mittaa x- ja y-havaintoarvojen
yhteisvaihtelua niiden aritmeettisten keskiarvojen
ymparilla.

* Mitéd suurempi on otoskovarianssin s,,, itseisarvo

5251

sitd voimakkaampaa on x- ja y-havaintoarvojen
yhteisvaihtelu.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Otoskovarianssi ja
Pearsonin otoskorrelaatiokerroin

Otoskovarianssin s, , avulla voidaan maaritella x- ja y-
havaintoarvojen lineaarisen tilastollisen riippuvuuden
voimakkuuden mittari, jota kutsutaan Pearsonin
otoskorrelaatiokertoimeksi.

Pearsonin otoskorrelaatiokerroin 7, , saadaan otos-
kovarianssista s,, normeerausoperaatiolla, jossa x- ja y-
havaintoarvojen otoskovarianssi Sy Jactaan x- ja y-
havaintoarvojen keskihajonnoilla s, ja s, .

TKK
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Pearsonin otoskorrelaatiokerroin:

Maaritelma 1/2

« Havaintoarvojen pareista (x;, y;) ,i =1, 2, ..., n laskettu
Pearsonin otoskorrelaatiokerroin on

— Sxy
r, =
S8,
jossa
S, = X- Ja y-havaintoarvojen otoskovarianssi

s = x-havaintoarvojen keskihajonta

X

s, = y-havaintoarvojen keskihajonta
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Pearsonin otoskorrelaatiokerroin:
Maaritelma 2/2

« Havaintoarvojen pareista (x;, y;) ,i =1, 2, ..., n laskettu
Pearsonin otoskorrelaatiokerroin voidaan kirjoittaa myos

muotoon

y =

e S0

i=1

jossa

X = x-havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo

y = y-havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo

TKK
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Pearsonin otoskorrelaatiokerroin:

Ominaisuuksia

Havaintoarvojen pareista (x,, ;) ,i =1, 2, ... , n lasketulla
Pearsonin otoskorrelaatiokertoimella r,, on seuraavat
ominaisuudet:

(1) —1<r, <+l
(11) r,, =%1, jos ja vain jos
y, =0+ fx

jossa « ja 3 ovat reaalisia vakiota ja 5 # 0.
Lisdksi sgn(f) =sgn(r,,)

(1)  Korrelaatiokertoimella 7, ja kovarianssilla s
on aina sama merkki.
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Pearsonin otoskorrelaatiokerroin:

Tulkinta

* Havaintoarvojen pareista (x, y;) ,i=1,2, ... ,n
laskettu Pearsonin otoskorrelaatiokerroin r,, mittaa x- ja
y-havaintoarvojen lineaarisen tilastollisen riippuvuuden
voimakkuutta.

* Josr,, ==I, niin x- ja y-havaintoarvojen valilld on eksakti
eli funktionaalinen lineaarinen riippuvuus, mika merkitsee
sitd, ettd kaikki havaintopisteet (x, y;) asettuvat samalle
suoralle.

* Josr, =0, ninx- ja y-havaintoarvojen vélilld ei voi olla
eksaktia lineaarista riippuvuutta.

* Vaikka r,, =0, x- ja y-havaintoarvojen valilla saattaa silti
olla jopa eksakti epdlineaarinen riippuvuus.
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Pearsonin otoskorrelaatiokerroin:
Havainnollistus

Kuviot alla havainnollistavat kahden muuttujan havaittujen arvojen
(n = 30) pistediagrammin ilmeen ja korrelaation valista yhteytta.

ro=081 . |||, =062 || =048
LAl SIS R
. ) .. o ..?. .. ° . ] .. . ° o
) . .:... .0 .: .o:... .““
° g ., ®e o :9.0 ¢ .,
r, =—043 ||, =-083 - ry =1 .

TKK (c) likka Mellin (2007)



Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Tunnuslukujen laskeminen 1/4

Oletetaan, etta haluamme laskea havaintoarvojen pareista
(x,y),i=1,2,...,n

seuraavat otostunnusluvut kdsin tai kayttamalla laskinta:

(1) Aritmeettiset keskiarvot. X , y

(ii) Varianssit: s° , SJZ;

(1) Keskihajonnat: s, s,

(1v) Kovarianssi: s,,

(v) Korrelaaatio: r,,

Talloin tarvittavat laskutoimitukset on mukavinta jarjestaa
seuraavalla kalvolla esitettivan kaavion muotoon.
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Tunnuslukujen laskeminen 2/4

tulosumma:
) 2 2
! X; Vi X; Vi X; Vi
2 2
1 X1 32 X 32 XV
2 2
2 X, V) Xy ) Xo Vs
2 2
n n n n n
2
summa| 315 | 30 | £ | 507 [ S0
i=] i=] i=] i=1 i=1

Mairitaian ensin havaintoarvojen summat, neliosummat ja

TKK
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Tunnuslukujen laskeminen 3/4

« Havaintoarvojen aritmeettiset keskiarvot, varianssit ja
kovarianssi saadaan havaintoarvojen summista, nelio-
summista ja tulosummasta alla esitetyilla kaavoilla:

1 & 1 (&, 1(< Y
_ 2 2
X =— X. S =— X —— X.
n;l : n_l\izll n(z’l lj
4 2

B 1 , 1 n , 1 n

= , §- =— C—_ .
Y ”z'zlyl g n_l\zz:l:l n(z‘lylj

1 (& s s
& _n—l(;xm _”( = Xij(;yijj
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Tunnuslukujen laskeminen 4/4

* Havaintoarvojen keskihajonnat ja Pearsonin otos-
korrelaatiokerroin saadaan havaintoarvojen variansseista
ja kovarianssista alla esitetyilla kaavoilla:

.
o=

xy

S.S,

rxy —

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Tunnuslukujen laskeminen:

Havainnollistava esimerkki 1/5

o Taulukossa oikealla on

keinotekoisen kahden muuttujan

2.5

w

aineiston havaintoarvot (n = 6).

 Aineistoa kuvaava

(3]

pistediagrammi on oikealla

7.5

O|AN|R|WIN|=]~

o|N|o|~|lw|=] X
o

alhaalla.

10

Pistediagrammi

10)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Tunnuslukujen laskeminen:

Havainnollistava esimerkki 2/5

« Alla olevassa taulukossa on laskettu muuttujien x ja y havaittujen
arvojen summat, neliosummat ja tulosumma.

i X y x° y* Xy
1 1 2.5 1 6.25 2.5
2 3 3 9 9 9
3 4 6 16 36 24
4 6 5 36 25 30
5 7 7.5 49 56.25 52.5
6 8 8 64 64 64
[ Summa 29 32 175 196.5 182

* Muuttujien x ja y havaittujen arvojen aritmeettiset keskiarvot,
otosvarianssit, keskihajonnat, otoskovarianssi ja otoskorrelaatio
voidaan laskea naistd viidestd summasta; ks. seuraavaa kalvoa.
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Tunnuslukujen laskeminen:

Havainnollistava esimerkki 3/5

« Keskiarvot, otosvarianssit ja otoskovarianssi:

X :1239. =%><29 =4.833

(zx ——(Zx] j: (175-1x20° )= 6.967

—:12% :éx32 =5.333

1 (L (< YY) 1 1
= 2 Yy, —(1965——x322j 5.167
y n—1£;y’ n(izl j] 6—1 6
(S 505 152 Lo
—1\5 i AN i i=1 & 6 -1 6

J

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Tunnuslukujen laskeminen:

Havainnollistava esimerkki 4/5

» Otoskeskihajonnat ja otoskorrelaatio:
5. =4/s. =/6.967 =2.639
5, = /s> =/5.167 =2.273
S

Y 5.467

" - =0.9112
© s, 2.639x2.273

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Tunnuslukujen laskeminen:
Havainnollistava esimerkki 5/5

» Kuvioon oikealla on lisitty havainto-
pisteiden painopiste
(x,y)=1(4.833,5.333)
» Lisdksi kuvioon on piirretty painopisteen
kautta kulkevat koordinaattiakseleiden
suuntaiset suorat sekd kovarianssin ja

korrelaation merkin mddrdytymistd
havainnollistavat suorakaiteet.

« Kovarianssi (ja siten myos korrelaatio)

on positiivinen, koska I ja III neljainneksen
suorakaiteiden yhteenlaskettu pinta-ala on
suurempi kuin II ja IV neljanneksen suora-

kaiteiden yhteenlaskettu pinta-ala; ks.
tassd kappaleessa esitettya selitystd
kovarianssin merkin maardytymisesta.

Pistediagrammi

I1

5

B

|

—3

(x,y)

1Y

10

TKK (c) likka Mellin (2007)

55



Tilastollinen riippuvuus ja korrelaatio

Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio
Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
>> Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus

Jarjestyskorrelaatiokertoimet

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Korrelaation estimointi ja testaus

Tarkastellaan valimatka- tai suhdeasteikollisten
satunnaismuuttujien X ja Y Pearsonin (tulomomentti-)
korrelaatiokertoimen py, estimointia sekd seuraavia
testejd korrelaatiokertoimelle pyy :

— Yhden otoksen testi korrelaatiokertoimelle
— Korrelaatiokertoimien vertailutesti
— Korreloimattomuuden testaaminen

Lisatietoja moniulotteisista satunnaismuuttujista ja
jakaumista: Ks. monisteen Todenniksisyyslaskenta lukuja
Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja jakaumat ja Moniulotteisia

jakaumia.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Satunnaismuuttujien kovarianssi ja korrelaatio 1/2

Olkoon
(X, Y)

satunnaismuuttujien X ja Y muodostama jarjestetty pari.
Olkoot

My = E(X)

Hy =E(Y)
satunnaismuuttujien X ja Y odotusarvot ja

o = Var(X)=D*(X)=E[(X — £, )’]

oy =Var(Y)=D*(Y) =E[(Y - 4,)’]
satunnaismuuttujien X ja Y varianssit.

TKK
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Satunnaismuuttujien kovarianssi ja korrelaatio 2/2

« Mairnitelladn satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssi oy,
kaavalla

Oy =Cov(X,Y)=E[(X -, )(¥ — 1ty)]
« Mairitelladn satunnaismuuttujien X ja Y korrelaatio p,,

kaavalla

Py = Cor(X,Y) =2
O-XO-Y

jossa

o, =D(X) =40}

O-Y:D(Y):\/;}%

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Satunnaismuuttujien korrelaatio

Satunnaismuuttujien X ja Y korrelaatiota

Pyy = Cor(X, 1)

kutsutaan tavallisesti Pearsonin (tulomomentti-)
korrelaatiokertoimeksi.

Pearsonin korrelaatiokerroin p,, mittaa
satunnaismuuttujien X ja Y lineaarisen riippuvuuden
voimakkuutta.

TKK
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi 1/3

* Oletetaan, ettd satunnaismuuttujien X ja ¥ muodostama
jarjestetty par1 (X, Y) noudattaa 2-ulotteista normaali-

jClkClMMdd N2(;UX9 /uYa O-Xza O-Yza IOXY)a jOSSﬂ

4, =E(X) u, =E(Y)
o, = Var(X) o, = Var(Y)
pXY = COI'(X, Y)

e Olkoon

(X,,Y),i=12,...,n

riippumaton satunnaisotos satunnaismuuttujien X ja Y
muodostaman parin (X, ¥) jakaumasta.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus

Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi 2/3

* Olkoot
x='yx =13y
n iz n iz
S?(:Li()(i_)_(y S)%:Ln (i_Y)z
n—143 n—145

SxSy

tavanomaiset havaintoarvojen pareista (X,,Y,),i=1,2,...

lasketut otostunnusluvut.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi 3/3

Satunnaismuuttujien X ja Y Pearsonin (tulomomentti-)
korrelaatiokerroin

(o)
Py =Cor(X,Y)=—="—
O-XO-Y
voidaan estimoida vastaavalla Pearsonin otoskorrelaatio-
kertoimella

S
— XY
Viy =
N X N Y
Huomautus:

Estimaattori ry, voidaan johtaa sekd momenttimenetelmdlld etta
suurimman uskottavuuden menetelmdlld.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Fisherin z-muunnos

Maaritelldan Fisherin z-muunnos kaavalla

7= f(u)—zlogGJ’Zj

Soveltamalla Fisherin z-muunnosta luottamusvalit ja
testit Pearsonin tulomomenttikorrelaatiokertoimelle
Pyy voidaan konstruoida samanlaisella tekniikalla kuin
luottamusvalit ja testit konstruoidaan normaalijakauman
odotusarvolle; ks. lukuja viliestimointi ja Testit suhde-

asteikollisille muuttujille.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Luottamusvali Pearsonin korrelaatiokertoimelle:
Oletukset

* Oletetaan, ettd satunnaismuuttujien X ja ¥ muodostama
jarjestetty par1 (X, Y) noudattaa 2-ulotteista normaali-

jClkClMMdd N2(;UX9 /uYa O-Xza O-Yza IOXY)a jOSSﬂ

4, =E(X) u, =E(Y)
o = Var(X) o, = Var(Y)
pXY = COI'(X, Y)

e Olkoon

(X.,Y),i=12,...,n

riippumaton satunnaisotos satunnaismuuttujien X ja Y
muodostaman parin (X, ¥) jakaumasta.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Luottamusvali Pearsonin korrelaatiokertoimelle:

Parametrien estimointi

* Estimoidaan 2-ulotteisen normaalijakauman parametrit

tavanomaisilla estimaattoreillaan:

X=1%x y=1
=

1 <
n 2

SizLZ(Xi—)_()z S}z,:
n—1435

=, K 0T

s
— XY
Yy =
SXSY

Y-y

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Luottamusvali Pearsonin korrelaatiokertoimelle:

Fisherin z-muunnos 1/2

* Sovelletaan Fisherin z-muunnosta z = f (u) otoskorrelaatio-
kertoimeen 7y :
2= f(ry) = 1log(”””j
2 l-ry,
* Voidaan osoittaa, ettd satunnaismuuttuja z noudattaa
suurissa otoksissa approksimatiivisesti normaalijakaumaa:

z~ N(,UZ,GZZ)

jossa
1 1+ . 1
/uz :_log ﬁ Ja O'Zz =
2 T1=-py n—3
« Approksimaatio on kdytannossa riittavan hyvd,
kun n > 25.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Luottamusvali Pearsonin korrelaatiokertoimelle:

Fisherin z-muunnos 2/2

» Pearsonin korrelaatiokertoimelle p,, voidaan konstruoida
approksimatiivinen luottamusvdli Fisherin z-muunnoksen
avulla.

e Olkoon
1+ :
qu :llOg IOXY ja O_Zz _ 1
2 1= pyw n—3
« Talloin standardoitu satunnaismuuttuja
Z—H,
V=
O

noudattaa suurissa otoksissa approksimatiivisesti
standardoitua normaalijakaumaa N(0,1):

v~_N(0,1)

TKK (c) likka Mellin (2007) 68



Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Luottamusvali Pearsonin korrelaatiokertoimelle:

Luottamustaso

« Maadarataan approksimatiivinen luottamusvali Pearsonin
korrelaatiokertoimelle o, .

« Valitaan luottamustasoksi
|l -«
* Luottamustason valinta kiinnittaa todennakoisyyden, jolla

konstruoitava luottamusvali peittda korrelaatiokertoimen
Py 01kean arvon.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Luottamusvali Pearsonin korrelaatiokertoimelle:

Luottamuskertoimet 1/2

e Olkoon luottamustasona (1 — ).

« Valitaan luottamuskerroin eli piste
Zon
siten, ettd se erottaa standardoidun normaalijakauman
N(O, 1) oikealle hdnndlle todenndkoisyysmassan of2.

« Koska normaalijakauma on symmetrinen, luottamus-
kerroin eli piste
o
erottaa standardoidun normaalijakauman vasemmalle
hdnndlle todenndkoisyysmassan o/2.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Luottamusvali Pearsonin korrelaatiokertoimelle:
Luottamuskertoimet 2/2

 Siten luottamuskertoimet +z , ja -z, valitaan siten, etta

Pr(z2+z,,)= ¢
2
Pr(z < 2,,) =7

jossa satunnaismuuttuja z noudattaa standardoitua
normaalijakaumaa:

z ~ N(0,1)
« Huomaa, etta

Pr(-z,,<z<+z,,)=1-«

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus

Luottamusvali Pearsonin korrelaatiokertoimelle:

Parametrin u, luottamusvali 1/2

e Parametrin

ﬂfllog(lwﬂj

2 1- Pxy
approksimatiivinen luottamusvéli luottamustasolla
(1 — @) on edella esitetyn nojalla muotoa

(Z—Z 1 Z+z 1 j
al?2 7’2—3’ ol?2 n_3

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus

Luottamusvali Pearsonin korrelaatiokertoimelle:

Parametrin u, luottamusvali 2/2

* Parametrin £, approksimatiivisen luottamusvalin

(z—z 1 Z+z 1 j
al? n_3’ al? n_3

kaavassa

z=f<rn>=ilog(”’””j

l-r,y

n = havaintojen lukumddrd

—Z,n > T2, = luottamustasoon (1 — @) littyvat
luottamuskertoimet standardoidusta
normaalijakaumasta N(O, 1)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus

Luottamusvali Pearsonin korrelaatiokertoimelle:

Parametrin /4, luottamusvalin tulkinta

* Parametrin £, approksimatiivisen luottamusvalin
(Z_Za/Z 1 ’Z+Za/2 1 j
n—3 n—3
konstruktiosta seuraa, etta

I%(z—zmz 1 SU. <z+z,, : jzal—a
n—3 n—3

 Siten konstruoitu luottamusvéli peittdida parametrin g,
oikean arvon approksimatiivisesti todennakoisyydella
(1 — ) ja se ei peitd parametrin K, oikeata arvoa
approksimatiivisesti todenniakoisyydella o.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Luottamusvali Pearsonin korrelaatiokertoimelle:

Korrelaatiokertoimen p,, luottamusvali 1/2

* Pearsonin korrelaatiokertoimen p, approksimatiivinen
luottamusvali saadaan parametrin £, luottamusvalista
ratkaisemalla p,, epayhtidloketjusta

27 Za0 : :llogl-l_rXY T Za2 :
n-3 2 “l-ry n—3
S#fllog“p”
2 l_pXY
<z+z, : =llog1+rXY +z_, !
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Luottamusvali Pearsonin korrelaatiokertoimelle:

Korrelaatiokertoimen p,, luottamusvali 2/2

* Pearsonin korrelaatiokertoimen p,,
approksimatiiviseksi luottamusvaliksi saadaan

(Ib, ub)

jossa

[b =

(1+7y) = (1= )exp(+2z,,, //n—3)
(1+rXY)+(l—rn)exp(+2za/2/m)

on luottamusvalin alaraja ja

(1+7y) = (1= )exp( -2z, /~/n—3)
(1+7y) + (1= )exp(—2z,,, //n—3)

on luottamusvalin ylamja

ub =
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Luottamusvali Pearsonin korrelaatiokertoimelle:

Korrelaatiokertoimen p,, luottamusvalin tulkinta

* Pearsonin korrelaatiokertoimen p,, approksimatiivisen
luottamusvalin

(Ib, ub)
konstruktiosta seuraa, etta
Pr(lb<p,, Sub)=,1-«
 Siten konstruoitu luottamusvali peittdd korrelaatio-
kertoimen p,, oikean arvon approksimatiivisesti toden-
nakoisyydelld (1 — @) ja se ei peitd korrelaatiokertoimen

Pyy oikeata arvoa approksimatiivisesti todenndkoisyydella
Q.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Yhden otoksen testi korrelaatiokertoimelle:

Testausasetelma

» Tarkastellaan yhden otoksen testid Pearsonin
korrelaatiokertoimelle.

* Fisherin z-muunnoksen avulla testi voidaan pukea
tavanomaisen #-festin muotoon.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Yhden otoksen testi korrelaatiokertoimelle:

Yleinen hypoteesi

Yleinen hypoteesi H :

(1)

(i1)

Oletetaan, ettd satunnaismuuttujien X'ja Y
muodostama jarjestetty pari (X, Y) noudattaa 2-
ulotteista normaalijakaumaa, jonka parametrit ovat

My =E(X) My =E(Y)
o, = Var(X) o, = Var(Y)
Py =Cor(X,Y)

Olkoon

(X,,Y),i=12,...,n
riippumaton satunnaisotos satunnaismuuttujien X ja Y
muodostaman parin (X, Y) jakaumasta.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus

Yhden otoksen testi korrelaatiokertoimelle:
Nollahypoteesi ja vaihtoehtoinen hypoteesi

* Nollahypoteesi H,, :
Hy: Py = Py

* Vaihtoehtoinen hypoteesi H, :
H,: oy > p,
H, 2oy <P
H,:p,, #p, 2-suuntainen vaihtoehtoinen hypoteesi

} 1 -suuntaiset vaithtoehtoiset hypoteesit
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus

Yhden otoksen testi korrelaatiokertoimelle:
Parametrien estimointi

« Estimoidaan 2-ulotteisen normaalijakauman parametrit
tavanomaisilla estimaattoreillaan:

x='yx =13y
n i n i
| - | I _
S?FEZ(XZ—XY S§=EZ(YZ—Y)2
i=1 i=1
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus

Yhden otoksen testi korrelaatiokertoimelle:
Fisherin z-muunnos 1/2

* Sovelletaan Fisherin z-muunnosta z = f (u) otoskorrelaatio-
kertoimeen 7y :
2= f(ry) = 1log(” ”j
2 l—r,y
e Satunnaismuuttuja z noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti normaalijakaumaa:

z~ N(,UZ,GZZ)

jossa
1 1+ .

U =~log| L0 | ja o7 =
2 1= pyw n—3

* Approksimaatio on riittdvan hyvd, kun n > 25.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus

Yhden otoksen testi korrelaatiokertoimelle:
Fisherin z-muunnos 2/2

* Testi nollahypoteesille
Hy: Py = Py
voidaan perustaa Fisherin z-muunnoksen kayttoon.

» Jos nollahypoteesi H, pditee,

E(z)zllog£1+p0]=uf

2 I- Po
 Siten satunnaismuuttuja
0
Z —
V= s

GZ
noudattaa nollahypoteesin H, pdtiessd suurissa otoksissa

approksimatiivisesti standardoitua normaalijakaumaa.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Yhden otoksen testi korrelaatiokertoimelle:

Testisuure ja sen jakauma

e« Maaritelldan testisuure

* Jos nollahypoteesi

Hy: 0y =P,
pdtee, testisuure v noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti standardoitua normaalijakaumaa:

v~_N(0,1)
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Yhden otoksen testi korrelaatiokertoimelle:

Testi

* Testisuureen v normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin
H,: p = p, pdtiessa
E(v)=0
* Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen v arvot viittaavat
sithen, ettd nollahypoteesi H,, ei pdde.

* Nollahypoteesi H, hylatdcn, jos testin p-arvo on kyllin
pieni.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Korrelaatiokertoimien vertailutesti:

Testausasetelma

o Tarkastellaan vertailutestia Pearsonin korrelaatio-
kertoimille.

* Fisherin z-muunnoksen avulla testi voidaan pukea

tavanomaisen riippumattomien otosten t-testin muotoon.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Korrelaatiokertoimien vertailutesti:

Hypoteesit

» Yleinen hypoteesi H :

Oletetaan, ettd kaytossa on kaksi toisistaan riippumatonta
yksinkertaista satunnaisotosta perusjoukoista, jotka
noudattavat 2-ulotteisia normaalijakaumia, joiden
korrelaatiokertoimet ovat p, ja p, .

* Nollahypoteesi H,, :

Hy:p = 0= po
* Vaihtoehtoinen hypoteesi H, :
H,:p > p,

} 1-suuntaiset vaihtoehtoiset hypoteesit
H :p <p,

H,:p #p, 2-suuntainen vaihtoehtoinen hypoteesi
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Korrelaatiokertoimien vertailutesti:

Parametrien estimointi

* Olkoot
n,jan,
otoskoot otoksista 1 ja 2.
* Olkoot
rijar,
otoksista 1 ja 2 lasketut Pearsonin otoskorrelaatio-
kertoimet.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Korrelaatiokertoimien vertailutesti:

Fisherin z-muunnokset

e QOlkoon
| 1+7
RTSEE

l—r,

Fisherin z-muunnos otoksesta k lasketulle otoskorrelaatio-
kertoimelle r, , k=1, 2.

» Jos nollahypoteesi H,, : p, = p, = p, pdtee,
satunnaismuuttuja z, , kK = 1, 2 noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti normaalijakaumaa N(u. 07 ), jossa

1 1+ . 1
W==log| ~0| ja o7 =

2 1-p, n,—3
* Approksimaatio on riittdvan hyvda, kun n, > 25 ja n, > 25.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus

Korrelaatiokertoimien vertailutesti:
Testisuure ja sen jakauma 1/2

» Koska satunnaismuuttujat z, ja z, ovat riippumattomia,
satunnaismuuttuja

2174,

\/ 1 1
+
n—-3 n,—3

noudattaa nollahypoteesin H,, : p, = p, = p, pdtiessd
suurissa otoksissa approksimatiivisesti standardoitua
normaalijakaumaa:

v~_N(0,1)

v:
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus

Korrelaatiokertoimien vertailutesti:
Testisuure ja sen jakauma 2/2

e Maaritelldin testisuure

110g 1+r _110g 1+r,
2 l—r ) 2 1-r,

\/ 1 1
_I_
n—-3 n,—3

* Jos nollahypoteesi
Hy:p=0,=po

pdtee, testisuure v noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti standardoitua normaalijakaumaa:

v~_N(0,1)

V=
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Korrelaatiokertoimien vertailutesti:
Testi

« Testisuureen v normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin
H, : p, = p, = p, pdtiessd
E(v)=0
 Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen v arvot viittaavat
sithen, ettd nollahypoteesi H,, ei pdde.

* Nollahypoteesi H, iylatdcn, jos testin p-arvo on kyllin
pieni.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Korreloimattomuuden testaaminen:

Testausasetelma

Monissa tutkimustilanteissa ollaan kiinnostuneita siita
ovatko satunnaismuuttujat X ja Y korreloimattomia vai el.

Huomautuksia:

—  Satunnaismuuttujien X ja Y korreloimattomuudesta ei
valttimadtta seuraa niiden riippumattomuus, vaikka satunnais-
muuttujien X ja Y riippumattomuudesta seuraa aina niiden
korreloimattomuus.

—  Jos satunnaismuuttujat X ja Y noudattavat 2-ulotteista normaali-
jakaumaa, satunnaismuuttujien X ja Y korreloimattomuudesta
seuraa niiden riippumattomuus.

— Monissa tutkimusasetelmissa toivotaan, ettd korreloimattomuus-
oletus fulee testissa hyldtyksi.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Korreloimattomuuden testaaminen:

Yleinen hypoteesi

» Yleinen hypoteesi H :

(1) Oletetaan, ettd satunnaismuuttujien X ja Y jarjestetty
pari (X, Y) noudattaa 2-ulotteista normaalijakaumaa,
jonka parametrit ovat

i, =E(X) u, =E(Y)
0)2( = Var(X) 0§ = Var(Y)
Py =Cor(X,Y)

(11) Olkoon
(X,,Y),i=12,...,n

riippumaton satunnaisotos satunnaismuuttujien X ja Y
muodostaman parin (X, Y) jakaumasta.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Korreloimattomuuden testaaminen:

Nollahypoteesi ja vaihtoehtoinen hypoteesi

* Nollahypoteesi H,, :
H,:p,y =0
* Vaihtoehtoinen hypoteesi H, :
H :pn,>0 , . . :
1-suuntaiset vaihtoehtoiset hypoteesit
H, :p, <0

H,:p,, #0  2-suuntainen vaihtoehtoinen hypoteesi
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Korreloimattomuuden testaaminen:

Parametrien estimointi

* Estimoidaan 2-ulotteisen normaalijakauman parametrit

tavanomaisilla estimaattoreillaan:

X=1Yx y=1
=

1 <
n 2

SizLZ(Xi—)_()z S}z,:
n—1435

=, 2K 0 T)

S
_ Sxy
Vyy =
SxSy

Y-y
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Korreloimattomuuden testaaminen:

Testisuure ja sen jakauma

 Maaritelldan r-testisuure

t=~In—2
J1-74,

» Jos nollahypoteesi

H,:p,y =0
pdtee, testisuure ¢t noudattaa Studentin t-jakaumaa, jonka
vapausasteluku on n — 2:

t~t(n—2)
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Korreloimattomuuden testaaminen:

Testi

* Testisuureen t normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin
H, : pyy =0 pdtiessdi
E(r)=0
 Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen ¢ arvot viittaavat
sithen, ettd nollahypoteesi H,, ei pdde.

* Nollahypoteesi H, iylatdcn, jos testin p-arvo on kyllin
pieni.
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Tilastollinen riippuvuus ja korrelaatio

Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio

Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
>> Jarjestyskorrelaatiokertoimet

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Jarjestyskorrelaatiokertoimet
Korreloimattomuuden testaaminen

jarjestysasteikollisilla muuttujilla

Tarkastellaan korrelaatiokertoimen mddrittelemistd ja
korreloimattomuuden testaamista jdarjestysasteikollisille
muuttujille.

Tarkastelun kohteena ovat seuraavat jdarjestyskorrelaatio-
kertoimet:

—  Spearmanin jarjestyskorrelaatiokerroin
— Kendallin jarjestyskorrelaatiokerroin

Tarkasteltavat jarjestyskorrelaatiokertoimet ja testit
sopivat myos vdlimatka- ja suhdeasteikollisille muuttujille.
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Jarjestyskorrelaatiokertoimet
Spearmanin jarjestyskorrelaatiokerroin:
Kertoimen idea

» Spearmanin jdrjestyskorrelaatiokerroin pg mittaa kahden
muuttujan havaintoarvojen suuruusjarjestyksien yhteen-
sopivuutta.

* Spearmanin jarjestyskorrelaatiokerroin sopii jdarjestys-,
vdalimatka- ja suhdeasteikollisille muuttujille.

e Spearmanin jarjestyskorrelaatiokertoimella on saman-

tapaiset ominaisuudet kuin Pearsonin otoskorrelaatio-
kertoimella.

TKK (c) likka Mellin (2007) 101



Jarjestyskorrelaatiokertoimet
Spearmanin jarjestyskorrelaatiokerroin:

Maaritelma 1/3

 OlkootX,, X,, ..., X jaY, Y, ..., Y jarjestys-,
valimatka- ta1 suhdeasteikollisten satunnaismuuttujien X ja
Y havaittuja arvoja.

* Oletetaan lisdksi, ettd havainnot X; ja Y, littyvat samaan
havaintoyksikkoon kaikillei=1, 2, ... , n.

o Jdrjestetddn seka X- ettda Y-muuttujan havaitut arvot
suuruusjdarjestykseen pienimmasta suurimpaan.
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Jarjestyskorrelaatiokertoimet

Spearmanin jarjestyskorrelaatiokerroin:
Maaritelma 2/3

Lutetdan sekd X- ettd Y-muuttujan havaittuithin arvoihin
nuiden suuruusjdrjestyksien mukaiset jarjestysnumerot:

R(X)) = havainnon X jarjestysnumero parissa i

R(Y;) = havainnon Y, jarjestysnumero parissa i
sekd maaritelldan erotukset

D; = R(X)) = R(Y))
Muuttujien X ja Y havaituille arvoille voidaan maaritella
jarjestyskorrelaatiokerroin erotuksien D, avulla.
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Jarjestyskorrelaatiokertoimet
Spearmanin jarjestyskorrelaatiokerroin:

Maaritelma 3/3

« Madritelladn Spearmanin jarjestyskorrelaatiokerroin pq
eli Spearmanin rho kaavalla

62 D;

i=l1

pPs =1-

n —n
* Spearmanin jarjestyskorrelaatiokerroin pg voidaan
laskea my0s soveltamalla Pearsonin otoskorrelaatio-
kertoimen kaavaa muuttujien X ja Y havaittujen arvojen
pareja (X, Y;) vastaaviin jarjestyslukujen eli rankien
pareihin
(R(X), R(Y)))
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Jarjestyskorrelaatiokertoimet
Spearmanin jarjestyskorrelaatiokerroin:
Ominaisuudet 1/2

* Spearmanin jarjestyskorrelaatiokertoimella pg on kaikki
hyvdltd korrelaation mitalta vaadittavat ominaisuudet:

1) —-1<p<+1
(11) Jos muuttujien X ja Y havaittujen arvojen jarjestys-
numerot ovat jokaisessa havaintoparissa samat,
Ps=+1
(i11) Jos muuttujien X ja Y havaittujen arvojen jarjestys-
numerot luttyvat toisiinsa tdysin satunnaisesti,
Ps=0
Jos pg = 0, sanotaan, ettd muuttujat X' ja Y ovat
korreloimattomia.
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Jarjestyskorrelaatiokertoimet
Spearmanin jarjestyskorrelaatiokerroin:

Ominaisuudet 2/2

(1v) Jos seka suuret muuttujien X ja Y jarjestysnumerot
ettd pienet muuttujien X ja Y jarjestysnumerot littyvat
havaintopareissa (X, ¥,) toisiinsa, kertoimella pg on
taipumus saada positiivisia arvoja.

(v) Jos suuret ja pienet muuttujien X ja Y jarjestys-
numerot littyvat havaintopareissa (X, Y,) toisiinsa,
kertoimella p on taipumus saada negatiivisia arvoja.
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Jarjestyskorrelaatiokertoimet

Spearmanin jarjestyskorrelaatiokerroin:
Korreloimattomuuden testaaminen 1/2

 Maaritelldin r-testisuure

z=~n-2 Ps
J1-p;
» Jos nollahypoteesi
H,:Cor(X,Y)=0

pdtee, testisuure z noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti standardoitua normaalijakaumaa:

z ~_ N(0,1)
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Jarjestyskorrelaatiokertoimet
Spearmanin jarjestyskorrelaatiokerroin:

Korreloimattomuuden testaaminen 2/2

e Testisuure z noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti standardoitua normaalijakaumaa
N(0, 1), jos nollahypoteesi H, pcitee.

« Approksimaatio on melko hyva jo, kun n > 10 ja riittdva
lahes kaikkiin tarkoituksiin, kun n > 30.

» Testisuureen z normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin H,
patiessa

E(z)=0
Siten 1tseisarvoltaan suuret testisuureen z arvot viittaavat
sithen, ettd nollahypoteesi H,, ei pdde.

Nollahypoteesi H, hyldtddn, jos testin p-arvo on kyllin
pieni.
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Jarjestyskorrelaatiokertoimet
Kendallin jarjestyskorrelaatiokerroin:
Kertoimen idea

* Kendallin jdrjestyskorrelaatiokerroin Tmittaa kahden

muuttujan havaintoarvojen suuruusjarjestyksien yhteen-
sopivuutta.

« Kendallin jarjestyskorrelaatiokerroin sopii jdrjestys-,
valimatka- ja suhdeasteikollisille muuttujille.

« Kendallin jarjestyskorrelaatiokertoimella on saman-

tapaiset ominaisuudet kuin Pearsonin otoskorrelaatio-
kertoimella.
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Jarjestyskorrelaatiokertoimet
Kendallin jarjestyskorrelaatiokerroin:

Maaritelma 1/3

Olkoot X, X,, ..., X,ja Y, Y,, ..., Y, jdrjestys-,
vdalimatka- ta1 suhdeasteikollisten satunnaismuuttujien X ja
Y havaittuja arvoja.

Oletetaan lisdksi, ettd havainnot X; ja Y, litttyvat samaan
havaintoyksikkoon kaikillei=1, 2, ... , n.

Jarjestetddn parit (X, Y;) muuttujan X havaittujen arvojen
mukaan suuruusjdrjestykseen pienimmasta suurimpaan.
Kendallin jarjestyskorrelaatiokerroin perustuu tunnus-

lukuun, joka mittaa muuttujan Y arvojen epdjdrjestystdi
muuttujan X arvoihin ndhden.
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Jarjestyskorrelaatiokertoimet
Kendallin jarjestyskorrelaatiokerroin:
Maaritelma 2/3

Jarjestetddn parit (X, Y;) ,i=1,2, ... , n muuttujan X
havaittujen arvojen mukaan siten, ettd ensimmaiseksi tulee
pari, jossa muuttujan X arvo on pienin ja viimeiseksi pari,
jossa muuttujan X arvo on suurin.

Olkoon (X, Y)) jarjestetykseen asetetuista pareista
numero k.

Maaritelladan havaintoarvoon Y, littyvat epdjdrjestyspisteet
Sy>1=k+1,k+2, ... ,n, k=12, ... ,n—1
seuraavalla tavalla:
Su="T1,Jos ¥,> Y,
Su=-1,j0s ¥; <Y
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Jarjestyskorrelaatiokertoimet
Kendallin jarjestyskorrelaatiokerroin:
Maaritelma 3/3

* Muuttujan Y arvojen epdjdrjestysmitta S muuttujan X
arvojen suhteen maaritelldan kaavalla

n

n—1
S:ZZSH

k=1 I=k+1

« Mairitelladn Kendallin jiarjestyskorrelaatiokerroin 7eli
Kendallin tau kaavalla

S
yn(n=1)
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Jarjestyskorrelaatiokertoimet
Kendallin jarjestyskorrelaatiokerroin:
Ominaisuudet 1/2

« Kendallin jarjestyskorrelaatiokertoimella 7on kaikki
hyvdltd korrelaation mitalta vaadittavat ominaisuudet:

1) -1<7<+1
(11) Jos muuttujien X ja Y havaittujen arvojen jarjestys-
numerot ovat jokaisessa havaintoparissa samat,
7=+1
(i11) Jos muuttujien X ja Y havaittujen arvojen jarjestys-
numerot luttyvat toisiinsa tdysin satunnaisesti,
7= 0

Jos 7= 0, sanotaan, ettd muuttujat X ja Y ovat
korreloimattomia.
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Jarjestyskorrelaatiokertoimet
Kendallin jarjestyskorrelaatiokerroin:

Ominaisuudet 2/2

(1v) Jos seka suuret muuttujien X ja Y jarjestysnumerot
ettd pienet muuttujien X ja Y jarjestysnumerot littyvat
havaintopareissa (X}, Y,) toisiinsa, kertoimella 7on
taipumus saada positiivisia arvoja.

(v) Jos suuret ja pienet muuttujien X ja Y jarjestys-
numerot littyvat havaintopareissa (X, Y,) toisiinsa,
kertoimella 7on taipumus saada negatiivisia arvoja.
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Jarjestyskorrelaatiokertoimet
Kendallin jarjestyskorrelaatiokerroin:
Korreloimattomuuden testaaminen 1/2

e Mairitelldan testisuure
T
2(2n+5)
\/9n(n +1)
» Jos nollahypoteesi
H,:Cor(X,Y)=0
pdtee, testisuure z noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti standardoitua normaalijakaumaa:

z ~_ N(0,1)

Z =
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Jarjestyskorrelaatiokertoimet
Kendallin jarjestyskorrelaatiokerroin:

Korreloimattomuuden testaaminen 2/2

e Testisuure z noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti standardoitua normaalijakaumaa
N(0, 1), jos nollahypoteesi H, pcitee.

Approksimaatio on melko hyva jo, kun n > 10 ja riittava
lahes kaikkiin tarkoituksiin, kun n > 30.

Testisuureen z normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin H,,
patiessa

E(z)=0
Siten 1tseisarvoltaan suuret testisuureen z arvot viittaavat
sithen, ettd nollahypoteesi H,, ei pdde.

Nollahypoteesi H, hyldtddn, jos testin p-arvo on kyllin
pieni.

TKK (c) likka Mellin (2007) 116



