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Valiestimointi

>> Todennakoisyysjakaumien parametrien estimointi
Luottamusvali
Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali
Normaalijakauman varianssin luottamusvali
Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali
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Todennakoisyysjakaumien parametrien estimointi
Todennakoisyysjakaumat tilastollisten aineistojen

kuvaajina

 Tilastollinen aineisto koostuu tutkimuksen kohteita
kuvaavien muuttujien havaituista arvoista.

« Tilastollisissa tutkimusasetelmissa havaintoihin liittyy aina
epdvarmuutta ja satunnaisuutta.

 Tilastollisissa tutkimusasetelmissa tutkimuksen kohteita
kuvaavat muuttujat tulkitaan satunnaismuuttujiksi, jotka
generoivat muuttujien havaitut arvot.

* Havaintoarvot generoineiden satunnaismuuttujien
todenndkoisyysjakauma muodostaa tilastollisen mallin
sille satunnaisilmiolle, jota havainnot koskevat.
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Todennakoisyysjakaumien parametrien estimointi

Todennakoisyysjakaumien parametrit 1/2

« Tarkastellaan jotakin tutkimuksen kaikkien mahdollisten
kohteiden muodostaman perusjoukon § alkioiden
ominaisuutta kuvaavaa satunnaismuuttujaa X.

e Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa toden-
ndakoisyysjakaumaa, jonka pistetodenndkoisyys- tai
tiheysfunktio

fx; 0
riippuu parametrista 6.
e Merkinta:

X~ f(x;0)
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Todennakoisyysjakaumien parametrien estimointi

Todennakoisyysjakaumien parametrit 2/2

e Satunnaismuuttujan X pistetodennakoisyys- tai
tiheysfunktio

fx; 0
kuvaa satunnaismuuttujan X todenndkoisyysjakaumaa ja

parametri @ kuvaa jotakin jakauman karakteristista
ominaisuutta.

« Koska parametrin @arvoa ei sovellustilanteessa yleensd
tunneta, tilastollisen tutkimuksen tarkeimpia osatehtavia
on estimoida eli arvioida tuntemattomalle parametrille &
sopiva arvo jakaumasta f(x ; 6) poimitun otoksen
perusteella.
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Todennakoisyysjakaumien parametrien estimointi
Yksinkertainen satunnaisotos

e (Qlkoon
X, X,...,X

n

yksinkertainen satunnaisotos jakaumasta, jonka
pistetodenndkoisyys- tai tiheysfunktio f(x ; 6) riippuu
parametrista 6.

« Talloin havainnot X, , X, , ... , X ovat riippumattomia,
identtisesti jakautuneita satunnaismuuttujia, joilla on sama
pistetodenndkoisyys- tai tiheysfunktio f(x ; 6):

X, X,,....,X L1

X, ~f(x;0),i=1,2,...,n
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Todennakoisyysjakaumien parametrien estimointi
Havainnot ja havaintoarvot

e Oletetaan, ettda satunnaismuuttujat (havainnot)
X, X,...,X

n

saavat poimitussa otoksessa havaituiksi arvoikseen luvut

Xi 53Xy oo s X,

e Havaintoarvot

X[ 53Xy s eee s X,

vaihtelevat satunnaisesti otoksesta toiseen jakaumasta

flx; 0)

saatavin todenndkoisyyksin.
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Todennakoisyysjakaumien parametrien estimointi

Estimaattorit ja estimaatit 1/2

Oletetaan, ettd todennikoisyysjakauman f(x ; 6)

parametrin 6 estimoimiseen kiytetdan satunnaismuuttujien
X,,X,, ..., X funktiota eli tunnusiukua
T=gX,,X5,...,X)
Talloin funktiota 7= g(X, , X, , ... , X)) kutsutaan
parametrin @ estimaattoriksi ja havaintoarvoista
Xi Xy eee s X,

laskettua funktion g arvoa

t=g(x;,%,...,X,)

kutsutaan parametrin 6 estimaatiksi.
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Todennakoisyysjakaumien parametrien estimointi

Estimaattorit ja estimaatit 2/2

e Olkoon
T=gX,,X,,....X)
jakauman f(x ; 6) parametrin @ estimaattori.
« Talloin estimaattorin 7" havaintoarvoista
X1 sXy s e s X,

laskettu arvo eli estimaatti

t=g(x;, %, ... ,X,)

on satunnaismuuttujan T arvon realisaatio otoksessa.
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Todennakoisyysjakaumien parametrien estimointi
Estimaattoreiden johtaminen

Hyvien estimaattoreiden johtaminen todennakoisyys-
jakaumien tuntemattomille parametreille on teoreettisen
tilastotieteen keskeisid ongelmia.

Tarkeimmat estimaattoreiden johtamiseen kaytettavat
menetelmat:

—  Suurimman uskottavuuden menetelma
—  Momenttimenetelma

Ks. lukua Estimointimenetelmat.
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Todennakoisyysjakaumien parametrien estimointi
Piste-estimointi ja valiestimointi

Todennakoisyysjakauman parametrin arvon estimointia
kutsutaan usein piste-estimoinniksi.

Parametrin estimaattiin on aina syyta liittaa luottamus-
valiksi kutsuttu vdli, joka sisdltdda estimoidun parametrin
todellisen, mutta tuntemattoman arvon tietylld, soveltajan
valitsemalla todenndkoisyydelld.

Luottamusvalin maaraamista kutsutaan valiestimoinniksi.

TKK
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Valiestimointi

Todennakoisyysjakaumien parametrien estimointi
>> Luottamusvali

Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Normaalijakauman varianssin luottamusvali

Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Luottamusvali

Luottamusvali ja luottamustaso

» Viliestimoinnissa todennikoisyysjakauman f(x ; 6)
tuntemattomalle parametrille 8 pyritddn maaraamaan
havainnoista riippuva vdili, joka tietylld, soveltajan
valitsemalla todenndkoisyydelld, peittdd
parametrin todellisen arvon.

« Konstruoitua vilia kutsutaan luottamusvaliksi ja valittua
todenndkoisyytta kutsutaan luottamustasoksi.

e Huomautus:

Luottamusvalille ja -tasolle voidaan antaa tulkinnat
todennakoisyyden frekvenssitulkinnan avulla.
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Luottamusvali
Luottamusvalin maaraaminen 1/2

e Oletukset:
(1) Olkoon f(x ; 6) todennakoisyysjakauma,
jonka maarai tuntematon parametri 6.

(1) Olkoon X, ,JX,, ..., X, satunnaisotos
jakaumasta f(x ; 6).

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Luottamusvali
Luottamusvalin maaraaminen 2/2

Valitaan luottamustaso (1 — ) siten, etta
0<l-a<l
Mairatdan satunnaismuuttujat
L=L(X,X,,....X))
U=U(X,,X,,....X )
siten, ettd
Pr(fe (L,U))=1-«
Talloin sanomme, etta vali (L, U) on parametrin &
luottamusvali luottamustasolla (1 — a).

TKK
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Luottamusvali
Luottamusvalin maaraaminen: Kommentti

« Luottamusvilin (L, U) paatepisteet L ja U riippuvat
yleensa sekd havainnoista

X, X,..., X
ettd valitusta luottamustasosta
(l1-o

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Luottamusvali
Luottamustason ja -valin frekvenssitulkinta

Oletetaan, etti luottamustasoksi on valittu (1 — @).

Luottamustasolle ja sithen liittyvéalle luottamusvalille
voldaan antaa seuraava frekvenssitulkinta:

(1) Jos otantaa jakaumasta f(x ; 6) toistetaan, keskimddrin
100%(1 — &) %
otoksista konstruoiduista luottamusvaleista peittda
parametrin @todellisen arvon.
(11) Jos otantaa jakaumasta f(x ; 6) toistetaan, keskimddrin

100xa %

otoksista konstruoiduista luottamusvaleisti ei peitd
parametrin @todellista arvoa.
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Luottamusvali

Johtopaatokset luottamisvaleista

« Tehdaan johtopddtos, etta konstruoitu luottamusvali
peittdd parametrin @ tuntemattoman todellisen arvon.

(1) Luottamusvalin konstruktiosta seuraa, etti tehty
johtopaatos on oikea 100X(1 — @) %:ssa tapauksia.

(11) Luottamusvalin konstruktiosta seuraa, etta tehty
johtopaatos on vddrd 100X %:ssa tapauksia.

e Huomautus:

Virheellisen johtopaitoksen mahdollisuutta ei saada hévidamddn,
ellei luottamusvalid tehda ddrettomdn levedksi, jolloin vali ei
endd sisdlld informaatiota parametrin 6 oikeasta arvosta.
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Luottamusvali

Luottamusvalit:
Esimerkkeja

Olkoon

XX, .., X

n

vksinkertainen satunnaisotos jakaumasta f(x ; 6).

Tarkastellaan seuraavien jakaumien parametrien
luottamusvaleja (ks. monisteen Todenniksisyyslaskenta lukuja

Diskreetteja jakaumia ja Jatkuvia jakaumia):

Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali
Normaalijakauman varianssin luottamusvali

Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin
luottamusvali

TKK
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Valiestimointi

Todennakoisyysjakaumien parametrien estimointi
Luottamusvali

>> Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali
Normaalijakauman varianssin luottamusvali
Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Esimerkki —1/4

* Kone tekee ruuveja, joiden Luokkavalit] Luokkafrekvenssit

pituudet vaihtelevat satunnaisesti (9.85,9.90] 1
noudattaen normaalijakaumaa (9.90,9.95] 2
ks. esimerkkid luvussa (9.95,10.00] 6
Tilastollisten aineistojen (10.00,10.09] 3
kuvaaminen. (10.05,10.10] >
(10.10,10.15] 4

* Ruuvien joukosta poimitaan (10.15,10.20] 5
yksinkertainen satunnaisotos, (10.20,10.25] 513

(10.25,10.30]

jonka koko n = 30 ja otokseen

poimittujen ruuvien pituudet
mitataan.

» Taulukko oikealla esittaa
pituuksien luokiteltua frekvenssi-
jakaumaa.
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Esimerkki — 2/4

« Kuva oikealla esittda otokseen
ity . tuuksi Ruuvien pituuksien luokiteltu
poimittujen ruuvien pituuksien frekvenssijakauma
luokiteltua frekvenssijakaumaa 7
vastaavaa histogrammia. 6
* Luokkavdlit madraavat _ 5]
. . o . N
histogrammin suorakaiteiden 2 4
kannat. <5
. . LL
« Suorakaiteiden korkeudet on 21
valittu niin, ettd suorakaiteiden 1]
pinta-alat suhtautuvat toisiinsa o l— ‘
kuten VaStaaVat h/lOkka- 9.8 9.9 10.0 . 10.1 10.2 10.3 10.4
frekvenssit pitus fem)
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Esimerkki — 3/4

 Yhteenveto otostiedoista:
Ruuvien pituuksien luokiteltu

Pituuksien aritmeettinen frekvenssijakauma
keskiarvo: 7

X =10.09 cm °
Pituuksien keskihajonta:
s= 0.1038 cm

e Huomautus:

Frekvenssi

Jos otantaa toistetaan, .
kaikki otosta koskevat tiedot | |
(seka havaintoarvot ettd niista 9.8 99 100 104 102 103  10.4
lasketut otossuureet) Pituus (cm)

vaihtelevat satunnaisesti
otoksesta toiseen.
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Esimerkki — 4/4

* Ongelma:

. . ) Ruuvien pituuksien luokiteltu
Mita koneen tekemien ruuvien frekvenssijakauma
todellisesta keskipituudesta 7
voidaan tietdd yhdestd 6
otoksesta saatujen tietojen 5]

[72]
perusteella? 2 4
S
 Ratkaisu: s 3
LL
Konstruoidaan vdli, joka 2
valitulla todenndkoisyydelld T
sisdltdd ruuvien todellisen 01— ‘
k k Z' d 9.8 9.9 10.0 10.1 10.2 10.3 10.4
eskipituuden. pituus (cm)
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Normaalijakauma ja sen parametrointi

Satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa
N(u, 0?), jos sen tiheysfunktio on

e

—co < [l <400, >0
Normaalijakauman parametreina ovat jakauman
odotusarvo

E(X)=u
ja varianssi
Var(X)=o0"

fp,0%)=

TKK
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Otos normaalijakaumasta

e Olkoon
X ,.X,...,X
(yksinkertainen) satunnaisotos normaalijakaumasta
N(u, o?)

 Talloin satunnaismuuttujat X, , X, , ... , X, ovat
riippumattomia ja noudattavat samaa normaalijakaumaa

N(u, o?)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali
Normaalijakauman parametrien estimointi

Estimoidaan normaalijakauman N(u, o ?) parametrit
U ja o? niiden harhattomilla estimaattoreilla:

(1) Odotusarvoparametrin 1 harhaton estimaattorti:
1
X=-) X,
1o
(i) Varianssiparametrin o ? harhaton estimaattori:

2 1 < 7\ 2
scT=—> (X, —X
n—1;( = X)

TKK
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamustaso

« Maarataan luottamusvali normaalijakauman odotus-
arvoparametrille /.

* Valitaan luottamustasoksi
| -«
« Luottamustaso kiinnittdd todennakoisyyden, jolla

konstruoitava luottamusvali peittdad normaalijakauman
odotusarvon ( todellisen arvon.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali
Luottamuskertoimet

e QOlkoon valittu luottamustaso (1 — ).

« Maarataan luottamuskertoimet —¢, ja +¢,, siten, etta

jossa satunnaismuuttuja ¢ noudattaa Studentin t-jakaumaa
vapausastein (n — 1):

t~t(n—1)
* Luottamuskertoimet -/, ja +¢,,, toteuttavat ehdon
Pr(—t,,<t<+t, ,)=1-«

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali
Luottamuskertoimien maaraaminen:

Havainnollistus

* Luottamuskertoimet -7, ja

. . X t-jakauman tiheysfunktio
+t,, jakavat f-jakauman tiheys-

funktion kuvaajan alle jadavan
todennédkoisyysmassan (= 1)
kolmeen osaan:

(1) Pisteen —¢,, vasemmalle
puolelle jaa o/2 % massasta.

(2) Pisteen +¢,, oikealle
puolelle jaa /2 % massasta.

ol -

vdliin jaa (1 — a) %
massasta.
« Huomaa, etta

A2+ a2 +(1-a)=1

TKK (c) likka Mellin (2007)



Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali
Luottamusvali normaalijakauman odotusarvolle

* Normaalijakauman odotusarvoparametrin & luottamus-
vali luottamustasolla (1 — &) on muotoa

= S — S
(X_ta/z\/; ’ X+t05/2 \/;j

jossa
X = havaintojen aritmeettinen keskiarvo
s> = havaintojen harhaton otosvarianssi
n = havaintojen lukumddrd
o> Tlan

= luottamustasoon (1 — @) luttyvat luottamus-
kertoimet t-jakaumasta vapausastein (n — 1)
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvali ja sen pituus 1/2

* Normaalijakauman odotusarvon  luottamusvali
luottamustasolla (1 — &) esitetdan usein muodossa

- S
Xttt ,,—
ol?2 \/Z

koska vili on symmetrinen keskipisteensi X suhteen.

* Normaalijjakauman odotusarvon  luottamusvélin pituus
on

2Xt,,

T
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvali ja sen pituus 2/2

Normaalijakauman odotusarvon g luottamusvali
luottamustasolla (1 — @):

S S
ZL0(/2 ﬁ ZL0(/2 ﬁ

TKK

(c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvalin johto 1/8

e QOlkoon
X, X,....X

n

vksinkertainen satunnaisotos normaalijakaumasta
N(u, o?)
« Olkoon
X = 1i)(l.
n-i-
havaintojen X, , X, , ... , X, aritmeettinen keskiarvo ja

= (X, - Xy

n—14%5

2
S =

havaintojen X, , X, , ... , X, (harhaton) otosvarianssi.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvalin johto 2/8

Maaritellddn satunnaismuuttuja
_X-u

s/\n

Satunnaismuuttuja ¢ voidaan kirjoittaa muotoon

X -
X-p_ X-p o _ G/J_
S/\/_ O'/\/_ \/_ (n— 1)52/0'

n—1

Maaritadn satunnaismuuttujan ¢ jakauma tarkastelemalla erikseen
satunnaismuuttujan ¢ osoittajaa ja nimittdjaa.

TKK
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvalin johto 3/8

e Satunnaismuuttujan ¢ osoittaja maarittelee satunnaismuuttujan

X—u
o/\In

e Satunnaismuuttuja Z noudattaa normaalijakautuneen otoksen
aritmeettisen keskiarvon otosjakaumaa koskevan tuloksen perusteella
standardoitua normaalijakaumaa N(0,1):

Z ~ N(0,1)
Todistus: ks. lukua Otokset ja otosjakaumat.

7 =

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvalin johto 4/8

e Satunnaismuuttuja  nimittdja maarittelee satunnaismuuttujan
2

V=(n-1)—
o)

e Satunnaismuuttuja /" noudattaa normaalijakautuneen otoksen
varianssin otosjakaumaa koskevan tuloksen perusteella y* -jakaumaa
vapausastein (n — 1):

V~x(n=1)
Todistus: ks. lukua Otokset ja otosjakaumat.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvalin johto 5/8

Edelld on todettu, etta
Z ~ N(0,1)

V~x(n=1)
Lisdksi voidaan osoittaa, ettd satunnaismuuttujat Z ja ¥ ovat
riippumattomia; todistus: ks. lukua Otokset ja otosjakaumat.

Siten satunnaismuuttuja

t_f—u_ Z
S/\/; / V
n—1

noudattaa Studentin t-jakaumaa vapausastein (n — 1) suoraan
jakauman mddritelmdn mukaan:

t~t(n—1)

TKK
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvalin johto 6/8

« Maarataan #-jakaumasta vapausastein (n — 1) piste +¢_, siten, etté
o
Pr(t > +t0(/2) = E

jolloin (#-jakauman symmetrian perusteella)

(04
Pr(t < _ta/z) :E

ja edelleen

Pr(—t,,<t<+t,,)=1-«

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvalin johto 7/8

« Tarkastellaan epayhtialoketjua

_ta/2 S 4 S +ta/2

« Siyjoittamalla tdhin epayhtaloketjuun satunnaismuuttujan ¢ lauseke,
saadaan epayhtiloketju

X—-U
—r <=
al?2 S/ /n

« Tastd epayhtdloketjusta saadaan sen kanssa yhtdpitdva epayhtaloketju

<+t,,

J— S J—
X—t,, =S pu<X+t

A
\/; ol2 \/;
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvalin johto 8/8

* Yhdistamalla saatu epayhtilo sithen, etta
Pr(—t,,<t<+t,,)=1-«
saadaan vihdoin

= S = S
Pr(X—tM—S,uSX+tm2—j:l—a
Jn

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvalin frekvenssitulkinta 1/2

* Normaalijakauman odotusarvon 4 luottamusvalin

konstruktiosta seuraa, etta

S
/2\/_<,u X+ta/2\/2j:1_
 Siten konstruoitu luottamusvali peittdd parametrin
todellisen arvon todenndkoisyydelld (1 — ) ja se ei peitd
parametrin 4 todellista arvoa todennidkoisyydella .

Pr(X t

TKK (c) likka Mellin (2007) 42



Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvalin frekvenssitulkinta 2/2

Normaalijakauman odotusarvon  luottamusvilille
voidaan antaa seuraava frekvenssitulkinta:

(i) Jos otantaa jakaumasta N(u, o ?) toistetaan,
keskimddrin
100%(1 — &) %
otoksista konstruoiduista luottamusvaleista peittdda
parametrin  todellisen arvon.

(i1) Jos otantaa jakaumasta N(u, o ?) toistetaan,
keskimddrin
100xar %
otoksista konstruoiduista luottamusvaleisti ei peitd
parametrin  todellista arvoa.

TKK
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali
Luottamusvalin ominaisuudet 1/2

* Normaalijakauman odotusarvon u luottamusvalin
keskipiste X vaihtelee otoksesta toiseen.

* Luottamusvalin pituus

S
2Xt, =
Jn

vaihtelee otoksesta toiseen.

* Luottamusvalin pituus riippuu valitusta luottamustasosta
(1 — @), havaintojen lukumaédrasti » ja otosvarianssista s2 .
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali
Luottamusvalin ominaisuudet 2/2

e Luottamusvali [yhenee (pitenee), jos luottamustasoa
(1 — o) pienennetddn (kasvatetaan).

» Luottamusvali [yhenee (pitenee), jos havaintojen
lukumddrdd n kasvatetaan (pienennetddn).

* Luottamusvali lyhenee (pitenee), jos otosvarianssi s?
pienenee (kasvaa).

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali
Vaatimukset luottamusvalille

Olis1 toivottavaa pystya konstruoimaan odotusarvolle
L mahdollisimman /yhyt luottamusvali, johon littyva
luottamustaso olisi mahdollisimman korkea.

Vaatimusten samanaikainen tiyttiminen ei ole kuitenkaan
mahdollista, jos otoskoko pidetddn kiintedna:

(1) Luottamustason kasvattaminen pidentdd luottamus-
vdlid, jolloin tieto parametrin £ todellisen arvon
sijainnista tulee epdtarkemmaksi.

(11) Luottamusvdlin lyhentdminen pienentdd luottamus-
tasoa, jolloin tieto parametrin 4 todellisen arvon
sijainnista tulee epdvarmemmaksi.

TKK
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Johtopaatokset luottamusvalista

« Tehdaan johtopddtos, etta konstruoitu luottamusvali
peittdd odotusarvoparametrin 4 todellisen arvon.

(1) Luottamusvalin konstruktiosta seuraa, etti tehty
johtopaatos on oikea 100X(1 — @) %:ssa tapauksia.

(11) Luottamusvalin konstruktiosta seuraa, etta tehty
johtopaatos on vddrd 100X %:ssa tapauksia.

e Huomautus:

Virheellisen johtopaitoksen mahdollisuutta ei saada héividamddn,
ellei luottamusvalid tehda ddrettomdn levedksi, jolloin vali ei
endd sisdlld informaatiota odotusarvoparametrin 4 todellisesta
arvosta.

TKK (c) likka Mellin (2007) 47



Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Esimerkki (jatkuu) — 1/4

Erdan koneen tekemien ruuvien joukosta poimittiin yksinkertainen
satunnaisotos ja ruuvien pituudet mitattiin.

Otoskoko: n=30
Pituuksien aritmeettinen keskiarvo: X =10.09 ¢cm
Pituuksien otoskeskihajonta: s= 0.1038 cm

Konstruoidaan ruuvien fodelliselle keskipituudelle u luottamusvdli
luottamustasolla 0.95.

Valitaan [uottamuskertoimet —t,, 5 ja 1, 5 Siten, etta
Pr(t <—t,,,5) =Pr(t 2 +1,,,5) =0.025

jossa satunnaismuuttuja ¢ noudattaa Studentin t-jakaumaa
vapausastein n — 1 = 29,

Luottamuskertoimet — ,5s ja 7, o5 toteuttavat ehdon
Pr(—t,,,5 St <+2,,,5) =0.95

TKK

(c) likka Mellin (2007)



Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Esimerkki (jatkuu) — 2/4

 t-Jakauman taulukoista nahdaan,

~ t(29)-jakauman tiheysfunktio
etta 0.5

Pr(¢ = +2.045) = 0.025 04
Pr(¢ <£-2.045) =0.025
kun vapausasteiden lukumaéara -
n—1=29 0.2 1
« Siten luottamuskertoimet 01 | 0.025 095 0.025
ovat:
T1p025 = T2.045 0 ~2.045 (I) +2.045
—ty 0p5 = —2.045

 Kuvio oikealla havainnollistaa
luottamuskertoimien valintaa.

TKK (c) likka Mellin (2007)



Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Esimerkki (jatkuu) — 3/4

e Luottamusvidliksi saadaan:

X+t % =10.0942.045x 0%8
n

=10.091+0.04

=(10.05,10.13)

e Siten tieddmme, etta ruuvien todellinen keskipituus on
todenndkoisyydelld 0.95 vdlilld

(10.05, 10.13)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Esimerkki (jatkuu) — 4/4

Luottamustason 0.95 tulkinta:

Oletetaan, ettd poimimme koneen tekemien ruuvien joukosta
toistuvasti yksinkertaisia satunnaisotoksia, joiden koko on 30 ja
konstruoimme jokaisesta otoksesta 95 %:n luottamusvilin edella
esitetylla menetelmalla.

Talloin:
(1)  Konstruoidusta vileistd keskimddrin 95 % peittdd ruuvien
todellisen, mutta tuntemattoman keskipituuden.

(11) Konstruoidusta vileistd keskimdcdrin 5 % ei peitd ruuvien
todellista, mutta tuntematonta keskipituutta.

TKK
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali
Otoskoon maaraaminen 1/4

Monissa tutkimustilanteissa toivotaan, ettd parametrille
voitaisiin muodostaa mahdollisimman [yhyt luottamusvali.

Normaalijakauman odotusarvon g luottamusvalin pituus
riippuu otoskoosta siten, etta vdli [yhenee, jos havaintojen
lukumddrdd n kasvatetaan.

Tama normaalijakauman odotusarvon 4 luottamus-
valin ominaisuus mahdollistaa (tietyin ehdoin) otoskoon
valitsemisen sellaisella tavalla, ettid luottamusvdliksi
saadaan (suunnilleen) halutun mittainen vdli.

Oletetaan siis, ettd normaalijakauman odotusarvo-
parametrille 4 halutaan konstruoida luottamusvali, jonka
toivottu pituus on 2A4.

TKK

(c) likka Mellin (2007)



Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Otoskoon maaraaminen 2/4

o Jos normaalijakauman varianssi o? tunnetaan, normaali-
jakauman odotusarvoparametrin 4 luottamusvaliksi
luottamustasolla (1 — &) saadaan

O
iZoz/zﬁ

X

jossa
X = havaintojen aritmeettinen keskiarvo
o’ = havaintojen oletettu varianssi
n = otoskoko
“Zan > TZon

= luottamustasoon (1 — @) littyvat luottamus-
kertoimet normaalijakaumasta N(0,1)

TKK (c) likka Mellin (2007)



Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Otoskoon maaraaminen 3/4

« Jos siis kdytettavissa on ennakkotietoa perusjoukon
varianssista o2, voidaan otoskoko » ratkaista yhtalosta:

o
z . ——=A
/2
N7
jossa

z »» = luottamustasoon (1 — @) littyva luottamus-
kerroin normaalijakaumasta N(0,1)

o’ = havaintojen oletettu varianssi

n = otoskoko
2A

toivottu pituus luottamusvalille

TKK (c) likka Mellin (2007) 54



Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

Otoskoon maaraaminen 4/4

e Siten tarvittava otoskoko on

Z, ,0 ?
AF
A

e Huomautus:

Tarvittavan otoskoon kaavasta ndhdaan, ettd mita lyhyempaa
luottamusvalia toivotaan, sitd suurempi otos on poimittava:

Esimerkiksi, jos luottamusvalin pituus halutaan puolittaa, pitaa
havaintoja keritd 4 kertaa enemman.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Valiestimointi

Todennakoisyysjakaumien parametrien estimointi
Luottamusvali
Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

>> Normaalijakauman varianssin luottamusvali
Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauman varianssin luottamusvali

Normaalijakauma ja sen parametrointi

Satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa
N(u, 0?), jos sen tiheysfunktio on

. ] I x—u i
oot 2]

—co < [l <400, 0>0
Normaalijakauman parametreina ovat jakauman
odotusarvo

E(X)=u
ja varianssi
Var(X)=o0"

TKK

(c) likka Mellin (2007) 57



Normaalijakauman varianssin luottamusvali

Otos normaalijakaumasta

e Olkoon
X, X,...,X
(yksinkertainen) satunnaisotos normaalijakaumasta
N(u, o?)

 Talloin satunnaismuuttujat X, , X, , ... , X, ovat
riippumattomia ja noudattavat samaa normaalijakaumaa

N(u, o?)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauman varianssin luottamusvali
Normaalijakauman parametrien estimointi

Estimoidaan normaalijakauman N(u, o ?) parametrit
U ja o? niiden harhattomilla estimaattoreilla:

(1) Odotusarvoparametrin 1 harhaton estimaattorti:
1
X=-) X,
nig
(i) Varianssiparametrin o? harhaton estimaattori:

2 1 < 7\ 2
s"T=——> (X, - X
n—1;( —X)

TKK

(c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauman varianssin luottamusvali

Luottamustaso

« Maarataan luottamusvili normaalijakauman
varianssiparametrille o~.

* Valitaan luottamustasoksi
| -«
« Luottamustaso kiinnittdd todennakoisyyden, jolla

konstruoitava luottamusvali peittdad normaalijakauman
varianssin o2 todellisen arvon.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauman varianssin luottamusvali
Luottamuskertoimet

e QOlkoon valittu luottamustaso (1 — ).
« Maédritdén luottamuskertoimet y°  ja y_ siten, ettd

(04
Pr(lz < le—a/z) = E

o

Pr(y’ 2 Zozg/z) = 5

jossa satunnaismuuttuja y* noudattaa y’-jakaumaa
vapausastein (n — 1):
X ~x (n-1
» Luottamuskertoimet ., ja y.,,toteuttavat ehdon

Pr(%z—a/z SZZ SZozz/z) =l-«o

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauman varianssin luottamusvali
Luottamuskertoimien maaraaminen:

Havainnollistus

Luottamuskertoimet y”

ja y_,, jakavat y>-jakauman
tiheysfunktion kuvaajan alle
jaavan todennikoisyysmassan
(= 1) kolmeen osaan:

(1) Pisteen y; ,,vasemmalle

22 -jakauman tiheysfunktio

puolelle jaa o/2 % massasta. a2 - a2
(2) Pisteen y_ ,oikealle |

puolelle jaa /2 % massasta.
(3) Pisteiden y. . ja y. , Xiar Kar:

vdliin jaa (1 — a) %
massasta.

Huomaa, etta
a2+ 02+(1-a)=1

TKK

(c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauman varianssin luottamusvali
Luottamusvali normaalijakauman varianssille

« Normaalijakauman varianssiparametrin o2 luottamus-
vali luottamustasolla (1 — &) on muotoa

((rz—l)s2 (n—l)szj
Xon  Xian

jossa
s> = havaintojen harhaton otosvarianssi
n = havaintojen lukumddrad
2 2
Aear2 s Ko

= luottamustasoon (1 — o) liittyvat luottamus-
kertoimet y*-jakaumasta vapausastein

(n—1)

TKK (c) likka Mellin (2007)



Normaalijakauman varianssin luottamusvali
Luottamusvali ja sen pituus

« Normaalijakauman varianssin o2 luottamusvilin pituus

on
(n—l)sz( 21 — 1 j
Z1—a/z Za/Z

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauman varianssin luottamusvali

Luottamusvalin johto 1/5

 QOlkoon
X, X,....X

n

vksinkertainen satunnaisotos normaalijakaumasta
N(u, o?)
e Olkoon
X = li)(l.
n i
havaintojen X, , X, , ... , X, aritmeettinen keskiarvo ja

= (X, - Xy

n—1%5

2
S =

havaintojen X, , X, , ... , X, (harhaton) otosvarianssi.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauman varianssin luottamusvali

Luottamusvalin johto 2/5

e Maaritelldan satunnaismuuttuja
,  (n=1)s’
62

« Satunnaismuuttuja y* noudattaa normaalijakautuneen otoksen
varianssin otosjakaumaa koskevan tuloksen perusteella y*-jakaumaa
vapausastein (n — 1):

2 2
X ~x (n=1)
Todistus: ks. lukua Otokset ja otosjakaumat.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauman varianssin luottamusvali

Luottamusvalin johto 3/5

- Miiritiin y2-jakaumasta vapausastein (n — 1) piste y; ,,siten, etté
o
2 2
Pr(y” < Xian)= E
ja piste y_ ,siten, ettd
o
2 2
PI'(Z 2 Za/z) — 5
jolloin

Pr(}(f_mz < Zz < Zé/z) =l-«

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauman varianssin luottamusvali

Luottamusvalin johto 4/5

« Tarkastellaan epayhtialoketjua

X <X < Xan
 Sijoittamalla tdhidn epayhtédloketjuun satunnaismuuttujan ¥? lauseke,
saadaan epéiyht'eiléketju

(n 1)s
Z1 wr S ) —Za/z
O'

« Tastd epayhtdloketjusta saadaan sen kanssa yhtdpitdvda epayhtaloketju
2
(n—1)s <5 (n 1)s?

2
X(x/2 Zl /2

TKK (c) likka Mellin (2007) 68



Normaalijakauman varianssin luottamusvali

Luottamusvalin johto 5/5

* Yhdistamalld saatu epayhtalo sithen, ettd

Pr(?ﬁz—a/z < Zz < Zé/z) =l-o
saadaan vihdoin

2 1\ o2
P{uggzgmz_lw]ﬂ_a
Za/z zl—a/2

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauman varianssin luottamusvali

Luottamusvalin frekvenssitulkinta 1/2

« Normaalijakauman varianssin ¢ ? luottamusvéalin

((rz—l)s2 (n—l)szj
Xon  Xian

konstruktiosta seuraa, etta

2 2
Pr((n _ZI)S <o’ < (n_zl)s j =l-o
Z o2 ;( - /2
« Siten konstruoitu luottamusvéli peittdd parametrin o2
todellisen arvon todennidkoisyydella (1 — @) ja se ei peitd

parametrin o todellista arvoa todennakoisyydellad c.

TKK (c) likka Mellin (2007) 70



Normaalijakauman varianssin luottamusvali

Luottamusvalin frekvenssitulkinta 2/2

Normaalijakauman odotusarvon ¢ 2 luottamusvilille
voidaan antaa seuraava frekvenssitulkinta:

(i) Jos otantaa jakaumasta N(u, o ?) toistetaan,
keskimddrin
100%(1 — &) %
otoksista konstruoiduista luottamusvaleista peittdda
parametrin o2 todellisen arvon.

(i1) Jos otantaa jakaumasta N(u, o ?) toistetaan,
keskimddrin
100xa %
otoksista konstruoiduista luottamusvaleisti ei peitd
parametrin o2 todellista arvoa.

TKK

(c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauman varianssin luottamusvali
Luottamusvalin ominaisuudet 1/2

« Normaalijakauman varianssin ¢ ? luottamusvalin pituus

(n—l)sz( 21 — 1 j
Z1—a/z Za/Z

vaihtelee otoksesta toiseen.

* Luottamusvalin pituus riippuu valitusta luottamustasosta

(1 — @) ja otosvarianssista s seké (jonkin verran)
havaintojen lukumaéaarasta » .

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauman varianssin luottamusvali
Luottamusvalin ominaisuudet 2/2

Luottamusvali lyhenee (pitenee), jos luottamustasoa
(1 — o) pienennetddn (kasvatetaan).

Luottamusvali lyhenee (pitenee), jos otosvarianssi s>
pienenee (kasvaa).

Luottamusvalin pituus pysyy suunnilleen samana, j0s
havaintojen lukumddrdda n muuttuu.

TKK

(c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauman varianssin luottamusvali
Vaatimukset luottamusvalille

Olis1 toivottavaa pystya konstruoimaan varianssi-
parametrille o2 mahdollisimman /yhyt luottamusvali,
johon liittyva luottamustaso olisi samanaikaisesti
mahdollisimman korkea.

Vaatimusten samanaikainen tiyttiminen ei ole kuitenkaan
mahdollista:

(1) Luottamustason kasvattaminen pidentdd luottamus-
vilid, jolloin tieto parametrin o2 todellisen arvon
sijainnista tulee epdtarkemmaksi.

(11) Luottamusvdlin lyhentdminen pienentdd luottamus-
tasoa, jolloin ticto parametrin o2 todellisen arvon
sijainnista tulee epdvarmemmaksi.

TKK
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Normaalijakauman varianssin luottamusvali

Johtopaatokset luottamusvalista

« Tehdaan johtopddtos, etta konstruoitu luottamusvali
peittdd varianssiparametrin o2 todellisen arvon.

(1) Luottamusvalin konstruktiosta seuraa, etti tehty
johtopaatos on oikea 100X(1 — @) %:ssa tapauksia.

(11) Luottamusvalin konstruktiosta seuraa, etta tehty
johtopaatos on vddrd 100X %:ssa tapauksia.

e Huomautus:

Virheellisen johtopaitoksen mahdollisuutta ei saada héividamddn,
ellei luottamusvalid tehda ddrettomdn levedksi, jolloin vali ei
endd sisdlld informaatiota varianssiparametrin o2 todellisesta
arvosta.

TKK (c) likka Mellin (2007) 75



Valiestimointi

Todennakoisyysjakaumien parametrien estimointi
Luottamusvali
Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali
Normaalijakauman varianssin luottamusvali

>> Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali
Bernoulli-jakauma ja sen parametrointi 1/2

Olkoon A on kiinnostuksen kohteena oleva tapahtuma ja
Pr(d) =p
Pr(4)=1-p=gq
Mairitelladn satunnaismuuttuja
v {1, jos A tapahtuu
0, jos A ei tapahdu

Téalloin X noudattaa Bernoulli-jakaumaa parametrinaan
p = Pr(4) = E(X)

Merkitaan:
X ~ Ber(p)

TKK (c) likka Mellin (2007)



Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Bernoulli-jakauma ja sen parametrointi 2/2

* Bernoulli-jakauman Ber(p) pistetodenndkoisyysfunktio on

f(x;p)=pg™™,x=0,1
O<p<l

g=1-p

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Otos Bernoulli-jakaumasta

e Olkoon
X, X,...,X
(yksinkertainen) satunnaisotos Bernoulli-jakaumasta
Ber(p)

 Talloin satunnaismuuttujat X, , X, , ... , X, ovat
riippumattomia ja noudattavat samaa Bernoulli-jakaumaa

Ber(p)

TKK (c) likka Mellin (2007) 79



Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali
Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin

estimointi 1/2

» [Estimoidaan Bernoulli-jakauman Ber(p) odotusarvo-
parametri p sen harhattomalla estimaattorilla:

1Y
p—an:l:Xi

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali
Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin

estimointi 2/2

 Koska
v {1, jos A tapahtuu

0, jos A ei1 tapahdu
niin

iXi:f

jossa f on tapahtuman A4 frekvenssi otoksessa.

« Siten Bernoulli-jakauman parametrin p estimaattori
N R S/
p=— X L=
2N

on tapahtuman A suhteellinen frekvenssi otoksessa.

TKK (c) likka Mellin (2007) 81



Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamustaso

« Maarataan luottamusvali Bernoulli-jakauman odotus-
arvoparametrille p.

* Valitaan luottamustasoksi
| -«
« Luottamustaso kiinnittdd todennakoisyyden, jolla

konstruoitava luottamusvali peittdad Bernoulli-jakauman
parametrin p todellisen arvon.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali
Luottamuskertoimet

Olkoon valittu luottamustaso (1 — @).
Maarataan luottamuskertoimet —_, ja +z ), siten, ettd

o
Pr(z<-z,,)= >
Pr(z=2+z,,,) =%

jossa satunnaismuuttuja z noudattaa standardoitua
normaalijakaumaa:

z ~ N(0,1)
Luottamuskertoimet —_, ja +z, toteuttavat ehdon
Pr(—z,,<z<+z,,)=1-«

TKK

(c) likka Mellin (2007)
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamuskertoimien maaraaminen:
Havainnollistus

Luottamuskertoimet —z , ja

+z , Jakavat normaalijjakauman
tiheysfunktion kuvaajan alle
jaavan todennikoisyysmassan
(= 1) kolmeen osaan:

(1) Pisteen —z_, vasemmalle

puolelle jaa o/2 % massasta.

(2) Pisteen +z ), oikealle

puolelle jaa /2 % massasta.

(3) Pisteiden —_, ja +z,
vdliin jaa (1 — a) %
massasta.

Huomaa, etta
ad2+02+(1-a)=1

0.5

0.4 1

0.3

0.2 1

0.1 1

N(0,1)-jakauman tiheysfunktio

o2 | a2

TKK

(c) likka Mellin (2007)
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali
Luottamusvali Bernoulli-jakauman odotusarvolle

« Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin p
approksimatiivinen luottamusvali luottamustasolla
(1 — &) on muotoa

: (- p) . p(1—
(p—zmz\/p( n & ’p+Z“/2\/p( L p)j

jossa
p = parametrin p harhaton estimaattori
n = havaintojen lukumddrd

“Zan > TZop
= luottamustasoon (1 — &) littyvat luottamus-
kertoimet normaalijakaumasta N(0,1)

TKK (c) likka Mellin (2007) 85



Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvali ja sen pituus 1/2

« Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin p
approksimatiivinen luottamusvali luottamustasolla (1 — @)
esitetddn usein muodossa

: p(1- 7
piza/z\/p( ; P)

koska vili on symmetrinen keskipisteensa p suhteen.

e Bernoulli-jakauman parametrin p approksimatiivisen
luottamusvalin pituus on

Ixz \/p(l—p)
n

TKK (c) likka Mellin (2007) 86



Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvali ja sen pituus 2/2

« Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin p
approksimatiivinen luottamusvali luottamustasolla (1 — @):

TKK (c) likka Mellin (2007) 87



Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvalin johto 1/5

 QOlkoon
X, X,....X

n

yvksinkertainen satunnaisotos Bernoulli-jakaumasta

Ber(p)
e Olkoon

1 n
1
P nZ ,

harhaton estimaattori parametrille p.

* Huomaa, ettd p on havaintojen X, , X, , ... , X aritmeettinen
keskiarvo.
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvalin johto 2/5

Maaritellddn satunnaismuuttuja
o _b=p
Jp(=p)/n
Satunnaismuuttuja z noudattaa Bernoulli-jakautuneen otoksen
suhteellisen osuuden otosjakaumaa koskevan tuloksen perusteella

suurissa otoksissa approksimatiivisesti standardoitua
normaalijakaumaa N(0,1) :

z ~, N(0,1)
Ks. monisteen Todennikdisyyslaskenta lukua Stokastiikan
konvergenssikasitteet ja raja-arvolauseet.
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvalin johto 3/5

« Maarataan normaalijakaumasta N(0,1) piste +z , siten, ettad

Pr(z=2+z,,) :%
jolloin (normaalijakauman symmetrian perusteella)
Pr(z<-z,,) 2%

ja edelleen

Pr(-z,,<z<+z,,)=1-«

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvalin johto 4/5

« Tarkastellaan epayhtialoketjua

a/2£Z<+Z

« Sjyjoittamalla tahdn epayhtdloketjuun satunnaismuuttujan z lauseke,
saadaan epayhtiloketju

p—p <+z,,
\/ p(l=p)/n
« Tastd epayhtdloketjusta saadaan sen kanssa yhtdpitdvda epayhtaloketju
: p-p) _ _. H(L— )

p_Za/z Sly—p-l_Z(Jt/Z
n n
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvalin johto 5/5

*  Yhdistamalla saatu epayhtalo siihen, ettd
Pr(~z,,<z<+z,,)=,1-«

saadaan vihdoin

P{p z /p(l <p /p(l j
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvalin frekvenssitulkinta 1/2

« Bernoulli-jakauman parametrin p luottamusvalin

: b(1-p) . p(1—
Kp_zm\/p( p),pﬂmz\/p( p))

n n

konstruktiosta seuraa, etta

Pr(ﬁ—zmz\/p(l_p) SpSf?+Za/2\/p(1_p)j:a -

n n

 Siten konstruoitu luottamusvali peittdd parametrin p
todellisen arvon approksimatiivisesti todenniakoisyydella
(1 — @) ja se ei peitd parametrin p todellista arvoa
approksimatiivisesti todenniakoisyydella o.
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Luottamusvalin frekvenssitulkinta 2/2

e Bernoulli-jakauman parametrin p approksimatiiviselle
luottamusvalille voidaan antaa seuraava
frekvenssitulkinta:

(1) Jos otantaa jakaumasta Ber(p) toistetaan, keskimddrin
100%(1 — &) %
otoksista konstruoiduista luottamusvaleista peittdda
parametrin p todellisen arvon.

(11) Jos otantaa jakaumasta Ber(p) toistetaan, keskimddrin
100x o %
otoksista konstruoiduista luottamusvaleista ei peitd
parametrin p todellista arvoa.
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali
Luottamusvalin ominaisuudet 1/2

« Bernoulli-jakauman parametrin p luottamusvalin keskipiste
p vaihtelee otoksesta toiseen.

e Luottamusvalin pituus

2%z \/p(l—p)
n

vaihtelee otoksesta toiseen.

* Luottamusvalin pituus riippuu valitusta luottamustasosta
(1 — @), havaintojen lukumééiristi » ja estimaattorista p .
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali
Luottamusvalin ominaisuudet 2/2

» Luottamusvali [yhenee (pitenee), jos luottamustasoa
(1 — &) pienennetddn (kasvatetaan).

» Luottamusvali [yhenee (pitenee), jos havaintojen
lukumdadrdd n kasvatetaan (pienennetddn).

e Luottamusvali on [yhimmillddn, kun

p=0taip=1

e Luottamusvali on pisimmillddn, kun
.1
P=3

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali
Vaatimukset luottamusvalille

e Olisi toivottavaa pystya konstruoimaan parametrille
p mahdollisimman /yhyt luottamusvali, johon liittyva
luottamustaso olisi samanaikaisesti mahdollistimman
korkea.

e Vaatimusten samanaikainen tiyttiminen ei ole kuitenkaan
mahdollista, jos otoskoko pidetddn kiintednad:

(1) Luottamustason kasvattaminen pidentdd luottamus-
vdlid, jolloin tieto parametrin p todellisen arvon
sijainnista tulee epdtarkemmaksi.

(11) Luottamusvdlin lyhentdminen pienentdd luottamus-
tasoa, jolloin tieto parametrin p todellisen arvon
sijainnista tulee epdvarmemmaksi.
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Johtopaatokset luottamusvalista

« Tehdaan johtopddtos, etta konstruoitu luottamusvali
peittdd odotusarvoparametrin p todellisen arvon:

(1) Luottamusvalin konstruktiosta seuraa, etti tehty
johtopaatos on oikea 100X(1 — @) %:ssa tapauksia.

(11) Luottamusvilin konstruktiosta seuraa, etti tehty
johtopadtods on vddrd 100x o %:ssa tapauksia.

e Huomautus:

Virheellisen johtopaitoksen mahdollisuutta ei saada hévidamddn,
elle1 luottamusvalid tehda ddrettomdn levedksi, jolloin vali ei
endd sisdlld informaatiota odotusarvoparametrin p todellisesta
arvosta.
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali
Otoskoon maaraaminen 1/5

* Monissa tutkimustilanteissa toivotaan, ettd parametrille
voitaisiin muodostaa mahdollisimman [yhyt luottamusvali.

« Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin p luottamus-
valin pituus riippuu otoskoosta siten, etta vali [yhenee, jos
havaintojen havaintojen lukumddrdd n kasvatetaan.

e Tama odotusarvoparametrin p luottamusvalin ominaisuus
mahdollistaa tietyin ehdoin otoskoon valinnan niin, etta
luottamusvdlistd tulee (suurin piirtein) toivotun mittainen.

* Oletetaan siis, ettd Bernoulli-jakauman odotusarvo-
parametrille p halutaan konstruoida luottamusvali, jonka
toivottu pituus on

24
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Otoskoon maaraaminen 2/5

* Bernoulli-jakauma odotusarvoparametrin p
luottamusviili luottamustasolla (1 — &) on muotoa

: (1 7
piza/z\/p( P)

n
jossa
p = parametrin p harhaton estimaattori
n = havaintojen lukumddrd
~Zo > TZgp

= luottamustasoon (1 — &) littyvat [uottamus-
kertoimet normaalijakaumasta N(0,1)
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Otoskoon maaraaminen 3/5

« Jos siis kaytettavissa on ennakkotietoa parametrista p,
voidaan otoskoko » ratkaista yhtilosta:

) /2\/p(1—p):A

n

jossa

z o = luottamustasoon (1 — &) hittyva luottamus-
kerroin normaalijakaumasta N(0,1)

p = odotusarvon oletettu arvo
n = otoskoko

2A = toivottu pituus luottamusvalille

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Otoskoon maaraaminen 4/5

e Siten tarvittava otoskoko on

2
Za/z\/p(l_p)
A

 Huomaa, ettd tarvittava otoskoko saavuttaa maksiminsa

2
n= (Za/zj
2A

kun
p=1/2

n:
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Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Otoskoon maaraaminen 5/5

e Huomautus:

Tarvittavan otoskoon kaavasta ndhdaan, ettd mitd lyhyempaa
luottamusvaliad toivotaan, sitd suurempi otos on poimittava:

Jos esimerkiksi luottamusvalin pituus halutaan puolittaa, pitda
havaintoja kerita 4 kertaa enemman.
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