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Estimointimenetelmat

>> Todennakoisyysjakaumien parametrien estimointi

Suurimman uskottavuuden menetelma
Normaalijakauman parametrien estimointi
Eksponenttijakauman parametrien estimointi
Bernoulli-jakauman parametrien estimointi

Momenttimenetelma
Normaalijakauman parametrien estimointi
Eksponenttijakauman parametrien estimointi
Bernoulli-jakauman parametrien estimointi
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Todennakoisyysjakaumien parametrien estimointi
Todennakoisyysjakaumat tilastollisten aineistojen

kuvaajina

 Tilastollinen aineisto koostuu tutkimuksen kohteita
kuvaavien muuttujien havaituista arvoista.

« Tilastollisissa tutkimusasetelmissa havaintoarvoihin liittyy
alna epdvarmuutta ja satunnaisuutta.

o Tilastollisissa tutkimusasetelmissa tutkimuksen kohteita
kuvaavat muuttujat tulkitaan satunnaismuuttujiksi, jotka
generoivat muuttujien havaitut arvot.

* Havaintoarvot generoineiden satunnaismuuttujien
todenndkoisyysjakauma muodostaa tilastollisen mallin
sille satunnaisilmiolle, jota havainnot koskevat.
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Todennakoisyysjakaumien parametrien estimointi

Todennakoisyysjakaumien parametrit 1/2

« Tarkastellaan jotakin tutkimuksen kaikkien mahdollisten
kohteiden muodostaman perusjoukon § alkioiden
ominaisuutta kuvaavaa satunnaismuuttujaa X.

e Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa toden-
ndakoisyysjakaumaa, jonka pistetodenndkoisyys- tai
tiheysfunktio

fx; 0
riippuu parametrista 6.
e Merkinta:

X~ f(x;0)

TKK (c) likka Mellin (2007)



Todennakoisyysjakaumien parametrien estimointi

Todennakoisyysjakaumien parametrit 2/2

e Satunnaismuuttujan X pistetodennakoisyys- tai
tiheysfunktio

fx; 0
kuvaa satunnaismuuttujan X todenndkoisyysjakaumaa ja

parametri @ kuvaa jotakin jakauman karakteristista
ominaisuutta.

« Koska parametrin @arvoa ei yleensd tunneta, tilastollisen
tutkimuksen tarkeimpia osatehtivia on estimoida eli
arvioida tuntemattomalle parametrille &sopiva arvo
jakaumasta f(x ; 6) poimitun otoksen perusteella.
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Todennakoisyysjakaumien parametrien estimointi
Yksinkertainen satunnaisotos

e (Qlkoon
X, X,...,X

n

(yksinkertainen) satunnaisotos jakaumasta, jonka
pistetodenndkoisyys- tai tiheysfunktio f(x ; 6) riippuu
parametrista 6.

« Talloin havainnot X, , X, , ... , X ovat riippumattomia,
identtisesti jakautuneita satunnaismuuttujia, joilla on sama
pistetodenndkoisyys- tai tiheysfunktio f(x ; 6):

X, X,,....,X L1

X, ~f(x;0),i=1,2,...,n

TKK (c) likka Mellin (2007) 6



Todennakoisyysjakaumien parametrien estimointi
Havainnot ja havaintoarvot

e Oletetaan, ettda satunnaismuuttujat (havainnot)
X, X,...,X

n

saavat poimitussa otoksessa havaituiksi arvoikseen luvut

Xi 53Xy oo s X,

e Havaintoarvot

X[ 53Xy s eee s X,

vaihtelevat satunnaisesti otoksesta toiseen jakaumasta

flx; 0)

saatavin todenndkoisyyksin.
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Todennakoisyysjakaumien parametrien estimointi

Estimaattorit ja estimaatit 1/2

« Oletetaan, ettd todennakoisyysjakauman f(x ; 6)
parametrin 6 estimoimiseen kaytetdan satunnais-
muuttujien X, , X, , ..., X, funktiota eli tunnuslukua

T=gX,,X, ..., X,

« Talloin funktiota 7'= g(X, , X, , ... , X)) kutsutaan
parametrin @ estimaattoriksi ja havaintoarvoista
X{ Xy eee s X

n

laskettua funktion g arvoa

t=g(x;,%,...,X,)

kutsutaan parametrin 6 estimaatiksi.
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Todennakoisyysjakaumien parametrien estimointi

Estimaattorit ja estimaatit 2/2

e Olkoon
T=gX,,X,,....X)
jakauman f(x ; 6) parametrin @ estimaattori.
« Talloin estimaattorin 7" havaintoarvoista
X1 sXy s e s X,

laskettu arvo eli estimaatti

t=g(x;, %, ... ,X,)

on satunnaismuuttujan T arvon realisaatio otoksessa.
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Todennakoisyysjakaumien parametrien estimointi
Estimaattoreiden johtaminen

Hyvien estimaattoreiden johtaminen todennakoisyys-
jakaumien tuntemattomille parametreille on teoreettisen
tilastotieteen keskeisid ongelmia.

Tassid luvussa esitellaan seuraavat estimaattoreiden
johtamiseen kaytettivat menetelmat:

—  Suurimman uskottavuuden menetelma
—  Momenttimenetelma

Suurimman uskottavuuden menetelmd on tarkein
estimointimenetelmd, koska silla on niin vankka
teoreettinen perusta.

TKK
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Todennakoisyysjakaumien parametrien estimointi
Piste-estimointi ja valiestimointi

Todennakoisyysjakauman parametrin arvon estimointia
kutsutaan usein piste-estimoinniksi.

Parametrin estimaattiin on aina syyta liittaa luottamus-
valiksi kutsuttu vdli, joka sisdltdda estimoidun parametrin
todellisen, mutta tuntemattoman arvon tietylld, soveltajan
valittavissa olevalla todenndkoisyydelld.

Luottamusvalin maaraamista kutsutaan valiestimoinniksi
ks. lukua viliestimointi.

5

TKK
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Estimointimenetelmat

Todennakoisyysjakaumien parametrien estimointi
>> Suurimman uskottavuuden menetelma

Normaalijakauman parametrien estimointi
Eksponenttijakauman parametrien estimointi
Bernoulli-jakauman parametrien estimointi

Momenttimenetelma
Normaalijakauman parametrien estimointi
Eksponenttijakauman parametrien estimointi
Bernoulli-jakauman parametrien estimointi
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Suurimman uskottavuuden menetelma

Uskottavuusfunktio 1/2

 Olkoon X, ,X,, ..., X, yksinkertainen satunnaisotos
jakaumasta f(x ; 6), jonka parametrina on 6.

* Koska havainnot X, , X, , ... , X on oletettu tassa
riippumattomiksi, niiden yhteisjakauman piste-
todenndkoisyys- ta1 tiheysfunktio on

S (X%, %,50) = (x5 0) f(x,;0)- f(x,; 0)
jossa
f(x,:0),i=12,...,n

on havaintoon X, liittyva pistetodennikoisyys- tai
tiheysfunktio.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Suurimman uskottavuuden menetelma

Uskottavuusfunktio 2/2

* Otoksen X, X, , ..., X uskottavuusfunktio
L(O;x,%,,....x )= f(x,%,,...,X, ;0)
on havaintojen
X, X,....X

n
yhteisjakauman pistetodenndkoisyys- tai tiheysfunktion f
arvo pisteessa

X| 53Xy eun s X,

tulkittuna parametrin @ arvojen funktioksi.

e Huomautus:

Uskottavuusfunktio L sisiltda kaiken informaation otoksesta.

TKK (c) likka Mellin (2007) 14



Suurimman uskottavuuden menetelma
Suurimman uskottavuuden estimaattori 1/2

e (Qlkoon

t=g(x,Xy),...,X )

parametrin @ arvo, joka maksimoi uskottavuusfunktion
L(O;x,%,y,...,X,)

parametrin 6 suhteen.

e Huomautus:

Uskottavuusfunktion L maksimin antava parametrin & arvo ¢
on muuttyjien X, , X, , ..., X, havaittujen arvojen x; , x, , ... , x
funktio.

n

TKK (c) likka Mellin (2007) 15



Suurimman uskottavuuden menetelma
Suurimman uskottavuuden estimaattori 2/2

* Spoittamalla uskottavuusfunktion L maksimin parametrin
@ suhteen antavassa lausekkeessa

t=g(x,%,,...,X,)
muuttujien

X[ 53Xy eee s X,

paikalle havainnot (satunnaismuuttujat)
X, X ,..., X

n
saadaan parametrin & suurimman uskottavuuden
estimaattori eli SU-estimaattori

6=g(X,,X,,...X)

TKK (c) likka Mellin (2007)



Suurimman uskottavuuden menetelma
Kommentteja

Parametrin @ suurimman uskottavuuden estimaattori &
tuottaa parametrille & arvon, joka maksimoi poimitun
otoksen el saatujen havaintoarvojen uskottavuuden
(~ todenndkoisyyden).

Parametrin @ suurimman uskottavuuden estimaattorin &
otoskohtainen arvo maksimoi todenndkoisyyden saada
juuri se otos, joka on saatu.

TKK

(c) likka Mellin (2007)
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Suurimman uskottavuuden menetelma
SU-estimaattorin maaraaminen 1/2

Parametrin @ suurimman uskottavuuden estimaattori
madratdan maksimoimalla uskottavuusfunktio

LO)=LO;x,x,,...,X,)
parametrin 6 suhteen.

Kaikissa sdannollisissa tapauksissa maksimi loydetaan
merkitsemalla uskottavuusfunktion L(6) derivaatta

L'(6)
nollaksi ja ratkaisemalla @ saadusta normaaliyhtdilostd

L(6)=0

TKK
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Suurimman uskottavuuden menetelma
SU-estimaattorin maaraaminen 2/2

e Jos parametrin @arvo

t=g(x,Xy),...,X )
tuottaa uskottavuusfunktion L(6) maksimin, parametrin &
suurimman uskottavuuden estimaattori on

0=g(X,,X,,....X,)
jossa X, , X, , ..., X, on yksinkertainen satunnaisotos siita
jakaumasta, johon uskottavuusfunktio L(6) liittyy.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Suurimman uskottavuuden menetelma

Logaritminen uskottavuusfunktio 1/3

Uskottavuusfunktion maksimi kannattaa tavallisesti etsia
maksimoimalla uskottavuusfunktion sijasta logaritminen
uskottavuusfunktio (uskottavuusfunktion logaritmi)

[(0)=1log L(6)
Tama johtuu seuraavista seikoista:
(1) Logaritminen uskottavuusfunktio ja uskottavuus-

funktio saavuttavat dariarvonsa samassa pisteessd,
koska logaritmi on aidosti monotoninen funktio.

(11) Logaritminen uskottavuusfunktio on monien
todennikoisyysjakaumien tapauksessa uskottavuus-
funktiota yksinkertaisempi muodoltaan.

TKK
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Suurimman uskottavuuden menetelma

Logaritminen uskottavuusfunktio 2/3

* Koska havainnot X , X, , ..., X on tassa oletettu
riippumattomiksi, logaritminen uskottavuusfunktio voidaan
kirjoittaa seuraavaan muotoon:

[(0)=1log L(O)
=log(f(x;0)/(x,:0)+ f(x,:6))
=log f(x,; 0)+log f(x,;0)+---+log f(x, ; O)
=1(0;x)+1(0;x,)+--+1(0;x,)
jossa
I(0;x;)=logflx;;0),i=1,2,...,n
on havaintoarvoon x; liittyva logaritminen uskottavuus-
funktio.

TKK (c) likka Mellin (2007) 21



Suurimman uskottavuuden menetelma

Logaritminen uskottavuusfunktio 3/3

* Logaritmisen uskottavuusfunktion summaesityksen
[(0)=10;x)+1(0;x,)+--+1(0;x)
maksimointi on usein ratkaisevasti helpompaa kuin
uskottavuusfunktion itsensd maksimointi.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Suurimman uskottavuuden menetelma
SU-estimaattorin ominaisuudet

Olkoon X, , X, , ... , X vksinkertainen satunnaisotos
jakaumasta f(x ; 6), jonka parametrina on 6.

« Olkoon @parametrin 6 suurimman uskottavuuden eli
SU-estimaattori.

« Hyva estimaattori on tyhjentdvd, harhaton, tehokas ja
tarkentuva (ks. lukua Estimointi).

* SU-estimaattori ei valttamatta tayta yhtakaan
hyvin estimaattorin Kriteeria, joten suurimman
uskottavuuden menetelmia kiaytettiessa on aina
erikseen varmistettava tuloksena saadun
estimaattorin hyvyys.

TKK (c) likka Mellin (2007) 23



Suurimman uskottavuuden menetelma

SU-estimaattorin asymptoottiset ominaisuudet 1/3

Jos parametrin 6 SU-estimaattori 6 ei tiytd hyvin
estimaattorin kriteereita ddrellisilld havaintojen luku-
mddrilld, SU-estimaattorin 6 valintaa parametrin @
estimaattoriksi voidaan usein perustella SU-
estimaattorin yleisilld asymptoottisilla
ominaisuuksilla:

(i) SU-estimaattori 6 on tarkentuva eli
Pr(@ — 6) =1, kun n — +oo
(ii) SU-estimaattori @ on asymptoottisesti normaalinen.

TKK
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Suurimman uskottavuuden menetelma

SU-estimaattorin asymptoottiset ominaisuudet 2/3

SU-estimaattorin farkentuvuus merkitsee sita, etta SU-
estimaattori toteuttaa suurten lukujen lain (ks. monisteen
Todennakoisyyslaskenta lukua stokastiikan knvergenssikasitteet ja

raja-arvolauseet).

Suurten lukujen lain mukaan SU-estimaattorin arvo
ldhestyy stokastisesti parametrin oikeata arvoa, kun
otoskoko kasvaa.

TKK
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Suurimman uskottavuuden menetelma

SU-estimaattorin asymptoottiset ominaisuudet 3/3

e SU-estimaattorin asymptoottinen normaalisuus merkitsee
sitd, ettd SU-estimaattori toteuttaa keskeisen raja-arvo-
lauseen (ks. kalvokokoelman Johdatus todennikoisyys-

laskentaan lukua Konvergenssikasitteet ja raja-arvolauseet).

« SU-estimaattorin asymptoottinen normaalisuus merkitsee
sitd, ettd SU-estimaattorin jakaumaa voidaan suurissa
otoksissa approksimoida normaalijakaumalla.

* Se, ettd SU-estimaattori on erittdin yleisten ehtojen
patiessd asymptoottisesti normaalinen, on tarkea lisa-
peruste normaalijakauman keskeiselle asemalle
tilastotieteessa.

TKK (c) likka Mellin (2007) 26



Suurimman uskottavuuden menetelma
Suurimman uskottavuuden menetelma vs

momenttimenetelma

Suurimman uskottavuuden menetelma ei fuota toden-
nakoisyysjakauman parametreille valttamatta samoja
estimaattoreita kuin ns. momenttimenetelma.

 Monissa alkeellisissa tilanteissa molemmilla menetelmilla
kuitenkin saadaan samat estimaattorit.

e Suurimman uskottavuuden menetelma on hyvin
pitkdlti syrjdyttanyt momenttimenetelman todennakoisyys-
jakaumien parametrien estimaattoreita johdettaessa.

Suurimman uskottavuuden menetelméan suosituimmuus-
asemaa perustuu sen momenttimenetelmaa vankempaan
teoreettiseen perustaan.

TKK (c) likka Mellin (2007) 27



Suurimman uskottavuuden menetelma

Esimerkkeja 1/2

Olkoon
X, X, ..., X,

vksinkertainen satunnaisotos jakaumasta f(x ; 6).

Tarkastellaan seuraavien jakaumien parametrien
SU-estimointia eli estimointia suurimman uskottavuuden
menetelmalla (ks. monisteen Todennikoisyyslaskenta lukuja

Diskreetteja jakaumia ja Jatkuvia jakaumia):
— Normaalijakauma
—  Eksponenttijakauma

—  Bernoulli-jakauma

TKK
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Suurimman uskottavuuden menetelma

Esimerkkeja 2/2

e Huomautuksia:

—  Normaalijjakauman, eksponenttijakauman ja Bernoulli-jakauman
parametrien estimointia momenttimenetelmdlld tarkastellaan
seuraavassa kohdassa.

—  Normaalijakauman, eksponenttijakauman ja Bernoulli-jakauman
tapauksessa suurimman uskottavuuden menetelma ja momentti-
menetelma tuottavat jakaumien parametreille samat
estimaattorit.

TKK (c) likka Mellin (2007) 29



Normaalijakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla
Normaalijakauma ja sen parametrointi

* Satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa
N(u, 0?), jos sen tiheysfunktio on

2
fxu,0°)= : eXp _l(x_ﬂ)
ON27T 2\ O

—co < [l <400, >0
e Normaalijakauman parametreina ovat jakauman
odotusarvo

E(X)=u
ja varianssi
Var(X)=o0"

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla
Otos normaalijakaumasta

e Olkoon
X ,.X,...,X
yksinkertainen satunnaisotos normaalijakaumasta
N(u, 07)

« Talloin havainnot X, , X, , ..., X, ovat riippumattomia,
samaa normaalijakaumaa

N(u, o?)

noudattavia satunnaismuuttujia.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla
Normaalijakautuneen otoksen

uskottavuusfunktio ja log-uskottavuusfunktio

* Otoksen X, , X, , ..., X uskottavuusfunktio on
L(u,0°; Xis Xgyouns X,)

= (0 07N [ (xy s 1,0 ) o+ (3, 3 1,57)
:a-"<27r>2”exp{— : ﬁ(xi—mz}

20" <
* Otoksen X, , X, , ..., X logaritminen uskottavuusfunktio
on

l(,u,o'z;xl,xz,... X,)

>"n

=log L(1,0°;%,,%,,...,X,)

n 1 1
=—"logo” ——nlog(27r)—
, log ; g(2r)

> (5 — )

20° <

TKK (c) likka Mellin (2007)



Normaalijakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla
Normaalijakauman parametrien SU-estimaattorit

« Normaalijakauman N(x, o?) odotusarvon (£ ja varianssin
o2 SU-estimaattorit eli suurimman uskottavuuden
estimaattorit ovat havaintojen X, , X, , ... , X,
aritmeettinen keskiarvo

[ = ! Y X =X
N
ja otosvarianssi
6’ = 12()@ —-X)?
N o
 Huomautus:

Parametrien 4 ja o2 SU-estimaattorit yhtyvéat niiden momentti-
estimaattoreihin.

TKK (c) likka Mellin (2007)



Normaalijakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla

SU-estimaattoreiden johto 1/2

* Derivoidaan logaritminen uskottavuusfunktio

1 1 <
I(1,6%) =—"logo’ —~nlog(27) - X, — 1)’
(#,0%) == logo™ = nlog(27) 202;(’ 1)
ensin parametrin & suhteen ja merkitdan derivaatta nollaksi:
o(u,0°) _ 13
— X, — =0
o le( = 1)
« Derivaatan ainoa nollakohta

1= lel. =X

ni-

antaa log-uskottavuusfunktion maksimin parametrin 4 suhteen.
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Normaalijakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla

SU-estimaattoreiden johto 2/2

* Sijoitetaan ratkaisu y = x logaritmiseen uskottavuusfunktioon:

I(x,0°) = —glogd2 —%nlog(2ﬂ')— 2;2 Z(xl. -X)
i=1

* Derivoidaan funktio /(X,0") parametrin o2 suhteen ja merkitiin
derivaatta nollaksi:

dl(u,0?) n 1 _
=— + (x,—x)=0
Jdo” 20 20" ;

 Derivaatan ainoa nollakohta
. 1 <
6% = —Z(xl. —x)’
n -

antaa log-uskottavuusfunktion maksimin parametrin o2 suhteen.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla
SU-estimaattoreiden ominaisuudet 1/2

Normaalijakauman N(u, ¢ ?) odotusarvon i
SU-estimaattorilla i on seuraavat ominaisuudet:

(1) [t on harhaton.

(ii) [ ja 67 ovat yhdessd tyhjentdvid parametreille i ja o2,
(111) &1 on tehokas eli minimivarianssinen estimaattorsi.

(1v) [ on tarkentuva.

(v) [ noudattaa normaalijakaumaa:

. o’
IUNN[Iuaj
n

TKK
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Normaalijakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla

SU-estimaattoreiden ominaisuudet 2/2

Normaalijakauman N(, ¢?) varianssin o2
SU-estimaattorilla 62 on seuraavat ominaisuudet:

(i) & on harhainen, mutta estimaattori
2 n . 1 < 72
P="6"=— (X -X
n—1 n—1 Z:: (4, )
on harhaton.
(ii) [ ja 67 ovat yhdessi tyhjentdvid parametreille i ja o2.
iii) &7 ei ole tehokas eli minimivarianssinen estimaattori.
(111)
(iv) 67 on tarkentuva.

(v) (n—1)s% o ’ noudattaa y’-jakaumaa:
n—1)s
( 0-2) . 12 (n . 1)

TKK
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Eksponenttijakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla
Eksponenttijakauma ja sen parametrointi

Satunnaismuuttuja X noudattaa eksponenttijakaumaa
Exp(A), jos sen tiheysfunktio on

f(x;A)=Aexp(=Ax), x=20,4>0
Eksponenttijakauman ainoa parametri

1
A=———
E(X)
voidaan tulkita sopivat ehdot toteuttavassa jono-
tapahtumassa 1. tapahtuman odotusajaksi tai tapahtuma-

intensiteetiksi.

TKK
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Eksponenttijakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla

Otos eksponenttijakaumasta

e Olkoon
X ,.X,...,X
yvksinkertainen satunnaisotos eksponenttijakaumasta
Exp(A)

« Talloin havainnot X, , X, , ..., X, ovat riippumattomia,
samaa eksponenttijakaumaa

Exp(A)
noudattavia satunnaismuuttujia.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Eksponenttijakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla

Eksponenttijakautuneen otoksen
uskottavuusfunktio ja log-uskottavuusfunktio

* Otoksen X, , X, , ..., X uskottavuusfunktio on
L(A;x,%,,...,X,)

=f(x ;DA f(x, 5 4)
=A" exp(—lzn:xl.j

* Otoksen X, , X, , ..., X logaritminen uskottavuusfunktio
on
I(A;x,%,,...,X,)

=logL(A;x,%,,...,X,)

=nlog(A)— /IZH: X,
i=1

TKK (c) likka Mellin (2007) 40



Eksponenttijakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla
Eksponenttijakauman parametrin SU-estimaattori

« Eksponenttijakauman Exp(A) parametrin A
SU-estimaattori cli suurimman uskottavuuden
estimaattori on

A=t
X
jossa
lezxi
n o

on havaintojen X, , X, , ... , X, aritmeettinen keskiarvo.

* Huomautuksia:
—  Parametrin A SU-estimaattori yhtyy sen momenttiestimaattoriin.

— Estimaattorin A ominaisuudet sivuutetaan.
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Eksponenttijakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla

SU-estimaattorin johto

* Derivoidaan logaritminen uskottavuusfunktio

[(A)=nlog(A)— ﬂzn: X,

parametrin A suhteen ja merkitdan derivaatta nollaksi:

M ﬁ_z

 Derivaatan ainoa nollakohta

o1 1

] & hd
in
n 5

antaa log-uskottavuusfunktion maksimin parametrin A suhteen.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Bernoulli-jakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla
Bernoulli-jakauma ja sen parametrointi

Olkoon A4 tapahtuma, jonka todenniakoisyys on p:
Pr(4) =p
Maaritelladn satunnaismuuttuja X seuraavasti:
1, 108 A tapahtuu
v { jos 4 tap

0, jos 4 e1 tapahdu

Satunnaismuuttuja X noudattaa Bernoulli-jakaumaa
Ber(p) ja sen pistetodenndkoisyysfunktio on

fp)=p"1-p)~,x=0,1;0< p<l

Bernoulli-jakauman ainoa parametri p yhtyy jakauman
odotusarvoon:

p=EW)
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Bernoulli-jakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla

Otos Bernoulli-jakaumasta

* Olkoon
X, X,...,X
yksinkertainen satunnaisotos Bernoulli-jakaumasta
Ber(p)

« Talloin havainnot X, , X, , ... , X ovat riippumattomia,
samaa Bernoulli-jakaumaa

Ber(p)

noudattavia satunnaismuuttujia.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Bernoulli-jakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla
Bernoulli-jakautuneen otoksen

uskottavuusfunktio ja log-uskottavuusfunktio

* Otoksen X, , X, , ..., X uskottavuusfunktio on

L(p;x,x,....x)
=f(xsp)f(x;p)f(x,;p)
_ pr,. (l_p)n—zx,.

* Otoksen X, , X, , ..., X logaritminen uskottavuusfunktio
on

I(psXx,Xysees X))
=logL(p;x,Xy5...r X,)

=3 5 log(p)+(n =3 x)log(l- p)
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Bernoulli-jakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla
Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin

SU-estimaattori 1/2

Bernoulli-jakauman Ber(p) odotusarvoparametrin p
SU-estimaattori eli suurimman uskottavuuden
estimaattori on havaintojen X, , X, , ... , X,
aritmeettinen keskiarvo

b= ! Y X =X
n- i
Huomautus:

Parametrin p SU-estimaattori yhtyy sen momenttiestimaattoriin.
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Bernoulli-jakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla
Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin

SU-estimaattori 2/2

« Koska
v {1, jos A tapahtuu

0, jos A ei1 tapahdu
niin

iXi:f

jossa f on tapahtuman A4 frekvenssi otoksessa.

* Siten Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin p
suurimman uskottavuuden estimaattori

R f
__NVYy =L
P n; " on

on tapahtuman A suhteellinen frekvenssi otoksessa.
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Bernoulli-jakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla

SU-estimaattorin johto

* Derivoidaan logaritminen uskottavuusfunktio

I(p) =) xlog(p)+(n—2 x)log(l- p)
i=1 i=1
parametrin p suhteen ja merkitdan derivaatta nollaksi:
d(p) Xx, n-Xx;, _

dgp p 1-p
 Derivaatan ainoa nollakohta

0

antaa uskottavuusfunktion maksimin.
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Bernoulli-jakauman parametrien estimointi SU-menetelmalla
SU-estimaattorin ominaisuudet

Bernoulli-jakauman Ber(p) odotusarvoparametrin p
SU-estimaattorilla p on seuraavat ominaisuudet:

(1) p on harhaton.

(i1) p on tyhjentdvd.

(ii1) p on tehokas eli minimivarianssinen estimaattori.
(iv) p on tarkentuva.

(v) p noudattaa asymptoottisesti normaalijakaumaa:

. p(l-p)
p aN(p, ; )
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Estimointimenetelmat

Todennakoisyysjakaumien parametrien estimointi

Suurimman uskottavuuden menetelma
Normaalijakauman parametrien estimointi
Eksponenttijakauman parametrien estimointi
Bernoulli-jakauman parametrien estimointi

>> Momenttimenetelma

Normaalijakauman parametrien estimointi
Eksponenttijakauman parametrien estimointi
Bernoulli-jakauman parametrien estimointi

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Momenttimenetelma

Momentit
e QOlkoon
X, X,...,X

yksinkertainen satunnaisotos jakaumasta f(x ; ), jonka
parametrina on p-vektori

0=(6,,6,, ..., 6)

« Oletetaan, ettd jakaumalla f(x ; ) on kaikki (origo-)
momentit ¢, kertalukuun p saakka (ks. monisteen

Todennakoisyyslaskenta lukua Jakaumien tunnusluvut)Z

E(Xl.k):ak Jk=12,....,p,i=12,....n

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Momenttimenetelma
Parametrien ja momenttien yhteys 1/2

* QOletetaan, etti momenttien

o, 0, ..., 0
ja parametrien

6.,6,,..,6

> Up
valilla on jatkuva bijektio eli kdantaen yksikasitteinen

kuvaus:

(0, =2,6,6,,....0)
o, =g,(6,.0,.....6,)

p

O

p

o,=g,(0,.6,....6,)
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Momenttimenetelma

Parametrien ja momenttien yhteys 2/2

e Talloin parametrit
6.,6,,..,0

(2
voldaan esittia momenttien

e, 0, ..., 0,
funktioina:

0, =h(0,0,,...,2,)
0,=mh,q,....a,)

(2) 5

\Qp :hp(al,az,...,ap)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Momenttimenetelma

Momenttiestimaattorit

Estimoidaan momentit ¢, , ¢, , ..., a, vastaavilla otos-
momenteilla (ks. lukua Tilastollisten aineistojen kuvaaminen):

a, = lZ:X ¢
nio
Sijoittamalla estimaattorit a, , a, , ..., a, momenttien
o, 0, ..., o, pakalle yhtdloihin (2), saadaan para-
metrien 6, , 6, , ..., 6}? momenttiestimaattorit eli
MM-estimaattorit

0 =h(a,a,,...,a,)

(3) o, fhz(al,az,...,ap)

\‘919 =hp(a1,a2,...,ap)

TKK
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Momenttimenetelma
Kommentteja

e Monet todenndkoisyysjakaumat on parametroitu
jakauman (origo-) momenteilla tai keskusmomenteilla:

(1) Jos jakauman parametreina on jakauman (origo-)
momentteja, vastaavat otosmomentit ovat ko.
parametrien momenttiestimaattoreita.

(11) Jos jakauman parametreina on jakauman keskus-
momentteja, vastaavat otoskeskusmomentit ovat ko.
parametrien momenttiestimaattoreita.
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Momenttimenetelma

Momenttiestimaattoreiden ominaisuudet

Olkoon X, , X, , ... , X Vvksinkertainen satunnaisotos
jakaumasta f (x ; 6), jonka parametrina on 6.

« Olkoon @ parametrin § momenttiestimaattori eli MM-
estimaattori.

« Hyva estimaattori on harhaton, tyhjentdvd, tehokas ja
tarkentuva (ks. lukua Estimointi).

« MM-estimaattori ei valttamatta tayta
yhtakaan hyvan estimaattorin Kriteeria, joten
momenttimenetelmaa kaytettaessa on aina erikseen
varmistettava tuloksena saadun estimaattorin hyvyys.
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Momenttimenetelma
Momenttimenetelma vs

suurimman uskottavuuden menetelma

 Momenttimenetelma ei fuota todennakoisyysjakauman
parametreille valttimatta samoja estimaattoreita kuin
suurimman uskottavuuden menetelma.

 Monissa alkeellisissa tilanteissa molemmilla menetelmilla
saadaan kuitenkin samat estimaattorit.

 Momenttimenetelma on menetelmistd vanhempi ja se
perustuu naiiviin analogia-periaatteeseen: Teoreettiset
momentit voidaan estimoida vastaavilla otossuureilla.

e Suurimman uskottavuuden menetelma on hyvin
pitkalti syrjdayttinyt momenttimenetelméan todennakoisyys-
jakaumien parametrien estimaattoreita johdettaessa.
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Momenttimenetelma

Esimerkkeja 1/2

e QOlkoon
X, X,. ... X

n
vksinkertainen satunnaisotos jakaumasta f(x ; 6), jonka
parametrina on 6.

« Tarkastellaan seuraavien jakaumien parametrien
MM-estimointia eli estimointia momenttimenetelmalla (ks.
monisteen Todennakoisyyslaskenta lukuja Diskreetteja jakaumia ja

Jatkuvia jakaumia)Z

— Normaalijakauma

—  Eksponenttijakauma
—  Bernoulli-jakauma
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Momenttimenetelma

Esimerkkeja 2/2

Huomautuksia:

Normaalijakauman, eksponenttijakauman ja Bernoulli-jakauman
parametrien estimointia suurimman uskottavuuden menetelmdlld
on tarkasteltu edellisessd kohdassa.

Normaalijakauman, eksponenttijakauman ja Bernoulli-jakauman
tapauksessa momenttimenetelma ja suurimman uskottavuuden
menetelma tuottavat jakaumien parametreille samat
estimaattorit.

Estimaattoreiden ominaisuuksia on késitelty suurimman
uskottavuuden menetelman soveltamisen yhteydessa.
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Normaalijakauman parametrien estimointi momenttimenetelmalla
Normaalijakauma ja sen parametrointi

e Satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa
N(u, 0?), jos sen tiheysfunktio on

2
fxu,0°)= : eXp _l(x_ﬂ)
ON27T 2\ O

—co < [l <400, >0
e Normaalijakauman parametreina ovat jakauman
odotusarvo

E(X)=u
ja varianssi
Var(X)=o0"

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakauman parametrien estimointi momenttimenetelmalla
Normaalijakauman parametrien ja

momenttien yhteys

e Mairitellddn satunnaismuuttujan X 1. ja 2. momentti
kaavalla

o, =E(X"),k=1,2

e Normaalijakauman parametrien & ja o2 sekd momenttien
o, ja o, valilla on seuraava bijektio:

(1) Parametrit lausuttuina momenttien funktioina:
H=EX)=0,
{az = Var(X) = E[(X - 4’1 = E(X*)~ i/’ =ot, —
(11) Momentit lausuttuina parametrien funktioina:
oy =E(X)=u
{0{2 =E(X) =0+ u’
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Normaalijakauman parametrien estimointi momenttimenetelmalla
Otos normaalijakaumasta

* Olkoon
X, X,...,X
yksinkertainen satunnaisotos normaalijakaumasta
N(u, 07)

« Talloin havainnot X, , X, , ... , X ovat riippumattomia,
samaa normaalijakaumaa

N(u, o?)

noudattavia satunnaismuuttujia.
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Normaalijakauman parametrien estimointi momenttimenetelmalla
Normaalijakauman parametrien

momenttiestimaattorit 1/2

« Maaritelldan havaintojen X, , X, , ... , X, 1.ja 2.
otosmomentti kaavalla

1 n
a,=—) X', k=12
n -
 Siten normaalijakauman N(u, o ?) parametrien /ja 02
MM-estimaattorit cli momenttiestimaattorit ovat

-

. l &
H=a, :_ZXi
i=l1

n _

1 n
A2 2 Z 2 2
n o

.
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Normaalijakauman parametrien estimointi momenttimenetelmalla
Normaalijakauman parametrien

momenttiestimaattorit 2/2

Odotusarvon i momenttiestimaattori

,[lzal—lzn:Xl.:)_(
i=l1

n _

on havaintojen X, , X, , ... , X, aritmeettinen keskiarvo.

Varianssin ¢ ? momenttiestimaattori

. ] & — 1 —
6'=a,-a; == X} -X'==) (X,—-X) =m,
n - n =
on havaintojen X, , X, , ..., X, ofosvarianssi eli

2. keskusmomentti.

TKK
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Eksponenttijakauman parametrien estimointi momenttimenetelmalla

Eksponenttijakauma ja sen parametrointi

Satunnaismuuttuja X noudattaa eksponenttijakaumaa
Exp(A), jos sen tiheysfunktio on

f(x;A)=Aexp(=Ax), x=20,4>0
Eksponenttijakauman ainoa parametri

1
A=——
E(X)
voidaan tulkita sopivat ehdot toteuttavassa jono-
tapahtumassa 1. tapahtuman odotusajaksi tai tapahtuma-

intensiteetiksi.
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Eksponenttijakauman parametrien estimointi momenttimenetelmalla
Eksponenttijakauman parametrin ja

1. momentin yhteys

Maaritellaan satunnaismuuttujan X 1. momentti kaavalla
o, = E(X)

Eksponenttijakauman parametrin A4 ja 1. momentin ¢,
valilla on seuraava bijektio:

(i) Parametri A lausuttuna momentin ¢; funktiona:

E(X) o
(il) Momentti ¢; lausuttuna parametrin A funktiona:
1
o =E(X)=—
1 = E(X) P
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Eksponenttijakauman parametrien estimointi momenttimenetelmalla

Otos eksponenttijakaumasta

e Olkoon
X, X,...,X
yvksinkertainen satunnaisotos eksponenttijakaumasta
Exp(A)

« Talloin havainnot X, , X, , ... , X ovat riippumattomia,
samaa eksponenttijakaumaa

Exp(4)

noudattavia satunnaismuuttujia.
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Eksponenttijakauman parametrien estimointi momenttimenetelmalla

Eksponenttijakauman parametrin
momenttiestimaattori

« Maaritellddn havaintojen X, , X, , ... , X, 1. otosmomentti
kaavalla

1 <&
Cll :;ZXZ'
=1

 Siten eksponenttijakauman Exp(A) parametrin A
MM-estimaattori c¢li momenttiestimaattori on

~ 1 1
ﬂ,:—:T
a X
jossa
Y=a

on havaintojen X, , X, , ... , X, aritmeettinen keskiarvo.
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Bernoulli-jakauman parametrien estimointi momenttimenetelmalla
Bernoulli-jakauma ja sen parametrointi

Olkoon A4 tapahtuma, jonka todenniakoisyys on p:
Pr(4) =p
Maaritellaan satunnaismuuttuja X seuraavasti:
1, 108 A tapahtuu
v { jos 4 tap

0, jos 4 e1 tapahdu

Satunnaismuuttuja X noudattaa Bernoulli-jakaumaa
Ber(p) ja sen pistetodenndkoisyysfunktio on

f;p)=p"(1-p)™*,x=0,1,0< p<l

Bernoulli-jakauman ainoa parametri p yhtyy jakauman
odotusarvoon:

p=EWX)
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Bernoulli-jakauman parametrien estimointi momenttimenetelmalla
Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin ja

1. momentin yhteys

e Mairitelldadn satunnaismuuttujan X 1. momentti kaavalla
o, = E(X)
« Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin p ja
1. momentin ¢ vélilld on seuraava bijektio:
(1) Parametri p lausuttuna momentin ¢, funktiona:
p=EX) =0
(1) Momentti ¢; lausuttuna parametrin p funktiona:

o =EX)=p
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Bernoulli-jakauman parametrien estimointi momenttimenetelmalla

Otos Bernoulli-jakaumasta

* Olkoon
X, X,...,X
yksinkertainen satunnaisotos Bernoulli-jakaumasta
Ber(p)

« Talloin havainnot X, , X, , ... , X ovat riippumattomia,
samaa Bernoulli-jakaumaa

Ber(p)

noudattavia satunnaismuuttujia.
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Bernoulli-jakauman parametrien estimointi momenttimenetelmalla
Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin

momenttiestimaattori 1/2

« Maaritellddn havaintojen X, , X, , ... , X, 1. otosmomentti
kaavalla
1 n
a, = —ZX ;
n -
 Siten Bernoulli-jakauman Ber(p) odotusarvoparametrin p
MM-estimaattori eli momenttiestimaattori on

p=a =X
jossa
Y=a

on havaintojen X, , X, , ..., X, aritmeettinen keskiarvo.
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Bernoulli-jakauman parametrien estimointi momenttimenetelmalla
Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin

momenttiestimaattori 2/2

 Koska
{1, jos A tapahtuu
X —

0, jos A4 e1 tapahdu
niin

iXi:f

jossa f on tapahtuman A4 frekvenssi otoksessa.

« Siten Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin p
momenttiestimaattori

R f
NV y =L
P n; " on

on tapahtuman A suhteellinen frekvenssi otoksessa.
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