likka Mellin
Todennakoisyyslaskenta

Liite 1: Joukko-oppi

TKK (c) likka Mellin (2007)



Joukko-oppi

>> Joukko-opin peruskasitteet
Joukko-opin perusoperaatiot
Joukko-opin laskusaannot
Funktiot
Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia
Boolen algebrat
o-algebrat
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Joukko-opin peruskasitteet

Joukko ja sen alkiot 1/2

Joukko on kokoelma olioita, joita kutsutaan joukon
alkioiksi.

Joukkoja merkitaan tavallisesti 1soilla kirjaimilla
A,B,....S ..., X ...

ja joukon alkioita vastaavilla pienilla kirjaimilla

a,b,....,s,....x, ...

« Joukko A4 on hyvin maaritelty, jos jokaisesta oliosta s
voldaan sanoa onko se joukon A alkio vai ei.

 Siten joukko on hyvin mddritelty, jos sen alkiot tunnetaan.

TKK (c) likka Mellin (2007)



Joukko-opin peruskasitteet

Joukko ja sen alkiot 2/2

* Merkitdan joukon ja sen alkioiden valista relaatiota
seuraavasti:

se A
ja sanotaan:

s on joukon A alkio
tai

s kuuluu joukkoon A

* Vastaavasti merkitdan sita, ettd s ei ole joukon A alkio eli
s el kuulu joukkoon A seuraavasti:

s¢& A

TKK (c) likka Mellin (2007)



Joukko-opin peruskasitteet
Joukon maaritteleminen

Joukko maaritellaan tavallisesti kuvailemalla sen alkioiden
ominaisuudet.

Joukon alkioiden ominaisuudet maaritteleva lause
kirjoitetaan tavallisesti lainausmerkkien valiin:

A ="Joukon A alkioiden
ominaisuudet maaritteleva lause”

TKK
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Joukko-opin peruskasitteet
Joukon maaritteleminen:

Esimerkkeja

« Esimerkkejd joukkojen maarittelemisesta:
A = "Kansanedustajien joukko”
B ="Teknilliseen korkeakouluun vuonna 2007
hyvaksyttyjen uusien opiskelijoiden joukko”
C = ”Rahanheiton tulosvaihtoehtojen joukko”
D = "Lottoarvonnan tulosvaihtoehtojen joukko”
E ="Yhtalon sin(x) = 0 ratkaisujen joukko, kun x on reaaliluku”

F ="Yhtélon x?> = —1 ratkaisujen joukko,
kun x on kompleksiluku”

TKK (c) likka Mellin (2007)



Joukko-opin peruskasitteet
Joukon maaritteleminen ehtolauseiden avulla

* Joukon alkioiden méaiarittelevat ominaisuudet kuvaillaan
tavallisesti antamalla ehto, joka alkioiden on toteutettava.

* Oletetaan, etta olio s on joukon A alkio el
se A,
jos oliota s koskeva ehtolause P(s) on tosi.

» Talloin joukko 4 voidaan maaritellad kirjoittamalla
A=1{s|P(s);

TKK (c) likka Mellin (2007)



Joukko-opin peruskasitteet
Joukon maaritteleminen ehtolauseiden avulla:
Esimerkki 1/2

e Olkoon A4 niiden reaalilukuparien (x, y) joukko, jotka toteuttavat ehdon
x*+y° =1
« Joukko A4 on siis origokeskisen yksikkosateisen ympyran kehan
pisteiden joukko tasossa.
* Joukko A voidaan maaritelld kirjoittamalla
A :{(x,y)‘xe R, ye R, x* +y° :1}
jossa R on reaalilukujen joukko.

TKK (c) likka Mellin (2007) 8



Joukko-opin peruskasitteet
Joukon maaritteleminen ehtolauseiden avulla:
Esimerkki 2/2

« Esimerkiksi lukupari

P

koska

3) (4) 9 16
5 5 25 25
* Sen sijaan lukupari
(L1)e A:{(x,y)‘xe R, ye R,x2+y2:1}
koska

P+IP=1+1=2#1

TKK (c) likka Mellin (2007)



Joukko-opin peruskasitteet
Aarelliset joukot

e Jos joukko on aarellinen, se voidaan maaritella
luettelemalla sen alkiot.

* Olkoot joukon 4 alkiot sy, §,, ... , s, , jolloin siis
S1s Sys eoe 55, € A

« Joukko A4 voidaan maaritella kirjoittamalla
A=1{S,S9 ., S, }

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Joukko-opin peruskasitteet
Aarelliset joukot:

Esimerkkeja

* Olkoon A rahanheiton tulosvaihtoehtojen joukko.
* Rahanheiton tuloksena on joko Kruuna tai Klaava.

« Joukko A4 voidaan maaritella kirjoittamalla
A = {Kruuna, Klaava}

* Olkoon B nopanheiton tulosvaihtoehtojen joukko.
« Nopanheiton tuloksena on jokin silmaluvuista 1, 2, 3, 4, 5 ta1 6.

« Joukko B voidaan maaritella kirjoittamalla
B=1{1,2,3,4,5,6}

TKK (c) likka Mellin (2007) 11



Joukko-opin peruskasitteet
Numeroituvasti aarettomat joukot 1/2

« Jos joukon alkiot voidaan jdrjestdd jonoon, joukkoa
sanotaan numeroituvaksi.

* Adadrelliset joukot ovat aina numeroituvia.

e Adrettomid numeroituvia joukkoja kutsutaan
numeroituvasti aarettomiksi.
* Esimerkkeja:

Voidaan osoittaa, ettd luonnollisten lukujen joukko N,
kokonaislukujen joukko 7. ja rationaalilukujen joukko Q ovat
kaikki numeroituvasti darettomia ja siten yhtd mahtavia.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Joukko-opin peruskasitteet
Numeroituvasti aarettomat joukot 2/2

« Numeroituvasti darettomat joukot maaritellaan usein
luettelemalla joukon alkioiden muodostamasta jonosta
muutama ensimmdisen alkio.

* Esimerkkeja:
{1, 2, 3, ... } = positiivisten kokonaislukujen eli
luonnollisten lukujen joukko N

{1, 3,5, ... } = parittomien positiivisten kokonaislukujen
joukko

{2,4, 6, ... } = parillisten positiivisten kokonaislukujen joukko

TKK (c) likka Mellin (2007) 13



Joukko-opin peruskasitteet
Ylinumeroituvat joukot

« Jos joukko on ddreton ja sen alkioita ei voida jdarjestdd
jonoon, joukkoa sanotaan ylinumeroituvaksi.

e Esimerkki:

Voidaan osoittaa, ettd reaalilukujen joukko R on ylinumeroituva
ja siten mahtavampi kuin luonnollisten lukujen joukko N.

TKK (c) likka Mellin (2007) 14



Joukko-opin peruskasitteet
Joukon kasite ja joukon maaritteleminen:

Kommentteja

« Tassa esityksessa joukko on maaritelty kokoelmana joukon
alkioiksi sanottuja olioita.

o Tama naiivin joukko-opin maaritelma joukolle ei ole
matemaattisesti taismallinen, koska se on kehdmddritelma:

Kokoelma ~ Joukko

« Joukon kisitteen epatdsmallisestd maaritelmasta seuraa se,
ettd naiivissa joukko-opissa on mahdollista maaritella
joukkoja, joilla on ristiriitaisia ominaisuuksia.

TKK (c) likka Mellin (2007) 15



Joukko-opin peruskasitteet

Joukko-opin paradoksit 1/2

« Joukot e1vit ole yleensa itsensa alkioita.

e Olkoon Z kaikkien niiden joukkojen joukko, jotka eivit ole itsensa
alkiota:

Z={X|X¢ X|
* Kysymys: Onko joukko Z itsensa alkio vai ei1?
 Kysymykseen voidaan antaa kaksi ristiriitaista vastausta:

(1) Jos Z on joukon Z alkio, Z ei kuuluu joukkoon Z joukon Z
maaritelmin mukaan.

(11) Jos Z ei ole joukon Z alkio, Z kuuluu joukkoon Z joukon Z
maaritelman mukaan.

« Joukon Z mairitelmasta johdettua ristiriitaa kutsutaan Russellin
paradoksiksi.

TKK (c) likka Mellin (2007)



Joukko-opin peruskasitteet

Joukko-opin paradoksit 2/2

Naiivissa joukko-opissa voidaan johtaa useita paradokseja.
Paradoksit perustuvat siithen, etti naiivissa joukko-opissa voidaan
mddritelld joukkoja, joilla on ristiriitaisia ominaisuuksia.

Tama merkitsee sita, ettd naiivi joukko-oppi suhtautuu liian
vapaamielisesti joukkojen maarittelemiseen.

Paradokseja ei synny, jos ristiriitaisilla ominaisuuksilla varustettujen
joukkojen madritteleminen estetddn.

Ristiriitaisilla ominaisuuksilla varustettujen joukkojen maaritteleminen
saadaan estetyksi kehittamalla joukko-oppi1 aksiomaattiseksi
Jjarjestelmdksi.

TKK
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Joukko-opin peruskasitteet
Naiivi vs aksiomaattinen joukko-oppi

« Naivin joukko-opin ongelmat voidaan valttaa kehittamalla
joukko-opp1 aksiomaattiseksi jarjestelmdksi.

 Naiivi joukko-oppi riittad kuitenkin perustaksi kaikissa
joukko-opin tavanomaisissa sovelluksissa ja siksi1 tassa
esityksessa e1 kiytetd aksiomaattista esitystapaa.

TKK (c) likka Mellin (2007) 18



Joukko-opin peruskasitteet
Joukkojen samuus

« Joukot ovat samat, jos niilld on samat alkiot.

« Siten joukot 4 ja B ovat samat, jos jokaiselle oliolle s
patee:

se A<= se B

* Merkitdan sitd, ettd joukot 4 ja B ovat samat seuraavasti:
A=B

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Joukko-opin peruskasitteet
Joukkojen samuus:

EsimerkkKi

* Olkoon 4 yhtilon x? = 4 ratkaisujen joukko reaalilukujen joukossa R:
A ={xe R‘xz = 4}

 Olkoon
B=1{-2+2}
o Talloin
A=B

TKK (c) likka Mellin (2007) 20



Joukko-opin peruskasitteet
Osajoukko

Joukko B on joukon A osajoukko eli joukko B sisdltyy

joukkoon A, jos jokainen joukon B alkio kuuluu joukkoon

A eli
seB=>se A4

Merkitdan sita, ettd joukko B on joukon 4 osajoukko
seuraavasti:

BcAtaaAD B

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Joukko-opin peruskasitteet
Osajoukko-relaatio

Olla osajoukkona on kahden joukon vilinen relaatio.

Jos joukko B ei ole joukon A4 osajoukko, merkitain
Bz A

Talloin joukossa B on ainakin yksi alkio, joka ei1 kuulu
joukkoon A4.

« Jos A ja B ovat kaksi mielivaltaista joukkoa, kummankaan
e1 tarvitse olla toisen osajoukko.

TKK (c) likka Mellin (2007) 22



Joukko-opin peruskasitteet
Aito osajoukko

« Joukko B on joukon A aito osajoukko, jos
Bc A
mutta
B#A

« Talloin jokainen joukon B alkio kuuluu joukkoon 4, mutta

joukossa A on ainakin yksi alkio, joka ei1 kuulu joukkoon
B.

TKK (c) likka Mellin (2007) 23



Joukko-opin peruskasitteet

Tyhja joukko

« Joukko on tyhja, jos sithen e1 kuulu yhtaan alkiota.
* Merkitdan tyhjaa joukkoa symbolilla
%

« Jos joukko & on tyhja, ei ole olemassa yhtidin oliota s,
jolle

se

* Tyhja joukko & on jokaisen joukon osajoukko eli mieli-
valtaiselle joukolle 4 patee:

D A

TKK (c) likka Mellin (2007) 24



Joukko-opin peruskasitteet
Perusjoukko

* Sekaannuksien valttamiseksi joukkoja sekd niiden valisia
relaatioita ja operaatioita on aina syyta tarkastella syvin
mddritellyssd perusjoukossa.

* Merkitsemme perusjoukkoa usein kirjaimella
S
» Talloin kaikille tarkasteltaville joukoille 4, B, ... pitaa
patea:
Ac S, BcS, ...

TKK (c) likka Mellin (2007) 25



Joukko-opin peruskasitteet
Perusjoukon maarittelemisen merkitys:

EsimerkkKi

» Perusjoukon eksplisiittinen tai implisiittinen mddritteleminen on
sekaannuksien vdlttamiseksi vilttamdtontd.

« Jos kirjoitetaan

A= {x‘xz = —1}
e1 voida olla varmoja siitd, mika joukko 4 on.
* Olkoot

B= {xe R|x* = —1} , jossa R on reaalilukujen joukko

C= {xe Clx* = —1} , jossa C on kompleksilukujen joukko
e Talloin
B=J
ja

C ={-i,+i}, jossa i = J-1

TKK (c) likka Mellin (2007) 26



Joukko-opin peruskasitteet
Venn-diagrammi

Joukko-opin operaatioita
ja laskusaintoja voidaan
havainnollistaa ns. Venn-
diagrammien avulla.

* Olkoon tarkasteltava joukko 4
perusjoukon S osajoukko.

* Perusjoukkoa S kuvataan
suorakaiteella.

o Joukkoa A — S kuvataan

suorakaiteen osa-alueella.

e Tavallisest1 tarkasteltava
joukko A4 varjostetaan.

TKK (c) likka Mellin (2007)



Joukko-opin peruskasitteet
Venn-diagrammi:
Kommentteja

» Joukko-opin laskusiadnnon havainnollistus Venn-
diagrammin avulla ei sisdlld saannon todistusta.

* Venn-diagrammien avulla voidaan havainnollistaa
katevasti myos todenndkoisyyslaskennan perus-
laskusaantoja.

TKK (c) likka Mellin (2007)

28



Joukko-opin peruskasitteet
Venn-diagrammi:
Joukkoon kuuluminen

Olkoot x ja y perusjoukon §
alkioita ja olkoon A4 perus-
joukon S osajoukko:

xe S,ye §,AcS

Viereinen Venn-diagrammi
kuvaa tilannetta, jossa alkio x
kuuluu joukkoon A, mutta
alkio y ei kuulu:

xe A,ye A

TKK
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Joukko-opin peruskasitteet
Venn-diagrammi:
Olla osajoukkona

* Olkoot joukot 4 ja B perus-
joukon § osajoukkoja:

AcSjaBcS

* Viereinen Venn-diagrammi
kuvaa tilannetta, jossa
joukko B on joukon A
(a1to) osajoukko:

BcA

TKK () llkka Mellin (2007)
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Joukko-opin peruskasitteet

Lukujoukot 1/2

Tavalliset lukujoukot:

Luonnollisten lukujen joukko:
N={1,2,3,...}

Kokonaislukujen joukko:
Z={...,-3,-2,-1,0,+1,42,43,...}

Rationaalilukujen joukko:

Q-{s

Reaalilukujen joukko:
R

qzﬁ,meZ,neZ,n;tO}
n

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Joukko-opin peruskasitteet

Lukujoukot 2/2

Kompleksilukujen joukko:
Cz{z‘zzx+iy,xe R, ye R,i:\/—_l}

e Huomautus:

Joukot N,7Z ja QQ ovat numeroituvasti ddrettomid ja yhtd
mahtavia, kun taas joukot R ja C ovat ylinumeroituvia ja siten
mahtavampia kuin luonnollisten lukujen joukko N,

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Joukko-opin peruskasitteet
Lukujoukkojen keskinaiset suhteet

* Lukuja tarkasteltaessa perusjoukkona kaytetaan tavallisesti
kompleksilukujen joukkoa C , koska lukujoukkojen vililla
on seuraavat (aidot) osajoukkorelaatiot:

NcZcQcRcC

ja lisaksi1 yksikdan seuraavista laskutoimituksista €1 vie
kompleksilukujen joukon ulkopuolelle:

—  yhteenlasku

—  viahennyslasku
—  kertolasku

—  jakolasku

—  juurenotto

TKK (c) likka Mellin (2007) 33



Joukko-oppi

Joukko-opin peruskasitteet
>> Joukko-opin perusoperaatiot
Joukko-opin laskusaannot
Funktiot
Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia
Boolen algebrat
o-algebrat

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Joukko-opin perusoperaatiot
Mita opimme?

« Tarkastelemme tissa kappaleessa seuraavia joukko-opin
perusoperaatioita.

(1) Joukon komplementtijoukon muodostaminen.

(11) Kahden joukon yhdisteen eli unionin
muodostaminen.

(i11) Kahden joukon leikkauksen muodostaminen.
(iv) Kahden joukon erotuksen muodostaminen.

(v) Kahden joukon symmetrisen erotuksen
muodostaminen.

TKK (c) likka Mellin (2007) 35



Joukko-opin perusoperaatiot
Komplementtijoukko

« Olkoon 4 c S perusjoukon §
osajoukko.

« Joukon 4 komplementti-
joukko eli komplementti
A€ on niiden perusjoukon §
alkioiden joukko, jotka eivdt
kuulu joukkoon A:

Ac={se S|s¢ A}

Ac

TKK () llkka Mellin (2007)
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Joukko-opin perusoperaatiot
Yhdiste eli unioni

e Olkoot4dcSjaBcS
perusjoukon S osajoukkoja.

 Joukkojen 4 ja B yhdiste
ell unioni 4UB on niiden
perusjoukon S alkioiden
joukko, jotka kuuluvat
joukkoon A tai joukkoon
B tai molempiin:

AUB

={se S|se Atais e B}

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Joukko-opin perusoperaatiot
Leikkaus

e Olkoot4dcSjaBcS
perusjoukon S osajoukkoja.

« Joukkojen A4 ja B leikkaus
ANB on niiden perusjoukon
S alkioiden joukko, jotka
kuuluvat joukkoon A ja
joukkoon B:

ANB
={se S|se djase B}

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Joukko-opin perusoperaatiot

Yhdiste ja leikkaus

« Joukkojen 4 ja B yhdiste
AUB voidaan esittad joukon A
ja joukon B komplementtien
leikkauksen komplementtina:

AUB = (A°N\B°)°
« Joukkojen A4 ja B leikkaus
ANB voidaan esittdd joukon A

ja joukon B komplementtien
yhdisteen komplementtina:

AUB

ANB = (4°UB°)°

TKK () llkka Mellin (2007) 39



Joukko-opin perusoperaatiot
Pistevieraat joukot

 Jos joukoilla 4 ja B ei ole
yhteisid alkioita, sanotaan,
ettd joukot 4 ja B ovat
pistevieraita.

» Joukot 4 ja B ovat
pistevieraita, jos ja vain jos

ANB =

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Joukko-opin perusoperaatiot
Pistevieraat joukot:

Esimerkki eduskunnasta

Kansanedustaja ei voi olla kahden puolueen jasen.
Maaritelldan perusjoukko:
S = ”Kansanedustajien joukko”

Maairitellaan Kokoomuspuolueen ja Vasemmistoliiton
kansanedustajien joukot:

K = {s € §|s on Kokoomuspuolueen kansanedustaja}

V={s e §|son Vasemmistoliiton kansanedustaja}
Talloin joukot K ja V ovat pistevieraita:

KnV=09

TKK
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Joukko-opin perusoperaatiot

Erotus 1/2

OlkootA c SjaBcS
perusjoukon S osajoukkoja.

Joukkojen 4 ja B erotus

A\B

on niiden perusjoukon

S alkioiden joukko, jotka
kuuluvat joukkoon A, mutta
eivdt kuulu joukkoon B:

A\B

={se S|se djase B}

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Joukko-opin perusoperaatiot

Erotus 2/2

» Joukkojen A4 ja B erotus A\ B
voldaan esittdd joukon A4 ja
joukon B komplementin
leikkauksena:

A\ B=ANB°

* Perustelu:
se A\B&
se Ajas¢ B
se Ajase B

s € ANB¢

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Joukko-opin perusoperaatiot
Komplementti ja erotus

Joukon A komplementti A¢
voldaan esittad perusjoukon S
ja joukon A4 erotuksena:

Ac=8\A4

Perustelu:

se A° s

se Sjas¢e A&
se S\A4

TKK

() llkka Mellin (2007)
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Joukko-opin perusoperaatiot
Symmetrinen erotus 1/3

joukkoon B, mutta eivdt

OlkootA c SjaBcS
perusjoukon S osajoukkoja.

Joukkojen 4 ja B
symmetrinen erotus 4. B
on niiden perusjoukon S
alkioiden joukko, jotka
kuuluvat joukkoon A tai

molempiin:

AABZ{SE S‘se A taise B,
mutta s ¢ AN B}

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Joukko-opin perusoperaatiot
Symmetrinen erotus 2/3

» Joukkojen 4 ja B symmet-
rinen erotus voidaan esittaa
joukkojen A4 ja B yhdisteen ja
leikkauksen erotuksena:

AaB :(AUB)\(AmB)

e Perustelu:

s€ AanB &

se Atalse Bomuttas¢ ANB &
se AuB, muttasg ANB <

se (AUB)\(4NB)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Joukko-opin perusoperaatiot
Symmetrinen erotus 3/3

» Joukkojen 4 ja B symmet-
rinen erotus voldaan esittaa
joukkojen A4 ja B erotuksen ja
joukkojen B ja A erotuksen

yhdisteena:
AsB=(A\B)U(B\ A)
e Perustelu:
s€ AnB & A B
se Ataise B,muttaseg ANB < \ /
) AaB
se A, mutta s¢ B tai
se B, muttasg A < S

se A\Btaise B\4 &
se (A\B)U(B\A)

TKK (c) likka Mellin (2007) 47



Joukko-opin perusoperaatiot
Yhdiste vs symmetrinen erotus 1/2

 Huomaa joukkojen 4 ja B
yhdisteen ja symmetrisen
erotuksen €ro:

AUB
={se S‘se Atalse B}

AaB
Z{SES‘SEAtaiSEB, Y

mutta s ¢ 4N B}

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Joukko-opin perusoperaatiot
Yhdiste vs symmetrinen erotus 2/2

 Yhdisteen maaritelmin mukaan:
se AuUB& se Ataise B

Y hdisteessa perusjoukon S alkio s
on joko joukon A alkio tai joukon
B alkio tai molempien alkio.

* Symmetrisen erotuksen
maaritelman mukaan:
s€ AnB < se Ataise B,
muttas¢ AN B A

Symmetrisessa erotuksessa AAB
perusjoukon S alkio s on joko

joukon A alkio fai joukon B alkio,
mutta ei molempien alkio.

TKK (c) likka Mellin (2007)



Joukko-opin perusoperaatiot
Yhdiste pistevieraiden joukkojen yhdisteena

« Joukkojen A ja B yhdiste
voldaan esittdd seuraavilla
tavoilla pareittain piste-
vieraiden joukkojen

A\B ,B\A4,ANB
yhdisteena:

AUB

=AU(B\ A)

= BU(A4\ B)

= (4 \ B)U(ANB)U(B \ 4) S

TKK () llkka Mellin (2007)



Joukko-oppi

Joukko-opin peruskasitteet
Joukko-opin perusoperaatiot
>> Joukko-opin laskusaannot
Funktiot
Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia
Boolen algebrat
o-algebrat

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Joukko-opin laskusaannot
Osajoukko-relaation ominaisuudet

« Kaikille joukoille 4, B, C patee:
(1) AcA
(2) AcBjaBcA=A=8B
(3) AcBjaBc(C=AcC

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Joukko-opin laskusaannot

Joukko-opin operaatiot ja osajoukko-relaatio 1/3

Kaikille joukoille 4, B patee:

(4a)
(4b)
(Sa)
(5b)
(6)

A c (AUB)
B c (AUB)
(ANB) c 4
(ANB) c B
(ANB) c (AUB)

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Joukko-opin laskusaannot

Joukko-opin operaatiot ja osajoukko-relaatio 2/3

Kaikille joukoille 4, B patee:

(7a)
(7b)
(8)

(9a)
(9b)

(A\B)c A4
(B\A)cCB
(AaB) c (AU B)
(A\B) c (AaB)
(B\A) c (AaB)

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Joukko-opin laskusaannot

Joukko-opin operaatiot ja osajoukko-relaatio 3/3

Kaikille joukoille 4, B patee:

(10)
(11)
(12)
(13)
(14)
(15)

AcC B = Bcc A
AcB=AuUB=8
AcB=>ANB=A4
AcB=A\B=
AcB=AUB\A)=B
AcCB=(AaB)=B\4

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Joukko-opin laskusaannot
Joukkojen algebran saannot 1/3

Kaikille joukoille 4, B, C pitee:
Idempotenttisuus

(la) Aud=A4

(1b) And=A4
Assosiatiivisuus

(2a) (AUB)LUC=AU(BUC)
(2b)  (ANB)NC=AN(BNC)
Kommutatiivisuus

(3a) AUB=BuUA

(3b) AnB=BNA4

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Joukko-opin laskusaannot
Joukkojen algebran saannot 2/3

Kaikille joukoille 4, B, C pitee:

Distributiivisuus

(4a) AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

(4b) AN(BUC) = (ANB)u(ANC)

Identiteetti-lait

(5a) AuD=A4

(5b) ANS = A, jossa A on perusjoukon S osajoukko

(6a) AUS =S, jossa 4 on perusjoukon S osajoukko
(6b) AN =

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Joukko-opin laskusaannot
Joukkojen algebran saannot 3/3

« Kaikille joukoille 4, B patee:
Komplementti-lait
(7a)  AUAc =S, jossa A on perusjoukon S osajoukko
(7b)  ANnAc =
(8a) (A9) =4
(8b) S¢=0ja D=3, jossa .S on perusjoukko
De Morganin lait
(9a) (AUB) = A°NB°
(9b)  (ANB)° = A4°UB°

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Joukko-oppi

Joukko-opin peruskasitteet
Joukko-opin perusoperaatiot
Joukko-opin laskusaannot
>> Funktiot
Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia
Boolen algebrat
o-algebrat

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Funktiot
Funktio eli kuvaus

Olkoon f sddnto, joka liittdd jokaiseen joukon A alkioon
vksikdsitteisen joukon B alkion.

Téalloin sanotaan, ettd f on funktio eli kuvaus joukosta 4
joukkoon B.

Jos f on funktio joukosta 4 joukkoon B, merkitaan
f:A—>B

tai
A—1—>B

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Funktiot
Kuva

e Olkoon f funktio joukosta 4 joukkoon B:
f:A—>B
 Jos funktio f liittdd joukon A alkioon a joukon B alkion b,
merkitdan

fa)=">
tal hieman perusteellisemmin
a—L— f(a)=b

ja sanotaan, etta funktio f kuvaa joukon A4 alkion a joukon
B alkiolle b.

« Alkiota fla) = b € B kutsutaan on alkion a € A kuvaksi
kuvauksessa f.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Funktiot
Funktion arvo

Olkoon f funktio joukosta 4 joukkoon B:
f:A—>B
Jossuisa e A, nun fla)=b € B.

Erityisesti siini tapauksessa, ettd 4 ja B ovat lukujoukkoja,
sanotaan, ettd funktio f'saa arvon f(a) = b pisteessd a.

TKK

(c) llkka Mellin (2007) 62



Funktiot
Funktion maarittelyalue ja arvoalue

e Olkoon f funktio joukosta 4 joukkoon B:
f:A—>B
« Talloin joukkoa 4 sanotaan funktion f maarittelyalueeksi.

* Niuden joukon B alkioiden joukkoa, jotka ovat jonkin
maarittelyalueen 4 alkion kuvia kuvauksessa f, sanotaan
funktion f arvoalueeksi.

* Funktion f: 4 — B arvoalue f(A) voidaan maaritella
seuraavalla tavalla:

f(4)={b e B|On olemassa a € 4 siten, ettd fla) = b}
* Funktion f: A — B arvoalue f(A) on joukon B osajoukko:
flA)c B

TKK (c) likka Mellin (2007) 63



Funktiot
Funktioiden samuus

« Olkoot fja g kaksi funktiota, joilla on sama mddrittely-
alue.

* Funktiot fja g ovat samat, jos ne saavat samat arvot.
* Olkoon siis funktioiden fja g maarittelyalue A.
* Funktiot fja g ovat samat, jos
Aa)=g(a)
kaikille a € A.
« Jos funktiot fja g ovat samat, kirjoitetaan

f=g

TKK (c) likka Mellin (2007) 64



Funktiot
Surjektio

Olkoon f funktio joukosta 4 joukkoon B:
f:A—>B
* Funktio f on surjektio, jos joukon B jokainen alkio on

jonkin joukon A4 alkion kuva eli funktion f arvoalueena on
koko joukko B.

« Siten funktio f: 4 — B on surjektio, jos

f4)=B

« Talloin sanotaan, ettd funktio f kuvaa joukon A joukolle B.

TKK (c) likka Mellin (2007) 65



Funktiot
Injektio

* Olkoon f funktio joukosta 4 joukkoon B:
f:A—>B
* Funktio f on injektio, jos yksikdan joukon B alkio ei ole
kahden tai useamman joukon A alkion kuva.

 Siten funktio f: 4 — B on injektio, jos
fla)=fla))=>a=a’
tai yhtapitavasti
aza = fla)#fla’)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Funktiot
Bijektio

e Olkoon f funktio joukosta 4 joukkoon B:
f:A—>B
* Funktio f on bijektio eli kddntden yksikdsitteinen kuvaus,
jos seuraavat kaksi ehtoa patevat:

(1) fon surjektio:
fi4)=8B
(11) fon injektio:
flay=fla’)y=>a=a’
tal yhtapitavasti:
aza = fla)#fla’)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Funktiot
Identtinen funktio

e Olkoon f funktio joukosta 4 joukkoon A:
f:A—>A
* Funktio f on identtinen funktio tai kuvaus joukossa 4,
jos se kuvaa joukon A jokaisen alkion itselleen.

« Siten funktio f: 4 — A on identtinen funktio joukossa A,
JOS

fla)=a
kaikille a € A.

« Merkitsemme 1denttistd funktiota joukossa 4 usein
seuraavasti:

Ly

TKK (c) likka Mellin (2007) 68



Funktiot
Vakiofunktio

* Olkoon f funktio joukosta 4 joukkoon B:
f:A—>B
* Funktio f on vakiofunktio tai -kuvaus, jos se kuvaa
joukon A jokaisen alkion samalle joukon B alkiolle.

« Siten funktio f: 4 — B on vakiofunktio, jos on olemassa
b € B niin, etta

fa)=>b
kaikille a € A.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Funktiot
Funktioiden yhdistaminen 1/3

e Olkoon f funktio joukosta 4 joukkoon B:
f:A—>B
ja g funktio joukosta B joukkoon C:
g:B—>C.

* Kuvaus f liittda jokaiseen joukon A alkioon a yksi-
kasitteisen joukon B alkion b:

ae A=>fla)=be B

« Kuvaus g littia jokaiseen joukon B alkioon b yksi-
kasitteisen joukon C alkion c:

be B=>gb)=ce C

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Funktiot

Funktioiden yhdistaminen 2/3

Soveltamalla kuvauksia fja g perdkkain saadaan sddnto,
joka li1ttaa jokaiseen joukon A alkioon a yksikdsitteisen
joukon C alkion c.

 Jossiisae A,niin fla)=b € B.

* Soveltamalla kuvausta g joukon B alkioon f(a) = b saadaan
jokin joukon C alkio c:

gfla)) =gb)=ce C

o Tata kuvausten yhdistamistd voidaan kuvata seuraavalla
kaaviolla:

a—— f(a)=b—>g(f(a) =g(b)=c

TKK (c) likka Mellin (2007) 71



Funktiot
Funktioiden yhdistaminen 3/3

Olkoot siis f: A — Bja g : B — C funktioita.
Oletetaan, ettd a € A.
Talloin

flay=be B

ja
gfla)) =gb)=ce C
Maaritellaan funktioiden fja g yhdistetty funktio

(gof):A—>C
kaavalla

(gof)a)=g(f(a))

TKK (c) likka Mellin (2007) 72



Funktiot

Funktioiden yhdistamissaantoja 1/2

Olkoon f: 4 — B funktio.
Olkoot
1,:4A—> A4
identtinen funktio joukossa 4 ja
lz:B—>B
identtinen funktio joukossa B.
Talloin patee:
fo 1, = f
lyof =1

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Funktiot
Funktioiden yhdistamissaantoja 2/2

 Olkootf: A —> B, g: B— Cjah: C — D funktioita.
» Yhdistetddn funktiot f, g ja h seuraavilla tavoilla:

(1) Muodostetaan ensin yhdistetty funktio g o f ja sitten
yhdistetty funktio so(go f).

(11) Muodostetaan ensin yhdistetty funktio /o g ja sitten
yhdistetty funktio (40 g)o f.

« Naiin muodostetut yhdistetyt funktiot ovat samat:

(hog)ef=ho(gef)

TKK (c) likka Mellin (2007) 74



Funktiot
Kaanteisalkio

* Olkoon f funktio joukosta 4 joukkoon B:
f:A—>B
« Joukon A alkio a on joukon B alkion b kiidnteisalkio
kuvauksessa f, jos f(a) = b.

« Joukon B alkiolla voi1 olla useita kaanteisalkioita, mutta
toisaalta kaikilla joukon B alkiolla e1 ole valttamatta
yhtdan kdanteisalkiota.

« Jos funktio f on surjektio, joukon B jokaisella alkiolla on
kaanteisalkio.

« Jos joukon B alkiolla on kaanteisalkio ja funktio f on
injektio, kdanteisalkio on yksikdsitteinen.

TKK (c) likka Mellin (2007) 75



Funktiot
Joukon alkukuva

Olkoon f funktio joukosta 4 joukkoon B:
f:A—>B
* Joukon B osajoukon D alkukuva kuvauksessa f on niiden
joukon A alkioiden a joukko, jotka f kuvaa joukolle D.
e Jossiisf: A — BjaD c B, niin joukon D alkukuva f~'(D)
kuvauksessa f voidaan maaritella seuraavalla tavalla:
f(D)={ae A|f(a)=be D}
« Joukon B osajoukon D alkukuva f~'(D) on joukon 4
osajoukko:

f(D)c4
 Joukon B osajoukon D alkukuva f~'(D) voi olla tyhjd.

TKK (c) likka Mellin (2007) 76



Funktiot
Yhden alkion alkukuva

Olkoon f funktio joukosta 4 joukkoon B:
f:A—>B
* Joukon B alkion b alkukuva kuvauksessa f on niiden
joukon A alkioiden a joukko, jotka f kuvaa alkiolle b.
« Jossiisf: A— Bjab e B,niin alkion b alkukuva f~(b)
kuvauksessa f voidaan maaritella seuraavalla tavalla:
S (b)={ae A|f(a)=b}
« Joukon B alkion b alkukuva f~1(b) on joukon A4 osajoukko:
f(b)yc4
 Joukon B alkion b alkukuva f~'(b) voi koostua yhdestd tai
useammasta joukon A4 alkiosta tai voi olla tyhjd.

TKK (c) likka Mellin (2007)



Funktiot
Kaanteisfunktio 1/2

Olkoon f funktio joukosta 4 joukkoon B:
f:A—>B
Talloin joukon B alkion b alkukuva
S (b)y={ae A|f(a)=b}
kuvauksessa f on joukon A osajoukko, joka vo1 koostua
yhdestd ta1 useammasta joukon A alkiosta tai voi olla

tyhja.
Jos f on bijektio, joukon B jokaisen alkion b alkukuva
f1(b) koostuu tdasmdlleen yhdestd joukon A alkiosta a.

Talloin jokaiseen joukon B alkioon b voidaan liittaa
vksikdsitteinen kddnteisalkio f~1(b) = a.

TKK (c) likka Mellin (2007) 78



Funktiot
Kaanteisfunktio 2/2

* Olkoon siis f bijektio joukosta 4 joukkoon B:
f:A—>B
« Sddnto, joka liittaa jokaiseen joukon B alkioon b
vksikdsitteisen kddnteisalkion

i) =a
madrittelee funktion f'kéanteisfunktion /! joukosta B
joukkoon A4:

f1:B—> 4

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Funktiot
Kaanteisfunktion ominaisuudet 1/2

e Oletetaan, etti funktio
f:A—>B
on bijektio, jolloin funktiolla f on kddnteisfunktio
f1:B—>4
o Talloin yhdistetty funktio (f~' o f) on identtinen funktio

joukossa A ja yhdistetty funktio (f o f') on identtinen
funktio joukossa B:

(f e f)=1,
(feof =1,

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Funktiot
Kaanteisfunktion ominaisuudet 2/2

* Olkoot
f:A—>B
ja
g:B—> A4
e Oletetaan, etta yhdistetty funktio
(gef):d— A4
on identtinen funktio joukossa A ja yhdistetty funktio
(fog):B—B
on identtinen funktio joukossa B.
« Talloin g on funktion fkddnteisfunktio: g = f~1.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Joukko-oppi

Joukko-opin peruskasitteet
Joukko-opin perusoperaatiot
Joukko-opin laskusaannot
Funktiot
>> Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia
Boolen algebrat
o-algebrat

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat

Jarjestetty pari

« Sanomme, etta
(a, b)
on olioiden a ja b jarjestetty pari, jossa
a = parin 1. alkio
b = parin 2. alkio
« Jarjestetyt parit (a, b) ja (c, d) ovat samat, jos
a=c
ja
b

d

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
Tulojoukko

* Olkoot 4 ja B joukkoja.

« Joukkojen A4 ja B tulojoukko ¢li karteesinen tulo 4xB
muodostuu kaikista jarjestetyista pareista (a, b), joissa
ae Ajabe B:

AxB={(a,b)|aec A,be B}

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
Funktion kuvaaja

e Olkoon f funktio joukosta 4 joukkoon B:
f:A—>B
« Funktion fkuvaaja /™ on kaikkien niiden jéirjestettyjen
parien (a, b) joukko, joissaa € A4 ja b = f(a):
fT={@ b)|ac 4,b=fa)}
« Siten funktion fkuvaaja f on tulojoukon AxB osajoukko:
f*c AxB

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
Funktion kuvaajan ominaisuudet

* Olkoon f funktio joukosta 4 joukkoon B:
f:A—>B
* Funktion f kuvaajalla
f*={@b)|ac 4,0=fa)}
on seuraavat ominaisuudet:
(i) Jos a € Ajafla)= b, niin jarjestetty pari (a, b) € .

(11) Jokainen a € A voi olla ensimmaisena alkiona vain
yhdessd joukkoon /™ kuuluvassa jérjestetyssd parissa:

Jos(a,b) e fFja(a,c)e 7, niin b =c.

TKK (c) likka Mellin (2007) 86



Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
Funktio jarjestettyjen parien joukkona 1/4

« Olkoon /™ joukkojen A ja B karteesisen tulon
AxB={(a,b)|aec A,be B}
osajoukko:
f*c AXB
« COletetaan, ettd joukolla /™~ on seuraavat ominaisuudet:
(1) Jos a e A, niin on olemassa b € B siten, etta
jarjestetty pari (a, b) € f.
(11) Jokainen a € A4 voi olla ensimmaisena alkiona vain
yhdessd joukkoon ™ kuuluvassa jérjestetyssd parissa:

Jos(a,b)e fja(a,c)e 7, niin b =c.

TKK (c) likka Mellin (2007) 87



Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
Funktio jarjestettyjen parien joukkona 2/4

« Talloin ™ madrittelee sddnnon, joka liittdé jokaiseen
joukon A alkioon a yksikdsitteisen joukon B alkion b:

—  Ominaisuus (1) takaa sen, ettd jokaiseen joukon 4
alkioon a liittyy jokin joukon B alkio b.

—  Ominaisuus (11) takaa sen, ettd joukon 4 alkioon a
liittyva joukon B alkio b on yksikdsitteinen.

 Siten 7 médrittelee funktion fjoukosta 4 joukkoon B.

TKK (c) likka Mellin (2007) 88



Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
Funktio jarjestettyjen parien joukkona 3/4

Edella esitetty merkitsee sitd, ettd jokaista funktiota
f:A—>B

vastaa kddntden yksikdsitteisesti karteesisen tulon AxB

osajoukko 1, joka toteuttaa ehdot

(1) Josa e A, niin on olemassa b € B siten, etta
jarjestetty pari (a, b) € f.

(i1) Jos (a,b) € fja(a,c) € 7, niin b =c.

Siten funktiot ja ehdot (1) ja (i1) toteuttavat karteesisten

tulojen osajoukot voidaan samastaa.

Tama merkitsee sitd, ettd funktiota ja sen kuvaajaa ei
normaalisti tarvitse erottaa toisistaan.

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
Funktio jarjestettyjen parien joukkona 4/4

* Funktiot voidaan siis maaritella myos seuraavalla tavalla:

Karteesisen tulon
AxB={(a,b)|ae A, b e B}
osajoukko f maarittelee funktion joukosta A joukkoon B,

jos jokainen a € A on ensimmaisena alkiona tdsmdlleen
yhdessd joukkoon f'kuuluvassa jarjestetyssa parissa.

TKK (c) likka Mellin (2007) 90



Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat

Yleistetty karteesinen tulo 1/2

* Olkoot
A, Ay oo LA,
joukkoja ja
a, ay, ...,a,
niiden alkioita siten, etta
a,€A ,a,eA,,...,a,€ A,
« Kutsutaan alkioiden a,, a,, ... , a, jarjestettyd jonoa
(a,, a, ..., a,)

n-tuppeliksi (ta1 n:ikoksi).

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat

Yleistetty karteesinen tulo 2/2

* Joukkojen
A, A4, ..., A,
karteesinen tulo
AIXAZX XAn

on kaikkien joukkojen 4,, 4,, ... , A, alkioiden
a,, a,, ... ,a, n-tuppeleiden €li jarjestettyjen jonojen

(a,, a, ..., a,)
muodostama joukko:
A XA,% - X4

={(a, ay,...,a,)|a,€e 4, ,a,€ 4,,...,a,€ 4, }

n

TKK (c) likka Mellin (2007) 92



Joukko-oppi

Joukko-opin peruskasitteet
Joukko-opin perusoperaatiot
Joukko-opin laskusaannot
Funktiot
Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
>> Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia
Boolen algebrat
o-algebrat

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia

Joukkoperheet

Joukkojen kokoelmaa eli joukkoa, jonka alkiot ovat
joukkoja kutsutaan tavallisesti joukkoperheeksi.

Joukkoperhe on siis joukkojen muodostama joukko.

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia
Potenssijoukko

e Olkoon joukko A4 perusjoukon S osajoukko.

* Joukon A kaikkien osajoukkojen muodostamaa joukko-
perhetta kutsutaan joukon A4 potenssijoukoksi.

» Joukon A4 potenssijoukkoa merkitddn seuraavasti:
2A
« Joukon A4 potenssijoukko 24 voidaan méaaritelld seuraavalla
tavalla:

24 ={C|C c 4}

TKK (c) likka Mellin (2007) 95



Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia
Potenssijoukko: Esimerkki

e Olkoon
A={1,2,3}
« Talloin joukon A4 potenssijoukko on
24={9, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2,3}}
« Joukon A4 potenssijoukko 24 on joukkoperhe, jonka alkioina ovat
—  tyhji joukko
—  kaikki joukon 4 yhden alkion osajoukot
—  kaikki joukon 4 kahden alkion osajoukot
—  joukko 4 itse

TKK (c) likka Mellin (2007)



Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia

Indeksoidut joukkoperheet

« Olkoon A jokin joukkoperhe eli joukkojen kokoelma.
e Olkoon 7 joukko.

» Indeksoitu joukkoperhe {4} on funktio
fI—->A

jossa joukkoa [ kutsutaan indeksijoukoksi, joukon [ alkiota
[ indeksiksi ja joukkoa A, € A indeksoiduksi joukoksi.

TKK (c) likka Mellin (2007) 97



Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia

Indeksoidut joukkoperheet:
Esimerkkeja

Jos indeksijoukkona 7 on luonnollisten lukujen joukko N, on
indeksoitu joukkoperhe muotoa

(4} ={4.4,.4,..)
Jos indeksijoukkona 7 on darellinen joukko {1, 2, ... , n} (n

ensimmaista positiivista kokonaislukua), on indeksoitu joukkoperhe
muotoa

(4} ={4. 4. 4)

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia

Yleistetyt joukko-operaatiot

» Olkoon {4, }  indeksoitu joukkoperhe.
* Joukkojen 4, , i € [ yhdiste
Uie[ Ai
on niiden alkioiden x joukko, jotka kuuluvat ainakin
yhteen joukoista 4. ,i € I

Ul_el A = {x‘ On olemassa i € [ siten, ettd x e A,-}
» Joukkojen 4, , i € I leikkaus
ﬂiel Ai
on niiden alkioiden x joukko, jotka kuuluvat jokaiseen
joukoista 4. ,i e I
., 4 ={x| xe 4, kaikille i€ I}
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Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia
Yleistetyt joukko-operaatiot:

Erikoistapauksia 1

» Olkoon {4, }  indeksoitu joukkoperhe, jossa indeksi-
joukkona 7 on luonnollisten lukujen joukko N.

« Joukkojen 4, , i € N yhdiste voidaan méaritella muodossa

OAZ. ={x ‘ On olemassa 4.,i =1,2,3,...
) siten, etti xe 4, }

* Joukkojen 4, , i € N leikkaus voidaan maaritella muodossa

ﬁAl. ={x| xe 4, kaikille i =1,2,3,.. }
i=1
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Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia
Yleistetyt joukko-operaatiot:

Erikoistapauksia 2

» Olkoon {4, }  indeksoitu joukkoperhe, jossa indeksi-
joukkona / on aarellinen joukko {1, 2, ... , n}.

* Joukkojen 4, , i € I yhdiste voidaan méaritella muodossa

UAZ. ={x‘ On olemassa 4.,i=1,2,...,n
) siten, etti x€ 4, }

« Joukkojen 4., i € [ leikkaus voidaan maaritelld muodossa

ﬁA,. ={x|xe 4 kaikillei=1,2,...,n}
i=1
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Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia

Yleistetyt joukko-operaatiot ja distribuutiolait

» Olkoon {4, } . indeksoitu joukkoperhe ja B mielivaltainen
joukko.

o Talloin
5o(U,,4)=U, (504
ja

BU((.,4)=.,(BV4)
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Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia

Yleistetyt joukko-operaatiot ja De Morganin lait

» Olkoon {4, }  indeksoitu joukkoperhe.
e Talloin

(Uzel ’) ﬂze] i

ja

(ﬂie] Ai )c — U Alc
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Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia
Ositus

* Olkoon A4 perusjoukon S osajoukko.
* Olkoot B, , i € Ijoukon 4 epatyhjia osajoukkoja:
B+ ,ie I

» Joukot B, , i € I muodostavat joukon A4 osituksen, jos
seuraavat kaksi ehtoa patevit:

0 U, B=4

(i) BNB;=Q,josi#]
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Joukko-oppi

Joukko-opin peruskasitteet

Joukko-opin perusoperaatiot

Joukko-opin laskusaannot

Funktiot

Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat

Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia
>> Boolen algebrat

o-algebrat
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Boolen algebrat
Boolen algebra:

Maaritelma 1/2

* Olkoon § joukko.

* Olkoon § jokin joukon § osajoukkojen muodostama
Jjoukkoperhe.

* Jos siis joukko A on joukkoperheen § alkio, niin 4 on
joukon § osajoukko:

Ae § =>AcCS
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Boolen algebrat
Boolen algebra:

Maaritelma 2/2

« Joukkoperhe § on Boolen algebra, jos
1) LDeF

(11) Ae §=> A€ §

(i) AeF, BeF=AUBeF
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Boolen algebrat
Boolen algebra ja joukko-opin operaatiot 1/2

e Olkoon § joukossa S maaritelty Boolen algebra.

e Olkoot
Ae §jaBe§

* Boolen algebran aksioomien mukaan
S,A°,B°,AUBe §

« Lisaks1 voidaan osoittaa, etta
S,ANB,A\B,B\Ae §

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Boolen algebrat
Boolen algebra ja joukko-opin operaatiot 2/2

Boolen algebra on siis suljettu darellisen monen
tavanomaisen joukko-opin operaation suhteen.

Talla tarkoitetaan siita, ettd tavanomaiset joukko-opin
operaatiot eivdt vie Boolen algebran ulkopuolelle:

Jos Boolen algebran § joukkoihin sovelletaan korkeintaan
darellinen mddrd tavanomaisia joukko-opin operaatioita
komplementti, yhdiste, leikkaus ja erotus, niin tuloksena
saatavat joukot kuuluvat edelleen Boolen algebraan § .
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Boolen algebrat
Joukko-opin operaatiot

Olkoon § joukossa S maaritelty Boolen algebra.

Todistetaan seuraavat joukko-opin tulokset:
(1) Joukko Se §

(i1) JosAe §,Be § ,niin ANBe §

(i1i1) Jos Ae §,Be § ,niin A\Be §

TKK
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Boolen algebrat
Joukko-opin operaatiot:

Perusjoukko 1/2

* Olkoon § joukossa S maaritelty Boolen algebra.
« Talloin perusjoukko S kuuluu joukkoperheeseen 3 :

Se§

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Boolen algebrat
Joukko-opin operaatiot:

Perusjoukko 2/2

Viite seuraa, siiti etti
S =0
Todistetaan siis, etta
Def
Aksiooman (1) mukaan
e §
Aksiooman (i1) mukaan

D'=8Se§

TKK
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Boolen algebrat
Joukko-opin operaatiot:

Leikkausjoukko 1/2

e Olkoon § joukossa §
maaritelty Boolen algebra.

e Olkoot
Ae §,Be §
 Talloin joukkojen A4 ja B
leikkaukselle pitee:
ANB
€3 y B
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Boolen algebrat
Joukko-opin operaatiot:

Leikkausjoukko 2/2

» Viite seuraa siitd, etta
DeMorganin lain mukaan

ANB=(A " UB%)
» Todistetaan siis, etti
Ae §,Be §=>(A"UB ) e§
« Aksiooman (i1) mukaan
Ae §,Be§=>Ae§,B°'e§
« Aksiooman (ii1) mukaan
A B

AeF,Bef=>A4AUBef
* Vihdoin aksiooman (i1) mukaan

AAUB'ef§=>(A"UB )Y e§
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Boolen algebrat
Joukko-opin operaatiot:

Erotusjoukko 1/2

e Olkoon § joukossa §
maaritelty Boolen algebra.

* Olkoot
Ae §,Be §

 Talloin joukkojen A4 ja B
erotukselle patee:
A\Be §
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Boolen algebrat
Joukko-opin operaatiot:

Erotusjoukko 2/2

» Viite seuraa siita, etta
A\B=AN B

» Todistetaan siis, etti
Ae §,Be§=>ANB'e§

« Aksiooman (i1) mukaan
Be§=Be§

» Leikkausjoukkoa koskevan
tuloksen mukaan

Ae §F,Be§=>ANB'e§ A b
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Boolen algebrat
Boolen algebra:

EsimerkkKi

e Olkoon § mielivaltainen joukko.
e Olkoon
AcS
mielivaltainen joukon § osajoukko.
« Talloi joukkoperhe

§={0.,4,4,5]
muodostaa Boolen algebran joukossa S, koska
(1) LDeg

(i) BeF=>B€eg
(iii) Be §,Ce F=>BUCeF

Kohdissa (ii) ja (i11) joukot B ja C voivat olla mitka tahansa joukoista
D,A4,A4°,S.
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Joukko-oppi

Joukko-opin peruskasitteet
Joukko-opin perusoperaatiot
Joukko-opin laskusaannot
Funktiot
Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia
Boolen algebrat
>> o-algebrat

TKK (c) likka Mellin (2007) 118



o-algebrat
o-algebran maaritelma 1/2

* Olkoon § joukko.

* Olkoon § jokin joukon § osajoukkojen muodostama
Jjoukkoperhe.

* Jos siis joukko A4 on joukkoperheen § alkio, niin 4 on
joukon § osajoukko:

Ae § =>AcCS
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o-algebrat
o-algebran maaritelma 2/2

« Joukkoperhe § on o~algebra, jos
(1) Yeg
(11) Ae§F=A€§

(i) A4.,4,,4,..€F=>| 4T
i=l

TKK (c) likka Mellin (2007)
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o-algebrat
o-algebrat ja joukko-opin operaatiot 1/2

e QOlkoon § joukossa S maaritelty o-algebra.
* QOlkoot

Ae§,i=123,...
« o-algebran aksioomien mukaan

A eF,i=123,.. ja |J4eF
i=1

» Lisaksi voidaan osoittaa, ettid

ﬁAl. s
i=1

TKK (c) likka Mellin (2007)
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o-algebrat
o-algebrat ja joukko-opin operaatiot 2/2

e (o-algebra on siis suljettu numeroituvan monen
tavanomaisen joukko-opin operaation suhteen.

o Talla tarkoitetaan siit, ettd numeroituva maara tavan-
omaisia joukko-opin operaatioita ei vie o-algebran ulko-
puolelle:

Jos o-algebran § joukkoihin sovelletaan korkeintaan
numeroituva mddrd tavanomaisia joukko-opin operaatioita
komplementti, yhdiste, leikkaus ja erotus, niin tuloksena
saatavat joukot kuuluvat edelleen o-algebraan § .
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o-algebrat
o-algebrat vs Boolen algebrat

 Jos joukon S osajoukkojen perhe § toteuttaa o-algebran
aksioomat, niin se toteuttaa myos Boolen algebran
aksioomat.

* Siten jokainen Boolen algebran aksioomista johdettu
joukko-opin sddnto patee myos o-algebroille, mutta e1
kaantien.
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