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P1. Olkoon s(t) = e−εt2 cos(4πt). Laske tämän funktion Fourier-muunnos ŝ(ν) ja piirrä sen
kuvaaja kun ε on ”pieni”.

Vihje: Kirjoita cos(4πt) = 1
2
(ei4πt + e−i4πt) ja e−εt2 = h0(

√
ε
π
t) missä h0(t) = e−πt2 ja muista,

että ĥ0 = h0.
Huom! Tässä lasketaan signaalin cos(4πt) ikkunoitu Fourier-muunnos ikkuna-funktiolla e−εt2

kun τ = 0.
Ratkaisu: Määritelmän mukaan

ŝ(ν) =

∫
R

e−i2πνte−εt
2

cos(4πt) dt =
1

2

∫
R

e−i2πνte−εt
2

ei2π2t dt+
1

2

∫
R

e−i2πνte−εt
2

dt

=
1

2

∫
R

e−i2π(ν−2)te−εt
2

dt+
1

2

∫
R

ei2π(ν+2)te−εt
2

e−i2π2t dt

=
1

2
F(C√ ε

π
h0)(ν − 2) +

1

2
F(C√ ε

π
h0)(ν + 2),

missä h0(t) = e−πt2 jolloin (C√ ε
π
h0)(t) = h0(

√
ε
π
t) = e−εt2 . Koska ĥ0 = h0 niin

ŝ(ν) =
1

2

√
π

ε
e−

π2

ε
(ν−2)2 +

1

2

√
π

ε
e−

π2

ε
(ν+2)2 .

Kun ε = 0.1 Fourier-muunnoksen kuvaaja näyttää tällaiselta:

−2 2

Kun ε→ 0 niin raja-arvona saadaan 1
2
δ−2 +

1
2
δ2.

P2. Jos a : Z → C on sellainen, että
∑

j∈Z|a(j)| < ∞ niin tämän jonon Fourier-
muunnos on määritelmän mukaan â(ν) =

∑
j∈Z e−i2πjνa(j). Osoita, että jos

∑
j∈Z|a(j)| <∞,∑

j∈Z|b(j)| < ∞ ja jono c on a:n ja b:n konvoluutio, eli c(k) =
∑

j∈Z a(k − j)b(j) (jolloin
myös pätee

∑
k∈Z|c(k)| <∞) niin ĉ(ν) = â(ν)b̂(ν).



Ratkaisu: Vaihtamalla summien järjestystä saadaan

ĉ(ν) =
∑
k∈Z

e−i2πkνc(k) =
∑
k∈Z

e−i2πkνa(k − j)b(j)

=
∑
k∈Z

∑
j∈Z

e−i2π(k−j)νa(k − j)e−i2πjνb(j) =
∑
j∈Z

(∑
k∈Z

e−i2π(k−j)νa(k − j)

)
e−i2πjνb(j)

k = j + n
=

∑
j∈Z

(∑
n∈Z

e−i2πnνa(n)

)
e−i2πjνb(j) =

∑
j∈Z

â(ν)e−i2πjνb(j)

= â(ν)
∑
j∈Z

â(ν)e−i2πjνb(j) = â(ν)b̂(ν).

P3. Oletetaan, että a : Z → C on sellainen, että
∑

j∈Z|a(j)| < ∞ jolloin â(ν) =∑
j∈Z e−i2πjνa(j). Määritellään vaimennettu distribuutio h =

∑
j∈Z a(j)δj jolloin siis sen arvo

testifunktiolla ψ on
∑

j∈Z a(j)ψ(j). Osoita, että h:n Fourier-muunnos on funktion â generoima
distribuutio (eli se ”on” â) eli ĥ(ψ) =

∫
R â(ν)ψ(ν) dν.

Vihje: Käytä vaimennetun distribuution Fourier-muunnoksen ja tavallisen integroituvan funk-
tion muunnoksen määritelmiä!

Ratkaisu: Vaimennetun distribuution Fourier-muunnoksen määritelmän nojalla ĥ(ψ) = h(ψ̂)
joten

ĥ(ψ) = h(ψ̂) =
∑
j∈Z

a(j)ψ̂(j) =
∑
j∈Z

a(j)

∫
R

e−i2πjνψ(ν) dν

=

∫
R

(∑
j∈Z

a(j)e−i2πjν

)
ψ(ν) dν =

∫
R
â(ν)ψ(ν) dν = (â→D)(ψ).

P4. Olkoon ϕ ∈ L1(R) funktio jolle pätee
∫
R ϕ(t) dt = 1 ja joka toteuttaa yhtälön

ϕ(t) = 2
∑
k∈Z

α(k)ϕ(2t− k),

missä
∑

k∈Z|kα(k)| <∞ ja
∑

k∈Z α(k) = 1.
(a) Osoita, että ϕ̂(ν) = α̂

(
ν
2

)
ϕ̂
(
ν
2

)
missä siis α̂(ν) =

∑
k∈Z e−i2πkνα(k) on jonon α

Fourier-muunnos.
(b) Esitä ϕ̂ Fourier-muunnos funktion α̂ avulla (mutta suppenemistodistuksia ei tarvita, ole-

tukset
∑

k∈Z|kα(k)| <∞ ja
∑

k∈Z α(k) = 1 takaavat että kaikki menee hyvin).



Ratkaisu: Lasketaan Fourier-muunnokset jolloin saadaan

ϕ̂(ν) =

∫ ∞
−∞

e−i2πνt2
∑
k∈Z

α(k)ϕ(2t− k) dt = 2
∑
k∈Z

e−i2πν k
2α(k)

∫ ∞
−∞

e−i2πν(t− k
2
)ϕ(2t− k) dt

= 2
∑
k∈Z

e−i2π ν
2
kα(k)

∫ ∞
−∞

e−i2π ν
2
(2t−k)ϕ(2t− k) dt

2t− k = τ
=

∑
k∈Z

e−i2π ν
2
kα(k)

∫ ∞
−∞

e−i2π ν
2
τϕ(τ) dτ = α̂

(ν
2

)
ϕ̂
(ν
2

)
.

Tästä seuraa

ϕ̂(ν) = α̂
(ν
2

)
ϕ̂
(ν
2

)
= α̂

(ν
2

)
α̂
(ν
4

)
ϕ̂
(ν
4

)
= α̂

(ν
2

)
α̂
(ν
4

)
α̂
(ν
8

)
ϕ̂
(ν
8

)
= . . .

∞∏
j=1

α̂
( ν
2j

)
koska limk→∞ ϕ̂(

ν
2k
) = ϕ̂(0) =

∫
R ϕ(t) dt = 1.



P5. Olkoon s(k), k = 0, 1, . . . , N − 1 diskreettikainen reaalinen signaali, jonka diskreetti
Fourier-muunnos on ŝ = FN(s).

(a) Osoita, että ŝ(−m) = ŝ(m) kun k = 1, . . . , N − 1.
(b) Oletetaan, että ŝ(m) = 0 kun M ≤ m ≤ N

2
missä 0 < M ≤ N

2
, muodostetaan jono

a(m) = ŝ(m) kun k = 0, 1, . . . ,M − 1 ja a(m) = 0 kun m = M,M + 1, . . . , N − 1
ja lasketaan jono b = F−1N (a). Miten signaali s voidaan rekonstruoida signaalin b ja
luvun ŝ(0) avulla (laskematta Fourier-muunnoksia)?

Vihje: Oletuksen ŝ(m) = 0 kun M ≤ m ≤ N
2

takia voidaan ŝ:n käänteismuunnos kirjoittaa
muodossa s(k) = 1

N

∑M−1
m=−M+1 ei2πmk

N ŝ(m).

Vastaus:2Re(b(k))−
1
Nŝ(0)

Ratkaisu: (a) Määritelmän mukaan ja koska s(k) = s(k) niin

ŝ(−m) =
N−1∑
k=0

e−i2π (−m)k
N s(k) =

N−1∑
k=0

ei2πmk
N s(k) =

N−1∑
k=0

e−i2πmk
N s(k)

=
N−1∑
k=0

e−i2πmk
N s(k) = ŝ(m).

(b) Vihjeen mukaisesti kirjoitetaan

s(k) =
1

N

M−1∑
m=−M+1

ei2πmk
N ŝ(m) =

1

N
ŝ(0) +

1

N

−1∑
m=−M+1

ei2πmk
N ŝ(m) +

1

N

M−1∑
m=1

ei2πmk
N ŝ(m)

=
1

N
ŝ(0) +

1

N

M−1∑
m=1

ei2π (−m)k
N ŝ(−m) +

1

N

M−1∑
m=1

ei2πmk
N ŝ(m).

Koska ŝ(−m) = ŝ(m) (a)-kohdan nojalla niin

s(k) =
1

N
ŝ(0) +

1

N

M−1∑
m=1

ei2πmk
N ŝ(m) +

1

N

M−1∑
m=1

ei2πmk
N ŝ(m)

=
1

N
ŝ(0) + 2Re

(
1

N

M−1∑
m=1

ei2πmk
N ŝ(m)

)
= 2Re (b(k))− 1

N
ŝ(0).

koska ŝ(0) on reaalinen.


