Teknillinen korkeakoulu Peltonen/ Kemppainen
Mat-1.015, Modernin analyysin perusteet
2. vilikoe, 2. 4. 2001

Kirjoita selvisti jokaiseen koepaperiin kysytyt tiedot!
Koulutusohjelmalyhenteet: AS, KEM, KON, MAA, MAK, PUU, RYK, TFY, TIK,

TUO, SAH

1. Ovatko seuraavat viitteet tosia vai epétosia? Jos viite on tosi, riittda
pelkka vastaus. Jos viite ei ole tosi, vaaditaan lyhyt perustelu.

(a)
(b)
(©)
(d)

Kuvaus f : R* — R on mitallinen jos ja vain jos jokaisella avoimella
joukolla U C R, joukko f~1(U) on R™:n avoin osajoukko.

Jos g, f : R — R ovat mitallisia funktioita, niin niiden erotus f — g
on mitallinen.

Funktio f : R — R on Lebesguen integroituva jos ja vain jos funktio
|f] : R — R on Lebesguen integroituva.

Jos {fr}32, on jono ei-negatiivisia mitallisia funktioita, niin patee

lim inf | frdA < /( lim inf fi)dA
k—o0 k— o0

2. Maarittele kisite Carathéodoryn ulkomitta ja osoita, ettd Lebesguen ul-
komitta on subadditiivinen.

3.

(a)
(b)

Olettamalla tunnetuksi Hausdorffin ulkomitta, selvitd miki on Haus-
dorffin dimensio.

Olkoon O' = [0,1] x [0,1] tason suljettu yksikkonelid. Jaetaan ne-
lién sivut viiteen yhtdsuureen osaan koordinaattiakselien suuntaisilla
suorilla. Nelié O' tulee jaetuksi pienempiin neliGihin, jotka jaetaan
mustiin ja valkoisiin shakkilaudan tapaan siten, ettd kirkipisteeseen
(0,0) liittyvé nelio on musta. (Piirrd kuva!) Poistetaan valkoisten ne-
lididen sisépisteet. Toistetaan konstruktio induktiivisesti kaikkiin jal-
jelle jédneisiin (mustiin) nelidihin O%. Vaiheessa k jaetaan nelididen
Df sivut viiteen yhtdsuureen osaan koordinaattiakselien suuntaisil-
la suorilla ja poistetaan ruudutuksessa syntyvien valkoisten nelididen
sisépisteet. Kunkin nelion D;? kirkipisteisiin liittyvé, jaossa syntyva
nelié on musta.

Mik, on jiljelle jadvan joukon

=g, Uk, Of

Hausdorffin dimensio? (Voit olettaa, ettd 0 < H*(T') < oo jollakin
$>0.)

4. Olkoon f : R* — R Lebesguen integroituva funktio ja fx : R* - R k € N,
ehdon fi(z) = exp(—|z|?/k) méasrdima funktio. Osoita, ettd piitee

Jm [ raan= [ rax

Perustele vastauksesi tarkasti. Luennolla todistetut lauseet saa olettaa
tunnetuiksi.



