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Alkuviikko

1. Tehtdvanannon diskretointikaavan manipulointi johtaa yhtalo6n
(I —50AL)ul™ = (I+6(1—0)A)uf, (1)
eli
ul ™ = (I —60AL) "I +6(1 — 0)Ap)uf. (2)
Merkitiiin E = (I — 60A,)" (I + §(1 — 6)A}). Olkoon v matriisin E
ominaisvektori ominaisarvolla . T&lloin
Ev=pw <= ([I+61—-0)Ap)v=pu(l—750A)v
— (1-0+4ubd)Apv=(u—1)v.
Té&sté seuraa, ettd v on Ay:n ominaisvektori ominaisarvolla

(n—1)

A= S0 —0 )

Toisaalta tunnemme kaikki Aj:n ominaisarvot, eli ratkaisemalla ylldoleva
yhtdl6 p:n suhteen, saadaan

o(E) = {% A€ O'(Ah)} . (3)

Huomaa, ettd o(Ay) C (—4/h2,0), katso sivut 194-196. Kuten s. 208 ker-
rottiin, lampdyhtalon kohdalla stabiilisuus tarkoittaa, ettd |u| < 1 jokaisella
€ o(E). On siis oltava

(1+0(1—=0)N)? < (13802, VA€ a(Ap). (4)
Sieventamdlld tamé, saadaan ehto
A2+ 5A(1 —20)) <0, VA € o(Ap).

Huomataan, ettd jos 6§ > 1/2; ylldoleva toteutuu aina, silla 6\ < 0. Jos
6 < 1/2, niin ehto sievenee edelleen muotoon

2

Lassas, Lukkari / Kuusi

Miéirittelemilld \* = min{o(Ap)} ja kiyttamilli sille arviota —\* < 4/h?
sivulta 196, saamme

< 2 < h
—Xx(1—20)  2(1-26)

Siis diskretoitu systeemi on stabiili kun 6 > 1/2 tai § < h?/(2(1 — 26)).

4]

4

. Matriisin A;, € R™*" ominaisarvot ovat j;, = — & sin’ ( kr ) k=1...n,

A2 n+z )
ominaisvektoreilla wy, (s. 194-196). Matriisin M, € R?"*2" (5. 212) ominai-
sarvoyhtildstd (merkitdsin v € R?" muodossa v = [v! v?]T; vl v? € R?)

0 I vl vl
mio=em, o) [ 3] []
seuraa yhtilot v2 = ' ja 2Apv! = M2, Edellisisti saadaan edelleen yh-

tilo Apv! = i—gvl, josta A2/c? = uy, siis ominaisarvot (2n kpl) ovat A+

= :I:i% sin (2512>, k = 1...n ominaisvektoreiden komponenttien ollessa
1

Vi, = w ja vii = \prw”. Ominaisarvot ovat imaginaarisia, erillisis ja
niiden lukumaéra on 2n.

Merkitddn néitd ominaisarvoja yleisesti A = ia, a € R. Stabiilisuustar-
kastelun teemme seuraten s. 216 menettelyd. Siis hyvdn numeerisen rat-
kaisun pitdisi aaltoyhtdlon tapauksessa olla sellainen, ettei silld ekspo-
nentiaalisesti kasvavia eikd vaimenevia osia. Tdméi toteutuu, kun mene-
telmdn ominaisarvojen pituus on yksi. Tarkastelemme siis operaattorin
(I- th)*l(I + th) ominaisarvoja p ominaisvektorilla v. Ominaisar-
voyht#lo antaa

5 )
(I — EMh)fl(I—l— iMh)v = pw
) )
— (I—|—§Mh)v:,u(I—§Mh)v
_2(p—1)
<= th—é(u+1)v.

Taten v on Mj,:n ominaisvektori ominaisarvolla A = 2(u — 1)/(d(u + 1)).
Ratkaisemalla u, saadaan

p=(1+ g)\)(l - g)\)‘l.

Koska kaikki ominaisarvot A ovat puhtaasti imaginaarisié, eli A = ia, a € R,
niin
0

1)
Wl =1+ 500 =S = 1.



Naiinollen stabiilisuusehto on aina voimassa.

. Olkoon wq jokin matriisin M, ominaisvektori ominaisarvolla A. Eulerin
menetelma differentiaaliyhtalon @’ = M, x ratkaisemiseksi on muotoa

whtt = (I +voM )" w*,

jossa § > 0 on aika-askel. Eksplisiittiselle Eulerin menetelmille (s. 187)
v =1 ja implisiittiselle Eulerille v = —1 (s. 189).

Euler sovellettuna alkuarvoon wg tuottaa kierroksella k ratkaisun w® =

(1 + vdX\)Fwg, missd |1+ 06X = /1 + 62[A\]2 > 1, silli A on puhtaasti ima-
ginaarinen. Tastd seuraa, ettd ratkaisu kasvaa rajatta.

Implisiittinen keskipistesaéanto (s. 190) voidaan kirjoittaa muodossa

0 0

whith = (I - EMh)fl(I—l— th)wZ.

Lahtemalld ominaisvektorialkuarvosta w% saadaan

b b k
wf = ((1 + 5A)(l - §A)—1> w?;

vertaa tehtavidn 3. Koska A on puhtaasti imaginaarinen, saadaan

k

=1

’ 5 -1

(L4500 -3

Implisiittinen keskipistesdénto ei siis pyri kasvattamaan eikd vihentdmé&in
ratkaisun pituutta. Aaltoyhtalon tapauksessa tdmé on toivottavaa, silla tar-
kan yhtdlon ratkaisut ovat usein aaltoliiketti, jotka eivit vaimene ajan ku-
luessa.

. Tédssa tapauksessa diskreetiksi tehtéviksi saadaan kuten prujussa (s. 213)

(5)

uﬁ""l =2uf — uZ_l + 22252Ahu§,
u) = fa, up =TI+ <A fn+ 6gn,

nyt vain matriisit ja vektorit ovat "oo-dimensioisia", esim.

T
wb = ub, uby ok Wb oub )T
1|21
Ah:ﬁ 1 -2 1
1 -2 1

(siis h%(Ap);,; on —2 diagonaalilla (i = j5), vieressi 1 ja muualla (|i—j| > 1)
nollia). Nyt g = 0 ja

11—z <n
— h )

joten
fa=[..00 100 ..]"

)

missd 1 on indeksin 0 kohdalla. Voidaan siis laskea ensimmaéisiéd ratkaisu-
vektoreita: u) = fj,

uh=[.. 0001000 ..]
252 T
+5r [ 001 2100 ],
w=[L..000 1000 ..]"

252 T
'”?7[ 001 -2100 ..]

ot T
o 001 =46 =4 10 ]

N&ihdééan, ettd yhdella aika-askeleella signaali etenee yhden hilapisteen ver-
ran, siis etenenemisnopeus on dérellinen. Vertaa Ajp:n diskretointi (tehté-
vapaperi tai esim. s. 197).

. Asetetaan z-akseli joen poikkisuuntaan ja y-akseli pituussuuntaan. Olkoon

veneen kulkema reitti e(t) = («(t), y(¢)), jolloin tehtdvinannon perusteella
saadaan yhtilo

de dxr dy

— =(—,—=) = (vgcosb,vgsinf + v),

dt (ﬁ ﬁ) (vo 0 )
jossa @ on soutusuunta z-akselista positiiviseen kiertosuuntaan mitattuna.

Oletetaan, ettd veneiliji etenee koko ajan ainakin hieman vastarantaa koh-
ti, eli ettd funktio x(¢) on aidosti kasvava. Tlloin silld on kdédnteisfunktio

t(z), ja
T L L
T:/ ﬁ:/-ﬂmz/-—ﬁl—.
0 o dx o Upcosf(x)

Nyt pitdisi siis ratkaista optimaalinen soutusuunta 6(z) ehdolla, ettd lo-
puksi pdddytadn tasmélleen vastakkaiselle puolelle jokea. Tdmaé rajoituseh-
to voidaan kirjoittaa muodossa

dzx.

L L L .
0=y(L) —y©0) = | Yap— @g%x:/ vo sin 0(z) + v(z)
0

o dx = o dt dx v cos O(x)



Tulee siis minimoida funktionaalia

L dz
() = /0 vo cos B(x)

funktiojoukossa W = { § € C*[0, L] | C() = 0 }, miss& C on “rajoitefunk-

tionaali” L
vosin(z) + v(x)
0) = .
o) /0 vg cos B(x) d

Optimaalisella funktiolla 6 taytyy optimoitavan funktionaalin 7" gradientin
olla samansuuntainen rajoitefunktionaalin C' gradientin kanssa. Vaaditaan
siis, ettd on olemassa Lagrangen kerroin A € R s.e. %(9) = )\%(6‘) kaikilla
¢ € C0, L. Lasketaan aluksi

dT d L dx L sing
T0) = = - 0,
do dele=0 fy wocos(d + €p) o Vocos?f
E(Q)zﬁ /Lvosin(t?—kegb)—l—vdgc:/Lvo—l—vsint? i
do dele=0 Jy  wocos(d + €p) o Upcos?l
Siis on sellainen \ € R, ettd jokaisella ¢ € C1[0, L] pitee
dT dC L sin 0 vo +vsin b
0=—(0) —A\—(0) = — d.
dgb( ) d(b( ) /0 (vocos29 vg cos2 0 )(b s
mikd on mahdollista ainostaan (Lemma 18.2, s. 220), kun
\ sin 6‘.
v + vsin @

(missd 6 = 6(x)). Derivoimalla tdméi lauseke puolittain, saadaan

(vo + vsin0) cosf — sin (v sin @ + vf cosh)  wveh’ cosh — v’ sin? O

0= (vo + vsin6)? - (vo + vsin )2

Optimaaliselle soutukulmalle §(z) pétee néinollen differentiaaliyhtls

v (2) sin? 0() .

vo cos O(x)

0 (x) =

. Tehtavéssad halutaan 16ytdd u sopivasta funktioavaruudesta siten, ettd an-
nettu lauseke minimoituu ehdolla «(0) = 0. Etsitddn minimoijaa siis ava-
ruudesta V = {v € C*[0,1] | v(0) = 0}. Merkitéiin

1
I(u) := /0 (u? + 4u) dx + u(1)* — u(1)

Jos w on jokin I(w):n minimoiva funktio ja v € V, niin funktiolla ¢ —
I(u + tv) on minimi kohdassa ¢ = 0. Tastd pdittelemme variaatiomuodon

d
0 :aI(u + tv)

_d
T dt

+u(1)? + 2tu()u(l) + t20(1)? — u(1) — tv(l)) }

t=0

1
(/ [ + 2tu'v' + £20"° + du + 4tv] dz
0

t=0

1
:/ [2u'v" + 4v] dx + 2u(1)v(1) — (1), Vv e V.
0
Kysytty variaatiomuoto on siis

/1[21/1/ + 4Jvdz + 2u(1)v(1) —v(1) =0, Yo e V.
0

(b) Oletetaan minimoijalle hieman lisdd sileyttd, eli oletetaan, ettd u €
C?[0,1]. Osittaisintegroidaan variaatiomuodon ensimméinen termi, jolloin
saadaan

/1[—2u” +4)vdr + 2u'(1)v(1) 4+ 2u(1)v(1) — v(1) =0, Yo e V.
0

Erityisesti ylldoleva pétee niilli v, joilla v(1) = 0. Variaatiomuoto sievenee
talldin muotoon

/1[u" Colude =0, wel0,1], v(0)=uv(l)=0.

Lemmasta 18.2 sivulla 222 seuraa, ettd v” = 2 valilld (0, 1). Edelleen, si-
joittamalla tdmé ensimmaéiseen variaatiomuotoon, saadaan

(2u/(1) + 2u(1) — 1)v(1) = 0, Yo e V.

Valitsemalla jokin v € V, jolla v(1) # 0 (esim. v(z) = =z), saadaan
2u’(1) + 2u(1) — 1 = 0. Siis minimoiva u € C?[0,1] toteuttaa reuna-

arvotehtavan
u’ =2, z €(0,1)
u(0) =0, (1)+u(l)=1.



