L 8, to 20.11.08 KRE 9 CH 4, KRE 8 CH 3 Systems of ODEs ..

1 Johdantoesimerkki

Seostehtava:

Sailio A: alkuhetkella 100! vetta.
Sailio B: alkuhetkelld 100! vettd, johon sekoitettu 1.5 kg suolaa .
Téydellinen sekoitus. Maarita suolaméarat yp (t) ja yo(t) siiliissa A ja B hetkella ¢.




Ratkaisu:

Suolapitoisuudet siilivissa hetkelld, ¢: yllT(é) kg/l ja yfT(é) kg /1.

Suolami&rian muutosnopeus siiliossd = (sisddnvirtaus) — (ulosvirtaus).

vy () = 2228 ol — 0 024, (£) + 0.02ya ()

yh(t) = 24 9w2ll — 0 0oy, (1) — 0.02ys(t)

—0.02 0.02
Matriisimuodossa: y' = Ay(t), missd A = jay(t) =

0.02 —0.02

Yrite: y(t) = e*'x, missd x on vakiovektori. (Muista 2. kertaluvun vakiokert.
diffyht#lsité: Sijoitettiin yrite: y = C e ja pyrittiin masdrdimain parametri \.)
Nyt on madrattavia parametreja A:n lisdksi vektorin x koordinaatit x1, .

Sijoitetaan yhtdloon: y(t) ja y'(t) = Aerx —

Aetx = eMAx Vi

Tama toteutuu <— Ax = \x.




Siispa johduimme ominaisarvotehtivain.

Muotoa

y(t) = Ch eMixy + Oy eMtx,

olevat vektorifunktiot ovat ratkaisuja, kun A; on ominaisarvo ja x; vastaava

ominaisvektori, 7 = 1, 2.

Lasketaan (luennolla tarkemmin) : Ay =0, Ay = —0.04.

1
Ominaisvektorit: x; =

1

0
Alkuehdot: =y(0) =Ci1x1 + Caxg =
1.5

Saadaan heti: C7 = 0.75, Cy = —0.75.

Ratkaisu: y(¢) = 0.75 — 0.75¢70-04




Koordinaattifunktiomuodossa:

TT T[T T T T[T TTT[TTTT]
25 50 75 100
t

Onko tdmé ratkaisutekniikka yleispateva? Sitdpé nyt selvittelem&iin!




2 Vektori/matriisifunktioita, LRT /LRV

Matriisi- ja vektorifunktioita

Reaalimuuttujan t vektoriarvoinen funktio ¢t — v (t).
Reaalimuuttujan ¢ matriisiarvoinen funktio ¢t — A(t).

(Edellinen on erikoistapaus jalkimmaéisesté.)

Derivaatta ja integraali ym. tarkoittavat alkioittaisia operaatioita.

Esimerkki 2.1 x (t) =




Lause 2.1 Summan ja tulon deriwoimiskaavat pdtevdt:

d d

Z(AM) + B() = A1) + B'(t), —(A(t) B(t)) = A'(t) B(t) + A(t) B'(t).

Tod: Seuraavat suoraan vastaavista skalaarifunktioiden kaavoista. Katsotaan
kuitenkin jalkimmadinen: Olkoon C(t) = A(t) B(t)

e (t) = (AW B®)iy = 3 an(t) by (2).

Sovelletaan summan dervoimiskaavaa ja kussakin yhteenlaskettavassa tulon kaavaa.

Siispd c;;(t) =




Huom! Vaikka matriisit olisivat neliGmatriiseja (siis kertomiskelpoisia myos

toisinpéin), ei saa vaihtaa tulontekijéiden jarjestysta!

Funktioiden LRT /LRV

Jos on opiskeltu abstraktia lineaarialgebraa, ei naitd tarvitse erikseen maaritella.
Meilla ei ndin tehty, joten

Maéritelmé 2.1 Vektorifunktiot v1,..., v, ovat LRT vdlilld I = (a,b), jos
caavit)+...+c,vp(t) =0 Vtel — cg=...=¢,=0.

(Tama& on sopusoinnussa yleisen LRT- méaritelman kanssa, koska kaksi funktiota
ovat samoja madrittelyvililladn I, jos ne yhtyvét kaikissa pisteissi t € I.)

Lemma 2.2 (LRT-lemma 1) Olkoot vektorifunktiot muotoa y;(t) = f;(t)v; ,
missa f;:t skalaarifunktioita ja v; :t vakiovektoreita.

Jos kullakin f; :lld on vain ddarellinen mddard nollakohtia valilld I, niin funktiot
yi(t),...,yn(t) ovat LRT, mikdli vakiovektorit vy, ...,v, ovat LRT.




Tod: Koska vali I on aareton ja nollakohtia on yhteensa vain aarellinen maara,

voidaan valita (jopa ddrettémalld valinnanvapaudella) piste to € I, jossa

fi(to) #0 Vj=1...n. Jos nyt
lel(t)V1+...+Cnfn(t)Vn:O vVt € 1,

nin erityisests
C1 fl(tO) Vi+...+¢Cp fn(tO) Vi = 0

Koska v; :t LRT ja jokainen f;(to) # 0, on oltava ¢y = ... = ¢, = 0.

Huom: Tét4 lemmaa sovelletaan usein tilanteessa, jossa f;(t) #0 Vt e I.

Lemma 2.3 (LRT-lemma 2) Vektorifunktiot y1(t),...,yn(t) ovat LRT wvdlilla I,
jos vektorit y1(to), ..., yn(to) ovat LRT vektoreita jossain vilin pisteessd tg € I.

Tod: Tama on than oikeasti triviaali:
Joscryi(t)+ ...+ cpyn(t) =0 Vt € I, niin tokihan tuo yhtdald pdtee erityisesti,

kun sijoitetaan t = ty. Sispa oletuksen mukaan ¢ = ...c, = 0. M




Huomautus 2.1 Nama yksinkertaiset yleiset lemmat rittdvat useimmissa
vastaantulevissa tilanteissa. Kuitenkin teorian kannalta on keskeinen edellisen
lemman kddnteinen tulos, joka ei piade mille tahansa vektorifunktioille, vaan

lisdehtona on, ettd funktiot ovat (HY):n ratkaisuja.

Lemma 2.4 (LRT-lemma 3) Jos vektorifunktiot y1(t),...,yn(t) ovat yhtdilin
y' = Ay ratkaisuja, niin ne ovat LRT wvalilla I, jos ja vain jos vektorit

yv1(to), ..., ¥n(to) ovat LRT vektoreita jossain vilin pisteessd tog € 1.

Tod: Esitetadn hiukan tuonnempana. Todistukseen on kaksi tapaa. Toinen,

yleisemmin esitetty nojautuu Wronskin determinanttiin W (t), joka on det(Y (t)),

missd Y (t)—matriisin sarakkeina ovat vektorifunktiot y;(t).
Esitan luennnolla (to 20.11.08) toisen tavan, joka nojeutuu yleiseen olemassaolo-

ja yksikdsitteisyyslauseeseen, josta seuraavaksi puhutaan.




3 Perusteoriaa

Kts. KRES 3.2. s. 159 alk., KRE9 4.2, s. 136.
Diffyhtélosysteemi:

p

yll — fl(t7y17"'7yn)
yé — f2(t7y17"'7yn)

y;L — fn(t7y17° . 7yn)

Vektorimuodossa: y' = f(t,y).
Alkuarvoprobleema: Diffyhtalo ja ehdot: y(¢g) = v. (annettu vektori)

Lineaarinen systeemi: A(t)(n X n)

y =A(t)y +g(t) (EHY) (epdhomog.)
y' = A(t)y (HY)  (homog)
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Ratkaisun olemassaololause yleisille on luonteeltaan lokaali. Tassd otetaan vain
lineaaristen systeemien lause, joka on muotoilultaan yksinkertainen ja

johtopaitokseltadn globaali, ts. johtopdatos patee samalla (isolla) valilla kuin
oletuskin.

Lause 3.1 (Linsys 31) Jos a;;(t)— funktiot ja g(t) ovat jatkuvia vililli I = (a,b),
nun n X n lineaarisen systeemin alkuarvotehtavalla

y = Alt)y +g(t), y(to) =c, c on annettu vektori
on yksikasitteinen ratkaisu koko valilla I.
Lause 3.2 Jos funktiot y1(t) ja y2(t) toteuttavat (HY):n, niin niiden

lineaarikombinaatio toteuttaa myds, ts. y(t) = c1y1(t) + c2 y2(t) toteuttaa mydos.
(LA:n kielelld: ratkaisujoukko on aliavaruus)

Tod. Olkoot y1 ja ys (HY):n ratkaisuja.

y'(t) =c1y1(t) +cays(t) = cr Ayi(t) + co Aya(t) = A(cyr(t) + c2ya(t)) = Ay(1).

Siindpd se. u
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Kaiken perusta on tama:

Lause 3.3 Jos vektorifunktiot y1(t),...,yn(t) ovat (HY)ny' = A(t)y
(A(t)(n x n)) LRT ratkaisuja, niin jokainen ratkaisu y(t) voidaan yksikdsitteisesti

kirjoittaa lineaarikombinaationa:

y(t) =cyi(t) +... + cayn(l)
(LA:n kielelld: ratkaisuavaruvuden dimensio = n)

Tod: Todistus on otkein luonteva ja nautittava, kun kaytossamme on vahva ase:
8.1 (Linsys 31)

Luennolla to 20.11. ...

(HY):n yleinen ratkaisu:

Ratkaisuparvea y,(t) = c1 y1(t) + ... + ¢, yn(t) sanotaan (HY):n yleiseksi

ratkaisuksi, se siis sisdltda kaikki (HY):n ratkaisut.
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Perusmatriisi, Wronskin determinantti:

Y(t) = [yi(t) yat) ... yalt)];

missd y;(t) :t LRT.

W (t) = det(Y (1)),

myos vaikka ratkaisut eivét olisi LRT. Jos W(t) # 0, niin LRT ja siis perusmatriisi.
Kuten sanottu, parjaamme oikein hyvin LRT-lemmoilla tarvitsematta edes tuntea
kisitettd "Wronski". Toisaalta se on kirjallisuudess yleisesti esiintyva kisite ja sen
avulla voidaan LRT-todistukset mekanisoida, mutta, kuten sanottu, ...

Siihen liittyvé “thme” on, ettd W (t) =0 Vt € I <= W(t) =0 jollain ¢ € I, mikéli
matriisin sarakkeina on (HY):n ratkaisufunktiot.
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4 Vakiokertoimiset homogeeniyhtalot, faasitaso

y = (HY)

At

Aivan kuin edelld johdantoesimerkissi, sijoitetaan yrite y = eM'x —

deMx = eM Ax YVt e .

Johdutaan ominaisarvotehtévidn: Ax = A x. Sen ratkaisuina saatavien (x;, A;)

avulla saadaan ratkaisut
y(t) = eMitx;.
Kaikki on helppoa, jos on n kpl. LRT ominaisvektoreita.

Talloin LRT-lemma (kumpi vain) kertoo heti, ettd funktiot
yvi(t) = eMix;, ovat LRT.

Paalauseen 3.3 mukaan kaikki ratkaisut saadaan parvesta:

y(t) = creMix) + ...+ cpeixy,
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Lause 4.1 (EHY):n yleinen ratkaisu saadaan lisiamalld (HY):n yleiseen
ratkaisuun jokin (EHY):n erityisratkaisu. Ts. jos yn, =ci1y1+ ...+ cnyn ja jos Yy
on jokin (EHY):n ratkaisu, niin y =yp +yp on (EHY):n yleinen ratkaisu, el
sisaltaa kaikki ratkaisut.

Tod. 1. Toteuttaa, silld olkoon'y = yn +yp. Nyt
Y =y, +y,=Ayn+ Ay, +g=Alyn +yp) +g= Ay +g,
joten y toteuttaa kuin toteuttaakin (EHY:)n.

2. Olkoonpa nyt z mielivaltainen (EHY):n ratkaisu. osoitetaan, etti se on ylld

olevaa muotoa yp, + yp.

Fipi muuta kuin todetaan, etti z —y on (HY):n ratkaisu, mikd ndkyy heti:

(z—y) =2 -y, —y,=(4z+g)— (Ay,+8) —Ayn = Az —y)

Niinpd z —y =y on (HY):n ratkaisu, jotenz =y, + yn+yn
——

(HY ):n ratkaisu
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2x2-systeemeja, faasitasoja

Katsotaan ensin, miké on "aikatason" ja faasitason suhde. Merkitaan
havainnollisuuden vuoksi faasitason pisteita (x(t),y(t)). Diffyhtalon y” +y =0
ratkaisuja ovat y; = sin t ja yo = cost. Katsotaan yhtilod systeemind, siispa:

Muunnetaan systeemiksi:
r_
Y1 =92

/

Y2 = — U

y1 =Yy, y2 =y =y, siis:

0 1
Matriisimuodossa y’ = Ay, missd A =
—1 0

Haetaan nyt vain jokin ratkaisu, vaikkapa sellainen, joka toteuttaa alkuehdon
y(0) = [0, 1]7. Ratkaisuksi nihdésn heti: y; = sin(t), y2 = cos(t), ts.

sin (t)

cos (t)
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Aikakuva Faasikuva
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Faasikuva ja 8 suuntakenttanuolta

> A=[0 1;-1 0]

> ykspisteet=[0 1 0 -1;1 0 -1 0]

ykspisteet =
o 1 0 -1
1 0 -1 O

> Axykspisteet
ans =

1 0 -1

0O -1 0
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2 X 2-systeemien faasitasotyypit
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Noodi (ldhde)

A—

Ominaisarvot ja -vektorit:

)\1 = 1, Vi = [1,0]T
Ay =2, vy =1, 1]T

Molemmat ominaisarvot > 0.

Epastabiili: Trajektorit pakenevat poispain O:sta ja lahenevit daretonta
kaikista lahtOpisteistd xg # 0.
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Edellisen yksityiskohdat

A A1t

Yleinen ratk: y(t) = cie’Mtvy + coetttva.
Ominaisvektorit vi ja vo LRT, joten tassa on kaikki ratkaisut.

Jos "kerrotaan auki", saadaan koordinaattifunktiomuoto:

Y1 (1) ciel +cae

2t

y(t) Ny

Yo (t) Co €

Tastd voidaan piirtdé ratkaisukiyrien (trajektorien) pisteitd kiinnittdméalla c; ja co
ja antamalla arvoja kiayraparametrina esiintyvélle ¢ :lle.

Ratkaisujen luonne nakyy parhaiten, kun asettuu katsomaan tilannetta
ominaisvektorikantaan, jolloin katsotaan ratkaisua muodossa.

y(t) = creM?
——

z1(t) z2(1)

vy + 026>‘1t VJ.
v

Merkitdan koordinaattifunktioita ominaisvektorikannan suhteen z1(t) ja z2(%).
Huomaa, ettd (cl,c2) tarkoittaa alkupisteen koordinaatteja
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ominaisvektorikannassa.

o

1. Alkupiste ominaisvektorilla: co =0 =

=2
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ollaan (ja pystdan) vq:ll4.
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ci =0 — pysytaan vs:lla.
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Ratkaisupiste pysyy ominaisvektorilla, etdisyys O:sta,
A1t

NN\

— 00, kun t — o0, koska A\ > 0.

cile

SNONNNYN
‘\‘\‘\\TQ"\'\\
\\\\\\\\\ﬁ/L

Aivan samoin va ja Ag.

2. Alkupiste ei kummallakaan ominaisvektorilla: ¢; # 0,

21 = creMt, 29 = coet?t,

Tamin esimerkin tapauksessa A\; = 1, g = 2, jolloin 2o = K 2%, missd K = g—%
1

Ominaisvektorikannassa kyse on siis paraabeliparvesta. Tarkkaan ottaen kukin
trajektori on paraabelin haara , joka lihestyy O:a, kun ¢ — —o0 ja ldhestyy

aaretonta, kun ¢t — oo.
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Miten ominaisarvot vaikuttavat trajektorien muotoon?

Mité, jos edelld olisi ollut Ao =3 A 7

No silloin olisi saatu kuutioparaabeleja: 2o = Kz7.

Yleisesti: Jos Ay = p A1, saadaan kayria:

2o = K27, missé p voi yleisesti olla kokonaisluvun liséksi miké tahansa
positiivinen reaaliluku.

Mité, jos A1 = Ao 7 Siitd harjtehtivd AV:lla (tapauksessa: 2 LRT ominaisvekt.)
Muut reaaliset ominaisarvoyhdistelmat

1. Jos A1 <0, Ay <0, niin edellisessa ei muutu mikdian muu kuin nuolien suunta.
Kaikki virtaa O:oon péin.

2. Reaaliset ja erimerkkiset. Jos Aos = —p A1, saadaan

K

=,
<1

Zo =

jolloin trajektorit ovat "hyperbelinomaisia'.
Toista ominaisvektoria (A > 0 pitkin kuljetaan poispéin O:sta ja toista (A < 0)
origoon pain.
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Noodi (nielu)

A=

Ominaisarvot ja -vektorit:

)\1 = —1, V1 = [—1, 1]T
Ao = =3, vo=][1,1]T

Molemmat ominaisarvot < 0.

Stabiili (vahvasti): Trajektorit virtaavat kohti O:a.
kaikista lahtopisteistd xg £ 0.
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Satula

—1
A=
-4 -1

Ominaisarvot ja -vektorit:
)\1 = —2, V1 = [4, 1]T
Ao=3, vo=[-1,1F

~\\

Epastabiili: Osa trajektoreista — oo, ldhdettiinpd miten ldheltd O:a tahansa (erit.

posit. ominaisarvoa vastaavan ominaisvektorin pisteisté).
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Spiraali (lahde tai nielu)

9 -8
A =
16 —7

Ominaisarvot ja -vektorit:

M =1+8i, vi=[1+4,2T

)\2:)\1, V2:V_1

R6>\1(: Re)\g) >0

Epastabiili: Kaikki trajektorit kiertivit laajenevaa spiraalia — oo, ldhdettiinpa
miten laheltd O:a tahansa
Jos olisi ReA1(= Rely) < 0, niin
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Yleinen ratk:

Merk. w = vy, u= Rew =

A At

y(t) = cre?tw + coe

W =e¢e

t

Voidaan kirjoittaa myos muotoon:

y(t) = el | ¢

cos (8t) — sin (81)

2 cos (81)

27

sin (8¢) + cos (81)

2 sin (81)




Degeneroitunut lahde

4 1
A=
-1 2

Ominaisarvot ja -vektorit:
)\1 :)\2:)\:3, VvV = [—1,1]T

Vain 1—dim ominaisavaruus.

Epastabiili: Kaikki trajektorit — oo Jos olisi A < 0, niin
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