Lineaarialgebraa

1.1: Lineaarinen yht#losysteemi

a11r1 + a1222 + ... + a1y = b1

a21T1 + a22%2 + ... + Gy = by

Am1T1 + AmaT2 + ... + ATy = by

Esimerkkeji epilineaarisista:
4z — 629 = T1T2 tai To =21 —7
Lineaarisen systeemin ratkaisu:

Lukujono (vektori) (s1, s2, ..., s,) € R", joka toteuttaa yhtélosysteemin 1, kun sijoitetaan
1 = 81,2 = 82,...,Lp = Sp.

Tyyppiesimerkit 2 x 2 systeemeille

T + x> = 10 T + X2 = 3 T — 2x9 = -3

—x1 + x9 = 0 200 + 229 = 6 200, — 4z = 8
Yksi ratkaisu Adrettémin monta Ei ratkaisuja
konsistentti konsistentti epakonsistentts

Perustotuus Yleiselld lineaarisella m x n systeemilld on vain ndmé kolme mahdolli-
suutta. Tdmén selvitdmme perusteellisesti 1dhiaikoina.

ESIMERKKI: Kolme yhtdl6d ja kolme tuntematonta. Kukin yhtiloé masdrds tason
3—ulotteisessa avaruudessa.

i) Tasot leikkaavat 1 pisteessd ii) Tasot leikkaavat pitkin suoraa
(yksikdsitteinen ratkaisu) (ddreton mddrd ratkaisuja)




iii) Tasot yhtyvat iv) Tasoilla ei yhteisia pisteitd (e: ratkaisuja)

Tapaukset 1), ii) ja iil) ovat konsistentteja, iv) on epakonsistentti.

Tapauksissa ii) ja iii) ratkaisujoukot ovat dérettomia
edellisen "dimensio" on 1 ja jalkimméisen 2.

"dim(ii) = 1, dim(iii) =2 7
Lineaarisen yhtilosysteemin Ratkaisujoukko:
Kaikkien mahdollisten ratkaisujen muodostama joukko
Ekvivalentit systeemit:
Lineeriset yhtélosysteemit ovat ekvivalentit, jos niill& on samat ratkaisujoukot.

Yhtilosysteemin ratkaisustrategia:

Muokataan yhtdlosysteemi ekvivalentiksi systeemiksi, joka on helppo ratkaista

ESIMERKKI:
I — 2%2 = -1
—oy 4 3m, = 3 ronAD
X1 — 2.%2 -1 Yl - }/1 + 2Y2
T2 = 2

Viimeksi saatu yhtdlé on muodossa, josta ratkaisut saadaan perikkaisilla sijoituksilla
alhaalta ylospéin edeten (takaisinsijoitus, "back substitution"). Voidaan vaihtoehtoisesti
suorittaa vield yksi eliminaatioaskel alhaalta ylospain.

Ty — 2x9 = -1 Ty — 2z = -1 T = 3
—x1 4+ 3x9 = 3 To = 2
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Matriisinotaatio



T — 2.’1’;2 = —1 1 -2
—x1 4+ 3z = 3 -1 3
(kerroinmatriisi)
I — 2(132 —1 1 -2 -1
—I1 + 3552 = 3 —1 3 3
(liitdnnaismatriisi)
rr — 2.%'2 = -1 1 -2 -1
Ty = 2 0 1 2
1 = 3 1 0 3
T2 = 2 0 1 2

Alkeisrivioperaatiot:

1. (Rivien vaihto) Vaihdetaan kaksi rivid keskendan : rivi; < rivig

2. (Skaalaus) Rivin alkiot kerrotaan nollasta poikkeavalla vakiolla:

rivig «— crivig,

3. (Lineaarikombinaatio) Riviin lisédtdén toinen rivi kerrottuna nollasta poikkeavalla

vakiolla:

c#0

rivig <« rivig + crivi;

Huom! Operaatioissa 2 ja 3 ainoastaan yksi rivi (k:s) muuttuu, muut sdilyvét ennal-

laan. (Operaatiossa 1 kaikki rivit séilyvét ennallaan, vain paikat vaihtuvat.)

Riviekvivalentit matriisit ja yhtilosysteemit:
valentit, jos ne voidaan muuntaa toisikseen alkeisrivioperaatioilla. Yhtélosysteemit ovat

riviekvivalentit, jos niiden liitdnndismatriisit ovat sita.

Riviekvivalentit ovat ekvivalentit:

Lause Riviekvivalentit yhtélosysteemit ovat ekvivalentit, ts. niilld on samat ratkaisujoukot.
Todistus Rivien vaihto ja skaalaus kertoimella ¢ # 0 sdilyttavat ratkaisut.

IhZ =0
Lo¥ = by

=
L% = by,

L7 =0
cI1Z+ Lo = cby + by

Matriisit A ja B ovat riviekvi-

Vasen —> oikea: Kertomalla c:lld ja laskemalla yhteen yhtalot 1 ja 2.
Oikea — wvasen: Kertomalla eka c :114 ja vihentamalld toisesta.

ESIMERKKI:

ry — 2x2 + x3

23}2 — 8:63

—4x1 4+ Sx2 + 9x3

1 — 2x9 + T3

209 — 8x3

— 3x9 4+ 13x3

r1 — 2x9 + T3

i) — 41‘3

— 3z + 13z3

1 -2 1

0 2 -8
-4 5 9
(1 -2 1
0 2 -8
0 -3 13
(1 -2 1
0 1 —4
0 -3 13




xrpy — 2x9 4+ xz3 = 0 1 -2 10
r2 — 4dx3 = 4 0 1 -4 4
r3 = 3 0 0 1 3
Takaisinsijoitus
Edetéan alhaalta ylos:
r3 =3

r9 =4x3+4 =16
1'1:2.%'2—963:32—3:29

Ratkaisu on siis (29, 16, 3) ja se on yksikésitteinen. (Miksi?)

Takaisinsijoituksen sijasta voitaisiin viimeksi saadusta porrasmuodosta jatkaa elimi-
nointia alhaalta ylos ja oikealta vasemmalle, pdama&rand nollata myos jokaisen tukisarak-
keen yldosa. Jatko menisi tdhén tapaan:

Porrasmuodosta redusoituun porrasmuotoon, ref — rref

1 — 229 = -3 1 -2 0 =3
T2 = 16 0 1 0 16
T3 = 3 0 01 3
1 = 29 1 0 0 29
T2 = 16 0 1 0 16
r3 = 3 001 3

Peruskysymykset — olemassaolo ja yksikisitteisyys
1) Onko systeemi konsistentti, ts. onko ratkaisuja?
2) Konsistentin systeemin ratkaisujen lukumaara? Milloin yksikésitteinen ratkaisu?

ESIMERKKI: Onko systeemi konsistentti?

r1 — 2x9 + xr3 = 0
2$2 — 8£L'3 = 8
—4x1 4+ bSxrs + 93 = -9

Télle laskettiin edelld porrasmuoto (yldkolmiomuoto) (ref):

1 — 29 + x3 = 0 1 -2 1 0
T — 4:133 = 4 0 1 —4 4
r3 = 3 0 0 1 3

Téstd nikyy, ettd systeemi on konsistentti ja ratkaisu on yksikésitteinen. EIKO VAIN!
ESIMERKKI: Miten on tdmén systeemin ratkaisujen laita?

3ro— 6xz3= 8 0 3 —6 8
r1 —2x9+ 3Jx3 = —1 1 -2 3 -1
51 —Txo +923= 0 5 =7 9 0

Solution: Rivioperaatioilla:



0 3 -6 8 1 -2 3 -1 1 -2 3 -1
1 -2 3 -1|l—-0 3 -6 8(—|[0 3 —6 8
5 =7 9 0 0 3 -6 5 0 0 0 -3
Palataan havainnollisuuden vuoksi yhtilémuotoon:
r1 — 29 + 3z3 = -1
3$2 — 6$3 = 8
Oxg = —3 <« Eitoteudu sitten millddn x3:lla

Annettu systeemi on epikonsistentti (ts. ei ratkaisuja).

ESIMERKKI: Milli A :n arvoilla seuraava systeemi on konsistentti?

3.%'1 — 91’2 = 4
—2.T1 + 61‘2 = h

Ratkaisu: Porrasmuotoon:
3 -9 4] [ 1 -3 3] [1 -3 §
-2 6 h -2 6 h 0 0 h+3
Toinen yhtalo; 0x1 4+ 0ze = h + %. Tama toteutuu vain, jos h + % =0eli h= %8.
Ensimmainen yhtdlé on 21 — 3xz9 = %. Ratkaisuja ddreton m&aré.
-8

Johtopéitos: Systeemi on konsistentti jos ja vain jos h = =~.
Talloin co méadra ratkaisuja.



