Luennon ti 14.11. kalvoja 4+ ominaisarvopruju

1. Kanta, dimensio

Lay 2.9, 4.5, 4.6
http://math.tkk.fi/opetus/k3/03/L/LA2 . html#Kanta ja dimensio
KRE 7.5. s. 354

Ajattelemme R™:n aliavaruutta H. Aivan samat paittelyt patevit yleisemminkin mielivaltaisessa
("adrellisulotteisessa”) vektoriavaruudessa.

Kanta Vektorijoukko, joka virittdd ja on LRT.
LA2/Lause 1 Esitys kannan avulla on yksikésitteinen.
LA2/Lause 2 Avaruuden H jokaisessa kannassa on yhtd monta vektoria.

LA2/Maiésritelmé (dimensio) Kannan (minké tahansa) vektorien lukumééra.

Kannaksi laajentaminen ja karsiminen

LA2/Lemma 1 (LRT-lemma) Jos vektorijoukko {vi,...,v,} C H on LRT ja jokin
v € H ei ole néiden lineaarikombinaatio, niin joukko {wi,...,v,, v} on LRT.
(Vrt. Lay 4.3 Theorem 5 (The spanning set theorem)

LA2/Lause (kannaksi laajentaminen) Aliavaruuden H C R™ LRT joukko voidaan
laajentaa H:n kannaksi.
Tod: Kéytetasan (toistuvasti) LRT-lemmaa. 0

LA2/Lause (kannaksi karsiminen) Aliavaruuden H C R"™ virittdvi joukko voidaan
karsia H:n kannaksi.
Tod: Kéytetaén (toistuvasti) LRT-lemmaa. 0O

Lay 4.5 s. 259/The basis theorem (kantalause)
Olkoon H p—dimensioinen (ali)avaruus.

1. Jokainen p:n vektorin LRT joukko on H:n kanta.

2. Jokainen p:n vektorin virittdva joukko on H:n kanta.

Tod: 1. Olkoon {vy,...,v,} LRT. Jos se ei virittéisi, voitaisiin se laajentaa H:n kannaksi.
Ristiriita lauseen 2 kanssa.
2. Virittdkoon {v1,...,v,} Hm. Jos se ei olisi LRT, se voitaisiin karsia kannaksi, jélleen
ristiriita lauseen 2 kanssa.
(Molemmissa padttelyissd parjatdan LRT-lemmalla, yksi askel riittaa.) 0

Rangi, nulliteetti, peruslause

Perjantain (10.11.) luennolla ratkaistiin erds Az = {0} ja muodostettiin nolla-avaruuden N(A)
kanta. Kertaukseksi vaikka LA3:n alku ("Nolla-avaruus”).



Nahtiin, ettd N(A) :n kantavektoreita on yhtd monta kuin vapaita muuttujia.

Avaruus Dimensio
Nolla-avaruus N(A) | nulliteetti, n(A)
Sarakeavaruus col(A) rangi, r(A)
Riviavaruus row(A) rangi, r(A)

Sarakeavaruus ja sen dimensio

Viimeksi (pe) laskettiin ja todettiin:

1. Rivioperaatioissa sarakkeiden LRT /LRV-kaytos siilyy.

2. Tukisarakkeet ovat LRT.

3. Ei-tukisarake voidaan lausua tukisarakkeiden lineaarikombinaationa.

1. Lausutaan LRT/LRV-vektoriyhtélo rivimuodossa A ¢ = {0}. Ratkaisut séilyvit samoina ri-
vioperaatioissa, ja sitten vaan takaisin vektorimuotoon.

2. Irrotetaan tukisarakkeet omaksi matrisikseen. Silloin kaikki sarakkeet ovat tukisarakkeita ja
siis (HY):n ratkaisu on yksikésitteinen. (Tai paételldéin ihan suoraan "takaisinsijoittamalla”.)

3. Irrotetaan matriisista tukisarakkeet kerroinmatriisiksi ja sijoitetaan haluttu mielivaltaisesti
valittu ei-tukisarake yht&losysteemin oikeaksi puoleksi. No, systeemihén on konsistentti, kun
viimeinen sarake ei ole tukisarake, joten ko. ei-tukisarake on tukisarakkeiden lineaarikombinaa-
tio.

Riviavaruus

Lause Jos A ja B ovat riviekvivalentit, niin row(A) = row(B).

Tod: Koska B :n rivit ovat A :n rivien lineaarikombinaatioita, niin B :n rivivektorit kuuluvat
viritelméan row(A), joten myds row(B) C row(A). Mutta aivan yhtd hyvin kdantéen. 0

Lause Riviavaruuden kannan muodostavat ref(A):n nollasta poikkeavat (siis tuki-)rivit. Siten
todellakin rivi- ja sarakeavaruuksilla on sama dimensio.

Tod: Tukirivit ovat LRT aivan samalla padttelylla kuin tukisarakkeet. (Tukirivit ovat trans-
poosin tukisarakkeita.) Tukirivit ovat siis sekd LRT ettd virittavét (edellisen perusteella), ja
muodostavat siten row(A):m kannan.

Huom! Rivioperaatioissa rivivektoreille séilyy viritys, muttei LRT. Rivioperaatioissa sarakevek-
toreille sdilyy LRT, muttei viritys.

Yhteenveto laskentaan:

N(A): Ratkaistaan Ax = {0}, kantavekt.: Yksi kutakin vap. muutt. kohti
col(A): Kanta: Tukisarakkeet poimitaan alkuperéisestd matriisista
(ref-muodon vastaavat eivit yleensd viritd).

row(A): Kanta: ref-muodon ei-nollarivit.

(Alkuperiisen vastaavat eivét valttaméatta LRT.)




Edellisen perusteella meille putoaa:

Lause[Rangilause] (KRE s. 333 Thm 1) Matriisin A rangi r(A) (joka mééritellaén sarakeava-
ruuden dimensioksi) = riviavaruuden dimensio. Toisin sanoen matriisin rangi on

maksimi ma#drd LRT sarakkeita = maks maérd LRT rivejé.

Erityisesti neliomatriisilla pétee: Rivit LRT <= sarakkeet LRT.
(Tata olen usein kutsunut "lineaarialgebran ihmeeksi”.) 0

Lause|Lineaarialgebran peruslause]
Olkoon A (m X n)-matriisi.

n(A) +r(A) =n.

Tod: Tamaikin on jo perusteltu. Kerran vield; sarakkeita on kahdenlaisia: tukisarakkeita ja ei-
tuki- eli vapaiden muuttujien sarakkeita. 0

Neliomatrisiit: Determinantit ja kddnteismatriisi

A olkoon (n x n) neliématriisi
Determinantit, kts. http://math.tkk.fi/opetus/k3/04/L/DetInv.pdf

Determinantin kehittdmislaskelma, 25 x 25—matriisi. Kertolaskuja ~ 25!.
Gaussilla ~ 253

octave:23> oper=factorial(25)

oper = 1.5511e+25

octave:22> tera=10"12;

octave:25> sek=oper/tera

sek = 1.5511e+13

octave:27> vuosia=sek/3600/24/365

vuosia = 4.9186e+05 % n. 500 000 vuotta
octave:28> gauss=2573

gauss = 15625

octave:29> gauss/tera

ans = 1.5625e-08 % Gaussilla hujahtaa 1/(100 000 000) sekunnissa.

Algoritmilli on vdilid!

Kaanteismatriisi

Maér: A(n x n) on kddntyvi, ( ei-singulaarinen, sédénndéllinen), jos on olemassa B(n x n siten
ettd



AB=BA=1,

missd I on n x n—yksikkomatriisi. Merk B = A1,

Huom: Jos 3A~!, niin se on yksikisitteinen: Olkoot B ja C' kaksi kifinteismatriisia.

B=IB=(CAB=C(AB)=CI=C

Lause 1[K&édntyvyys ja rangi]

A on kiddntyvd <= r(A)=n

Tod: 1. Oletetaan kiiéintyvyys. Tarkastellaan (HY):# Ax = {0}. Kerrotaan puolittain A~! :114,
ja saadaan: x = A~1{0} = {0}. Siis (HY):1l4 vain triv. ratk (ja ratk. siis yksikés), joten jokainen
sarake on tukisarake.

2. Oletetaan: r(A) = n. Talloin yht&lollda Ax = b on yksikésitteinen ratkaisu kaikilla b € R™.
(Matriisin sarakkeet muodostavat R™:n kannan.)

Valitaan b=e;, j=1,...,n.
Ratkaisuvektorit «; ladotaan sarakkeiksi: X = [x1...xy].

T&llsin A X = 1.
Onko myts X A=17

Yksityiskohdat luennolla. 0

Huom! Edellisesta todistuksesta seuraa: Toinen ehdoista A B = I tal B A = I riittdi kdinteis-
matriisille.

Lause 2 [Kadntyvyys ja determinantti]
A on kiddntyvd <= det(A) # 0.

Tod: Rivioperaatiot eivit muuta rangia eivitkd determinantin 0—k&ytosta.
r(A) =n <= ref(A):n kaikki sarakkeet tukisarakkeita <= ref(A):n kaikki diagonaalialkiot
#0 <= det(A) #0.

det(A):Cdl'dQ'...'dn, C%O
Lause 3[Tulo ja transpoosi]

1. Jos A on ki#sintyvi, niin myos A~! on kisintyvé ja

(A H = A

2. Jos A ja B kiintyvii, niin A B kiintyvi ja (AB)™! = B~1A-L

3. Jos A on kiidintyvi, niin myos AT on kiidintyvi ja (A7) = (A_l)T.



Tod. Kerrotaan vaikka oikealta ko. "kandidaatilla”
Nyt voidaan koota sopiva versio "kédénteismatriisilauseeksi”.

Kisnteismatriisilause (Layssa monta versiota eri paikoissa)
Seuraavat ovat yhtédpitavit (A(n x n)):

1. A on kdantyva

2.7r(A)=n

3. det(A) #0

£ N(A) = {0} (n(4) =0)

5. A:n sarakkeet ovat LRT ( <= ) virittdvit R" : n

6. A:n rivit ovat LRT ( <= ) virittaviat R” : n

7. (HY):l4 Ax = {0} vain triviaaliratk. & = {0}

8. (EHY):1l& Ax = b on ratkaisu Vb € R"

Kiaanteismatriisikaavat ja laskenta

Determinanttien avulla voidaan esittdé kaunis ratkaisukaava kéédnteismatriisille ja yhtélosystee-
mille. Pienilld n (n =2, n = 3) voivat olla kéitevid. Suuremmilla hyodyttomid. (Ellei ole aikaa
odotella 500000 vuotta.)

Tarvitaanko ké#dnteismatriisin laskemista?

Yleensi ei! Kéddnteismatriisi on teoreettisena vélineend hyodyllinen matriisilausekkeissa. Kéay-
tannossd sitd voitaisiin soveltaa yhtilosysteemin ratkaisukaavana € = A~'b. Mutta téméi on
tehotonta ja numeerisesti epétarkempaa kuin suora ratkaisu.

Enté, jos oikeita puolia on paljon? No ei silloinkaan, vaan esim. LU-hajotelma.
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1 Ominaisarvot ja -vektorit

Tarkasteltavana oleva matriisi on koko ajan nelidmatriisi, A(n x n).

Johdanto

Ajatellaan neliomatriisia A ennen kaikkea sen méa#iradmén lineaarikuvauksen kannalta.

T&hén asti staattisia ongelmia: lineaarisen yhtéaléryhmén ratkaisu.
Nyt kisittelemme dynaamisia tehtéavid. Tyypillisesti tarkastelemme iteraatiota

Alkupiste xg, Tr+1 = Axk,k=0,1,2,....

T&ll6in joudumme laskemaan matriisin potensseja (joita neliomatriisille voidaan laskea).
Sovellutuksina ndemme mm. diskreettejd dynaamisia systeemeji (differenssiyhtilosystee-
meji) ja differentiaaliyhtélosysteemejé.

Ominaisarvotehtévid tulee luonnontieteellissé sovelluksissa vastaan hyvin monessa paikas-
sa. Kyseessd on myos insinéorimatematiikan kaikkein tarkeimpéén ydinalueeseen kuuluva
aihepiiri. Liséiksi: kaunis kappale lineaarialgebraa.

1.1 Maiaritelma ja laskutekniikkaa

(A on (n x n) nelibmatriisi.)

Tarkastellaan yhtaloa
Ax =z, e C (1.1)

Yht&lolld on aina triviaaliratkaisu =0, olipa A miké tahansa kompleksiluku.



Tehtéavas:

(a) M&éritd luku A siten, ettd yhtalolla (1.2) on ei-triviaaleja ratkaisuvektoreita .
(b) Maarita sitten kutakin ratkaisua A kohti ao. ratkaisuvektorit x.

Maisritelma 1.1 Lukua M\ sanotaan matriisin A ominaisarvoksi ja vektoria  # 0 vas-
taavaks: ominaisvektoriksi, jos

Ax = \x.

Englanninkielld: “Eigenvalue, eigenvector”
Havainnollistusta

Geometrisesti ominaisvektori tarkoittaa suuntaa, joka siilyy samana (tai vastakkaisena)
sovellettaessa lineaarikuvausta A. Ominaisarvo kuvaa venytys/kutistussuhdetta, negatii-
visessa tapauksessa lisdksi suunnan vaihtoa.

Viitteesessd [wwwmaple] on useita esimerkkeji lineaarikuvauksista R? : ssa. Yksikkoym-
pyrin keh#d kiertdvé sininen ldhtonuoli kuvataan matriisilla kertomalla punaiseksi ku-
vanuoleksi. Animaatiota askel kerrallaan ajettaessa nékyy kohdat, joissa sininen ja pu-
nainen nuoli menevét pédllekkéin. Siind on ominaisvektori, ominaisarvo antaa venytys-
/kutistuskertoimen, jolla sininen saadaan punaiseksi. (Animaatioita voi ajaa askel ker-
rallaan Maplessa, lataamalla ominaisarvot.mws Mapleen. T&ll6in on mahdollisuus tehdé
omia kokeiluja muillakin matriiseilla yms. Ilman Maplea voi katsella valmista esitysté pel-
kistddan selaimella ominaisarvot.html.)

T&mé kuvailu pétee reaalisiin ominaisarvoihin (ja -vektoreihin) ndhden. Kompleksisessa
tapauksessa tilanne voi olla “epéintuitiivisempi”, kannattaa muistaa, ettd esim. i:114 kerto-
minen merkitsee kiertoa tasossa kulman /2 verran, joten skalaarilla kertominen ei tarkoita
(reaalisella) suoralla pysyttelemista.

Tehtidvin muokkaus ratkaistavaan muotoon

Ar =X x, € C <= (A- M)z =0 (1.2)

Kyseessid on siis homogeeniyhtdld, jonka kerroinmatriisi siséltédd parametrin A. Se pitdé
valita siten,

ettd HY:1I4 on ei-triv. ratkaisuja, ts. Gaussin eliminaation on tuotettava ainakin 1 nollarivi,
joten on oltava det(A — A\I) = 0.

Esimerkki 1.1 Lasketaan aluksi wwwmaple-tyoarkin ensimmdinen esimerkkitapaus:

3 =2 -A+3 -2
= , D)) = =A2-3)X+2.
1 0 1 A
Tdstd saadaan nollakohdat, eli ominasiarvot: Ay =1, Ay = 2.
Omainaisvektorit:
A =1

2 =2

1 -1
vektori on ominaisavaruuden kanta, toki voidaan kertoa milld tahansa skalaarilla ¢ # 0.)

A-1T = [ ] , misti saadaan 1 = x9, joten ominaisvektori on [1,1]7 . (Tdami



Ay =2

-2
. Valitaan x5 = 1, jolloin x1 = 2. Saadaan siis xo = [2,1]7.

1
A-21=
1

Musista verrata laskun tuloksia www-tydarkkiin, tai vield mieluummin piirrd paperille.

Huomioita:

Jos A on 2 x 2—matriisi, voidaan ominaisvektoreita laskettaessa aina jattaéd toinen yhtilo
pois, silld matriisin rivien on oltava LRV.

Kyseessé on nolla-avaruuden madrdamistehtdva. Téssd tapauksessa oli kaksi erisuurta
ominaisrvoa. Talloin 2 x 2—matriisin tilanteessa saadaan aina kumpaankin ominaisarvoon
liittyen yksiulotteinen ominaisavaruus.

2 0 4
Esimerkki 1.2 A= [ 0 6 0
4 0 2

Omanaisarvot:

Muodostetaan D(A\) = det(A— A1) = —(A+2)(A —6)%. Tdmdi saadaan kehittdmdlli 1. sa-
rakkeen suhteen. Helpon tekijoihin jaon toivossa kannattaa sdilyttid laskut tekijémuodossa,
kiirehtimdtid kertomaan auki, ennenkuin on pakko. Tdssd tehtdvdssd pakkoa ei tule, vaan
saadaan hyvin lyhyelld laskulla tuo tulos. (Yksityiskohdat kannattaa lukijan laskea itse.)

Koska tekiji (A\+2) esiintyy potenssissa 1, sanotaan, ettid ominaisarvon Ay = —2 algebral-
linen kertaluku My, = 1. Vastaavasti (A — 6) esiintyy potenssissa 2, joten ominaisarvon
A2 algebrallisen kertaluvun M), sanotaan olevan 2.

Lasketaan ominatisvektorit

Stjoitetaan karakteristiseen matriisiin Ky = A — A\l A:n paikalle vuorollaan kukin ominai-
sarvo.

Ominaisarvoon \; = —2 liittyvit ominaisvektorit
4 0 4

Ky=10 820
4 0 4

Téssd ei rivioperaatioita tarvita. Alin rivi voidaan jéttid pois (identtinen ylimmdn kanssa).
Voidaan haluttaessa jakaa 1. rivi 4:1ld ja toinen 8:lla, muttei sekddn ole tarpeen.

2. rivi = x3 vapaa ja ro = 0.

1. mnn = x1 = —x3.

Jos wvalitaan: r3 = 1, saadaan vy = [~1,0,1]7.

Saadaan I-ulotteinen ominaisavaruus. Ominaisavaruvuden A dimensiolle kdytetidn mer-
kintid my ja nimitystd geometrinen kertaluku. T'dssd tapauksessa algebrallinen ja geo-

metrinen kertaluku yhtyvit my, = My, = 1.

Yleisesti voitaisiin muodostaa ref (tai rref).



4 0 4
ref(Kkl) = 0o 8 O Tdstd ndhdddn heti, ettd nolla-avaruuden dimensio = 1. (n-tukisarakkeiden lkm = nollarvien lkm, kun kerran
0O 0 O

on nelidmatriisi.) Tdssd tapauksessa laskut eivdit edellisestd yksinkertaistu, koska matriisi oli jo heti yhtd rivioperaatiota ja normeerausta
vaille jopa rref-muodossa.

Ominaisarvoon \s = 6 liittyvit ominaisvektorit

—4 0 4
Ky=| 0 0 0
4 0 —4

Nyt jad vain ykst yhtdld, jossa voidaan kaksi muuttujaa valita vapaasti, vaikkapa xs ja xa,
ja ratkaisemalla x1 = x3.

Saadaan kaksi LRT ominaisvektoria valitsemalla ensin x3 = 1, xo = 0 ja sitten pdinvastoin
xr3 = O, To = 1

wp = [1,0,1]7 | uy =10,1,0]7. Kertaluvut ovat taas samat: my, = M)y, = 2

Siis ominaisavaruudet ovat: E_9 =sp{[—1,0,1]} ja Es =sp{[1,0,1],]0,1,0]}

(Yhtdlésystcemiﬁn yhteydessd opitun systematitkan mukaan toimien saataisiin lisidmdalld 1. rivi kolmanteen ja jakamalla vield —4 : lld,

matriisi, jonka ensimmdinen rivi olisi 1,0, —1 ja muut nollariveji. Siis r =1, n—r =3 —1 = 2, joten nolla-avaruuden dimensio = 2. )

Jaljempdnd esitettdvdin lauseen mukaan eri ominaisarvoshin litttyvdt ominaisvektorit ovat
LRT, joten voimme sen turvin suoraan pddtelld, ettd laskemamme 8 ominaisvektoria ovat
LRT ja siis R3:n kanta. Ilman tuota lausetta tiytyisi turvautua ref:iin.

-1 1 0 -1 1 0
0 0 1|~ 0 20
1 1 0 0 01

Kaikki sarakkeet ovat tukisarakkeita, joten sarakkeiksi latomamme ominaisvektorit ovat
todellakin LRT.

Huomautus 1.1 Varo harhaluulemasta, ettd lineaarinen riippumattomuus voitaisiin to-
distaa osissa niin, ettd osoitettaisiin vaikka kaksi vektoria LRT:kst ja kolmas kummastakin
LRT:ksi. Tokihan kolmas voi sijaita kahden virittdmdssd tasossa (ja muodostaa siis ensin-
mainittujen kanssa LRV joukon) ja olla kummankin kanssa eri suuntainen.

Edella mainitussa (jiljempdnd esitettivissd) lauseessa esiintyvissi “ominaisvektorinipu-
tuksessa”on kyse siitd, ettd kaikki mahdolliset valinnat eri ominaisavaruuksista antavat
LRT vektorijoukon. Mutta, kuten sanottu, palataan.

1.2 Karakteristinen polynomi, ominaisarvon kertaluvut

Jos determinantti D(\) = det(A — AI) kehitetdén vaikkapa 1. sarakkeen mukaan, ndhdéén,
ettéd se on polynomi, joka on muotoa:

D) = (=1)"\" + ¢, A" L+ e



Polynomi, jota sanotaan karakteristiseksi polynomiksi, on siis aina astetta n. Kertoimet cg
ja ¢,—1 on helppo méarittaa. Edellinen saadaan laskemalla

co = p(0) = det(A — 0 1) = det(A).

Jalkimmaéinen saadaan kertomalla diagonaalitermit (A —a;;) ja ottamalla mukaan ... Néin
saadaan ¢,—1 = —(a11 + a2 + ... + ann).

Algebran peruslause sanoo, ettd jokaisella polynomilla, joka ei ole vakio, on komplek-
sitasossa nollakohta. Lauseen todistus vaatii vihdn enemmén kompleksianalyysin tyo-
kaluja, kuin olemme t#lla kurssilla késitelleet. Sité voidaan pitéd kurssin kannalta “syvéal-
lisend” ja toki muutenkin. Hieno tulos, jonka elegantti toditus pohjautuu ns. Liouville’n
lauseeseen: Jokainen koko kompleksitasossa analyyttinen (kokonainen) funktio, joka on ra-
joitettu, on vakio. (Sovella tétd 1/p(z)— funktioon, jossa p(z) on polynomi, jolla ei ole
kompleksitasossa yhtddn nollakohtaa ... . Ristiriita on kiden ulottuvilla.)

Lisiksi on kiytossdmme kaikkea muuta kuin syvéllinen asia: Jos polynomilla p(z) on
nollakohta zj, niin se on jaollinen (z — zp) :lla. Tdm&hén seuraa heti kirjoittamalla
p(2) —p(20) ja toteamalla, ettd koska vakiotermit kumoutuvat, saadaan jokaisesta termistéi
z — zg tekijaksi.

Saadaan siten:
Lause 1.1 (KRE8 Thm. 1 s. 373) Neliomatriisilla A (n x n) on ainakin yksi ja kor-

keintaan n erillistd ominaisarvoa. Ne voivat olla kompleksisia, vatkka matriisi olist reaali-
nen.

Karakteristinen polynomi voidaan kirjoittaa muotoon:

D) = A=A (A= An)*
Ominaisarvon A\ algebrallinen kertaluku M) tarkoittaa kyseisen polynomin nollakoh-
dan kertalukua. Siten M), ilmaisee siis potenssin py, jossa tekija (A — Ag) esiintyy.

Voidaan sanoa, ettd n X m-matriisilla on n kappaletta ominaisarvoja, kun kukin otetaan
niin monta kertaa kuin sen algebrallinen kertaluku ilmaisee.

Maiésritelma 1.2 Ominaisarvoon A litttyvd ominaisavaruus E) koostuu kaikista A:aan
listtyvistd ominaisvektoreista ja nollavektorista. Ey on vektorialiavaruus, koska se on (A—
A ):n nolla-avaruus.

Ominaisarvon geometrinen kertaluku my on ominaisavaruuden Ey dimensio. Siis m) =

dz’m(E,\) .

Ominaisarvojen ja -vektorien laskeminen, yhteenveto

Kootaan vieléd kertaukseksi toimintaohje:

10



1. Muodostetaan karakteristinen polynomi

D(N) = det(A — AI)

ja ratkaistaan sen nollakohdat, nain saadaan ominaisarvot.

2. Ratkaistaan homogeeniyhtlo

(A= M)z =0,
ts. médrdtadan nolla-avaruus N(A — AI) kullakin ominaisarvolla A.

Ratkaisussa on ainakin yksi vapaa parametri, sanokaamme ¢, joka voidaan valita mieli-
valtaisesti (esim. t=1). Jos vapaita parametrejd on useita, tdytyy pitdd huoli siité, ettd
saadaan lineaarisesti riippumattomat ratkaisuvektorit. Varma valinta esim. tapauksessa ”3
vapaata parametria’on:

Yksi ominaisvektori : parametrit: 1,0,0
Toinen ominaisvektori : parametrit: 0,1,0
Kolmas ominaisvektori : parametrit: 0,0, 1.

Jos kysytdén vain ominaisavaruuden E) dimensiota, eli ominaisarvon A geometrista kerta-
lukua, riittdd magrittad matriisin A — A I rangi r, ts. tukisarakkeiden lukumééra. Kysytty
dimensio on silloin n — 7.

Kertaukseksi

1. Ominaisarvot ovat 1-kés, ominaisvektorit eivit.

2. Kuhunkin ominaisarvoon liittyy ominaisavaruus, pddméérini on 16ytié jokin kanta omi-
naisavaruudelle.

Kéytannon (numeerisista) laskentamenetelmisti

Polynomiyht&lon ratkaisussa on useimmiten turvauduttava numeerisiin menetelmiin. Mat-
labissa on téhén tarkoitukseen funktio roots. Oikeissa numeerisissa menetelmissé laske-
taan ensin ominaisvektorit (tai esim. muutama dominoiva ominaisvektori — sellaiset, jotka
vastaavat muutamaa suurinta ominaisarvoa). Ominaisarvot lasketaan vasta sitten.

Itse asiassa Matlabin roots-komennon kéytto ominaisarvotehtévissa on lievéd "itsepetos-
ta”. Se perustuu algoritmiin, joka laskee annettuun polynomiin liittyvén matriisin, ns.
“companion matrix”:n ominaisvektorit ja sitten ominaisarvot. Sivutuotteena, erdéinlaisena
kuriositeettina, siitd saadaan helposti kohtuullinen polynomiyhtélon ratkaisija.

Ominaisarvojen laskenta tédtd kautta on siten hyodyllista pelkéstédéan perusasioiden opet-
teluun. Oikeaan laskentaan kaytetddn komentoa eig.

Matlabin “isd” Cleve Moler, joka on erds nykyaikaisen tieteellisen laskennan huomattavia vaikuttajapersoonallisuuksia, pitdnee poly-
nomiyhtélén ratkaisemista nykyaikana hieman numeerisen analyysin sivuraiteille kuuluvaksi. Siit4 syystéd hén ei luultavasti ole kiiruh-
tanut ottamaan Matlabiin parasta alan algoritmia kdyttéén. Myds Matlabin historia on hyvin vahvasti juuri lineaarialgebrassa. Silla

alueella on erityisesti panostettu parhaisiin algoritmeihin, toki sitten my&s mm. differentiaaliyhtildissa.
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1.3 Illuusiot romahtavat — esimerkkeji, defektiivisyys

Toinen illuusiomme voisi olla se, etté jokaisella reaalisella matriisilla olisi reaalinen ominai-
sarvo. Koska kyseessd on polynomiyhtélon nollakohta, tuo on varsin epérealistinen toive.
Myo6s kiertomatriisin ajattelu antaa saman johtopaétoksen. Lasketaan joka tapauksessa
esimerkki.

Vakavampi illuusio voisi olla se, ettd algebrallinen ja geometrinen kertaluku olisivat ai-
na samat. Sitdhdn tukevat tdhin mennessi esiintyneet esimerkit. Romutamme tdmén il-
luusion heti esimerkilld ja kerromme, mité tiedetéan yleisesti kertalukujen suhtautumisesta
toisiinsa.
I
Esimerkki 1.3 Olkoon A = . Lineaarikuvauksena tarkasteltuna A =
0 0 xI9
Z2
o |

Stis kaikki x1—akselilla makaavat vektorit kuvautuvat 0-vektoriksi, joten ne ovat (0:aa lu-
kuunottamatta) ominaisarvoon X = 0 liittyvid ominaisvektoreita. Muut kuin x1— akse-
lin suuntaiset vektorit kuvautuvat myos x1—akselille, joten ne eivdt ole ominaisvektoreita.
Nayttad siis siltd, ettd kaikenkaikkiaan matriisilla on vain yksi ominaisvektori (tarkemmin
sanottuna yksi yksiulotteinen ominaisavaruus).

01

No mutta lasketaan toki myds.

D(\) = A2, joten A = 0 on (algebrallisesti) kaksinkertainen ominaisarvo, eli My = 2.
Ominaisarvoon A = 0 liittyvd ominaisavaruus on sama kuin A:n nolla-avaruus. Koska
A:lla on yksi tukisarake, tdmdn dimensio on 2 — 1 = 1. Ominaisvektorit mdadraytyvat
yhtdalosta

0xy + x9 = 0, eli z1 mielivaltainen (voidaan ottaa x1 = 1), x9 = 0.

Siten ominaisavaruuden virittid vektori [1,0]7T.

Ominaisarvon 0 geometrinen kertaluku mqy = 1. Siis mg < My. Sanotaan, ettd matriisi on
defektiivinen. Ominaisvektoreita ei ole "tarpeeksi”, jotta niistd voitaisiin muodostaa R? :n
kanta.

Misséén esimerkissdmme ei ole esiintynyt epédyhtilod toisinpéin, eli geometrinen on ollut
aina korkeintaan algebrallinen. Témé onkin yleinen ominaisuus:

Lause 1.2 Yileisesti pdtee: my < M. Aito < on mahdollinen.

Edellinen on jossain mddrin syvdllinen asia, perustelu on pakko sivuuttaa. Jéalkimmdisen
perustelee edellinen esimerkki.

Esimerkki 1.4 KRE esim. 4 s. 375. Reaalinen matriisi, jolla on kompleksiset ominaisar-
vot (ja -vektorit)




cos (o) —sin(a)
Kyseessd on kiertomatriisi , kun kiertokulmana on o = /2.

sin (o)  cos (@)

= A2 + 1, joten ominaisarvot ovat \ = =i.

Nyt det(A—\I) =
(A= A1) |_1 R

Lasketaan ominaisvektorit, ensin ominaisarvolle A\ =1

Ratkaistavaksi tulee yhtils —izy +x2 = 0. Jos valitaan xo = 1, on x1 = 1/i = —i. Saadaan
ominaisvektoriksi [—i, 1]

Huomaa, ettd kompleksisella skalaarilla kertominen on nyt sallittua. Ndin saadaan vek-
toreita, jotka eivdt ensi silmdykselld ndytd lineaarisesti risppuvilta. Niinpd, jos kerromme
vaikka i:1ld, saamme yhtd hyvin kantavaktorin: [1,4)7.

Ominaisarvoa A = —i vastaava ominaisvektori saadaan samalla tavalla. Itse asiassa sitd ei

tarvitse laskea, koska se on edelld lasketun ominaisvektorin liittovektori. Tdlld tarkoitamme
vektoria, jonka koordinaatit ovat edellisen liittolukuja.

Todistetaan viimeksi todettu oikein lauseena.

Lause 1.3 Reaalisen matriisin kompleksiset ominaisarvot ovat pareittain liittolukuja. Liit-
tolukuja vastaavat ominaisvektorit ovat toistensa liittovektoreita.

Ominaisarvoja koskeva johtopddtos voidaan tehdd kompleksiprujussa olevasta lauseesta:
reaalikertoimisen polynomin kompleksiset juuret ovat toistensa litttolukuja.
Itse asiassa tdtikddan ei tarvita, kun huomataan, ettd edellisen perustana olevasta, liittolu-
kujen laskutoimituksia koskevasta lauseesta saadaan myds vilittomdsti sidnté Av = Awv.
Niinpd, jos Av = Av, niin Av = Av=Av = v =)\T.
~— —~—
A on reaalinen Av=\v

Johtopddtds seuraa siten suoraan ominaisarvon/-vektorin mddritelmdstd.

cos (o) —sin ()
Tehtdva 1.1 Laske yleisen kiertomatriisin A =

ominaisarvot ja
sin (o) cos (@)
-vektorit. Milld kiertokulman arvoilla ovat reaaliset?

Yhteenveto kisitteistd ja madritelmista
1. Ominaisavaruus F) on ominaisarvoon A kuuluvien ominaisvektorien joukko téyden-
nettyné 0-vektorilla.
2. Spektri = ominaisarvojen joukko (kompleksitason osajoukko).

3. Spektraalisdde: itseisarvoltaan suurimman ominaisarvon itseisarvo. Se antaa ympyran
séteen, jonka sisilla kaikki ominaisarvot (eli spektrin pisteet) ovat.

4. Karakteristinen polynomi : D(A) = det(A — AI), tasan astetta n.

5. Ominaisarvon A\ algebrallinen kertaluku = p;, kun karakteristinen polynomi esi-

D) = (=)A= A)Pr e (A= AP
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Ominaisarvon A algebrallinen kertaluku M), on siis potenssi py, jossa tekija (A — A)
esiintyy.
6. Geometrinen kertaluku m) tarkoittaa vastaavan ominaisavaruuden dimensiota.

7. Péatee: my < M)

8. Matriisi A on defektiivinen, jos jollain ominaisarvolla A pétee aito pienemmyys:
my < M. T&lloin matriisin ominaisvektoreita "puuttuu”, niité ei ole tarpeeksi, jotta
niistd saataisiin R™:n (tai C" :n) kanta.

1.4 Sovellutusesimerkkeji

1.4.1 Joustavan kalvon venytys, lineaarikuvauksen piiakselit
Yksikkokiekko olkoon joustava kalvo, jota muotoilee "siirtymé&matriisi”
5 3

3 5]

Madrita padsuunnat, eli vektorit, joille venymé on mahdollsimman suuri/pieni. Tai: Suun-
nat, joissa siirtymé siilyy yhdensuuntaisena paikkavektorin kanssa. Matemaattisesti il-
maistuna: Maaritd matriisin médrdaméan lineaarikuvauksen pddakselit.

A:

Ratkaisu
Lasketaan ominaisarvot ja -vektorit, lukija tarkistakoon, ettd saadaan A\; = 8, As = 2 ja
ettd vastaavat ominaisvektorit ovat u; = [1,1]7, ug = [-1,1]T

Ominaisvektorien kiyttokelpoisuus nikyy nyt tissd: Saamme ongelmaamme (matrii-
siin A) liittyen optimaalisen kannan siind mielessi, ettd A:n mééraamé lineaarikuvaus
saa mahdollisimman yksinkertaisen esityksen.

Ominaisvektorit ovat varmasti LRT (ne ovat jopa ortogonaaliset), joten ne muodostavat
R? :n kannan.

Esitetddn nyt mielivaltainen tason vektori w ominaisvektorikannassa: uw = & u; + &aue.

Talloin

z=Au = §Au + § Aug = S 0w + S our = 81Uy + 25us.

Koordinaattien vilinen kuvaus on “thana”: [£1, {3] — [8&1, 2&2]. Kumpikin kuvakoordinaatti
riippuu vain omasta ldhtékoordinaatistaan, ts. se saadaan diagonaalimatriisilla kertomalla.
Jos kuvapisteen koordinaatteja (ominaisvektorikannassa) merkitédén (n;,72), saadaan

m 8 0 &1
12 0 2 &2
Téassé tapauksessa sattuu vield niin onnellisesti, ettd ominaisvektorit ovat toisiaan vastaan

kohtisuorassa ! , jolloin meilli on uusi luonteva suorakulmainen koordinaatisto, johon

1 . . . . . ee . . e . s e . . e . e e
Jos osaisimme teoriaa enemmén, tietdisimme jo matriisin ulkon&ostd, ettd niin kay, koska matriisi on sym-
metrinen.
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voimme astua ja esittdd pisteiden koordinaatit normaalissa napakoordinaatistossa wjue-
akselien suhteen. Otetaanpa siis jokin yksikkdympyréin piste: (cos ¢)uq + (sin ¢)us. Sen

kuvapiste on siis (8 cos ¢)uj + (2sin ¢)us.

Kuvapisteet piirtavét siten ellipsin, jonka esitys pa#dakselikoordinaatistossa wius on

71 = 8cos ¢
N2 = 2sin ¢

Toisin sanoen

(3 (3 2

—f = -2 a z 4 ]

Kuva 1: Yksikk6ympyra ja sen kuva

Esimerkkiin liittyvd Matlab-ajo on tiedostossa
http://math.tkk.fi/teaching/k3/03/L/paakseli.m

1.4.2 Stokastinen matriisi, Markovin prosessi

KRES s. 318 (“matrix multiplication”)

Oletetaan, ettd vuonna 2005 erdéin kaupungin maankédyttoé jakaantuu néin:

I asuntoalue 30%
II kaupallinen k&dyttéalue 20%
III  teollisuusalue 50%

Oletetaan, etté siirtymédtodenndkoisyydet 5-vuotisjakson aikana saadaan matriisista

‘I:stéi IT:sta  IIl:sta
| 08 0.1 0 L:een

| 01 07 01 | Ileen |
| 01 02 09 |Ieen |

P:
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2

Tarkemmin sanottuna merkittakoon tyyppeja I, I ja III olevia maa-alueita 5-vuotisjakson
an+1 =0.8a, + 0.1k,
lopussa vektorilla &, = [ay, kn, tn]T . Seuraavan 5-vuotisjakson lopussa pétee ¢ ky1 = 0.1ay, 4+ 0.7k, + 0.1
th+1 =0.1a, + 0.2k, +0.9¢
Sarakesummien on oltava ykkosid, koska jokainen tyyppi muuttuu joksikin néistéd kolmesta
tyypisté, eikd miksikddn muuksi. (Rivisummat eivét yleensi ole ykkosid.) Matriisin 1avis-
tdjavaltaisuus kertoo sen, ettéd kutakin tyyppid olevasta alueesta suurin osa siilyy samaa
tyyppia olevana.

Kysymys siitd, mikéd on tilanne m:n 5-vuotisjakson jilkeen, ratkeaa pelkéstddn matriisi-

kertolaskulla.
30 26.0 23.0 20.72

ro = 20 , L1 = Pw() = 22.0 , g = Pml = 23.2 , 3 = ng = 23.92 g
50 52.0 53.8 55.36

Matlabilla voitaisiin iteroida vaikka tdhén tapaan.

>> P=[0.8 0.1 0;0.1 0.7 0.1;0.1 0.2 0.9]
>> x0=[30;20;50];

>> x0°
ans =
30 20 50 % v. 2005
>> x=x0 % x olkoon muuttuja, johon iterointi kohdistuu.
>> x=P*x; x’ % Tilan sdidstimiseksi katsotaan vaakasuorassa.
ans =
26 22 52 % v. 2010
>> x=P*x; x’
ans =

23.0000 23.2000 53.8000 % v. 2015
>> x=P*x; x’
ans =

20.7200 23.9200 55.3600 % v. 2020

T&ama4 oli siis pelkkdd matriisikertolaskuharjoittelua.

Ominaisarvoteoria tulee mukaan, kun kyselldén, mité tapahtuu pitkéilla aikavélilld. Voi-
daan tietysti harrastaa matriisikertolaskua raakaan voimaan turvautuen, mutta se ei anna
evéaitéd analysoida tilannetta.

Lasketaanpa ominaisarvot ja -vektorit. Emme uppoudu téssi ominaisarvolaskujen yksi-
tyiskohtiin, niitd on jo harjoiteltu. Toisaalta on hyvé ndhdé&, miten laadukkaita numeerisia
ohjelmia kaytetdédn ominaisarvotehtévissi. Siksi ndytetddn tdma MATLAB:lla laskettuna.

2P on sama kuin KRE-kirjan AT, kirjassa kerrotaan matriisilla oikealta rivivektoria, kun taas me kerromme
vasemmalta sarakevektoria.
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>> P=[0.8 0.1 0;0.1 0.7 0.1;0.1 0.2 0.9]
P=

0.8000 0.1000 0

0.1000 0.7000 0.1000

0.1000 0.2000 0.9000
>> [V,D]=eig(P)

vV =
-0.1826 -0.7071 0.4082 Ominaisvektorit ovat
-0.3651 0.0000 -0.8165 sarakkeina.
-0.9129 0.7071 0.4082
D =
1.0000 0 0 Ominaisarvot ovat
0 0.8000 0 diagonaalilla.
0 0 0.6000
>> V*xdiag(1./V(1,:)) % Ominaisvektorien skaalaus.
ans =

1.0000 1.0000 1.0000
2.0000 0.0000 -2.0000
5.0000 -1.0000 1.0000

MATLAB-komento [V,D]=eig(P) paluttaa kaksi matriisia, V:n sarakkeina ovat ominais-
vektorit normeerattuna yksikkovektoreiksi. Matriisi D on diagonaalimatriisi, jonka lavis-
téjalla ovat vastaavat ominaisarvot. Viimeinen matriisi on tehty jakamalla kukin ominais-
vektori ensimmaéiselld komponentillaan, jolloin pé#stédin (téssd tehtdvissd) mukaviin ko-
konaislukukomponentteihin. (Komento siséltdd hiukan MATLAB-ajattelutavan sisdisténeen
kéyttajén tarjoilemaa eleganssia, toki voi tehdé (salaa) kompelomminkin.)

Néhdadn, ettéd kaikki ominaisarvot ovat positiivisia, suurin on 1 ja muut ovat pienempié.
Myo6hemmin osoitetaan, etté eri ominaisarvoihin liittyvat ominaisvektorit ovat LRT. Kun
el sité vield ole esitetty, niin ei muuta kuin “gaussataan”.

>> rref (V)

ans =
1 0 0
0 1
0 0 1

Kaikki sarakkeet ovat tukisarakkeita, joten V' :n sarakkeet ovat varmasti LRT.

Siisp# ne muodostavat R3:n kannan. Aivan, kuten #skeisessi esimerkissi, saadaan mahdol-
lisimman yksinkertainen tilanne operoimalla ominaisvektorikannassa.

Merkitdan ominaisvektoreita: v, vo, v3, ja esitetdén:

Ty = c1V1 + vy + c3vg. Koska Pvg = Ap v, k=1,2,3, on
x1 = Pxg = c1 A\1v1 + caXovo + cgA3v3, missd A = 1.

Jatkamalla iterointia, saadaan:
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T = C1U1 + 62)\15’02 + 03)\]3?’03.

Koska 0 < A\j < 1, kun j = 2,3, ldhenevit 2 viimeistd termid kohti O:aa, kun £k kasvaa.
Siten prosessia dominoi ykkosté (suurinta) ominaisarvoa vastaava ominaisvektori.

Rajalla pdddytéaan vektoriin @ = cjv;. Kerroin ¢; voidaan méarata lausumalla alkupiste-
vektori &y ominaisvektorikannassa. Helpompaa on kuitenkin todeta, ettd kaikki vektorit
@), ovat prosenttilukuja (johtuen ehdosta: sarakesummat = 1), joten my6s rajavektorin @
komponenttien summan on oltava 100.

Siispi ¢1 = 3945 = 12.5 ja siis & = [12.5,25, 62.5]7 .

Merkillepantavaa on, etté tulos ei riipu alkujakaumasta lainkaan, vaan méaaraytyy pelkés-
tddn matriisin P dominoivasta ominaisvektorista.

1.4.3 Populaatiodynamiikkaa

Esimerkki 1.5 (Tépldpollojen henkiinjidsimistaistelu Kaliforniassa) Vuonna 1990
oli vastakkainasettelu puuteollisuuden ja ympdristonsuojelijoiden valilld. Vanhojen ikimet-
sien hakkuut ja sen seurauksena mm. tdplipollojen tuhoutuminen, vastaan 30000 ... 100000
tyopaikan menetys puuteollisuudessa.

Matemaatikot ryhtyivit viiledn objektiivisesti tutkimaan.

Téplapollon elinkaari voidaan jakaa kolmeen luokkaan:
1. Lapsuus, 0 — 1 v., 2. esiatkuisuus, 1 — 2 v., 3. askuisuus, yli 2 v.
Keskimddrdinen elinikd n. 20 v.

Kriittinen ajanjakso on silloin, kun lapsipollo lihtee pesdstidn, jolloin sen on loydettdvd
uusi kotialue ja pari.

Mallinnetaan tilannetta tarkastelemalla populaatiota vuoden vdilein ja jakamalle se ndihin
kolmeen luokkaan. Oletetaan, ettd naaraita ja uroita on samanverran, jolloin tarvitsee
tarkastella vain naisviked.

Populaatiovektori vuonna k olkoon xy = [li, er, ax| (“lapsi”, “esiaitkuinen”, “aikuinen”).

le11 0 0 0.33 i
exk+1 | =] 018 0 0 e
Gft1 0 071 0.94 ak

1. rivi: Kukin aikuinen naaras synnyttid keskimdadrin 0.33 tyttolapsipolloa vuonna k (vuo-
den k+1 alkuun mennessd).

2. rivi: Keskimddrin 0.18 tyttolasta selviytyy esiaikuiseksi vuoden k + 1 alkuun.

3. rivi: Vuoden k esiatkuisista 0.71 selviytyy aikuisuuteen ja aikuisista 0.94 jatkaa atkuise-
limdad vuonna k + 1.

Yl olevaa matriisia A voidaan kutsua vaihematriisiksi”("stage matriz”). Tédmd on pe-
rdisin otkeasta tutkimusaineistosta:

Lamberson et. al: Dynamic analysis of the viability of the Northern spotted owl in a frag-
mented forest environment, julkaisussa: Conservation biology vuodelta 1992.
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Téssd matriisissa alkio a1 = 0.18 on kriittisin ympdristotekijoiden vaikutuksille. Jos iki-
metsdt hakataan aukeiksi, niin tdmd arvo kday liian pieneksi. Arvo 0.18 on jo litan pien,
kuten ndhdddn, jos analyyst viedddn pddtokseen.

Muotoa xpy1 = Az olevaa systeemid sanotaan differenssiyhtildksi, usein puhutaan
myos diskreetistd dynaamisesta systeemista.

Y1l4 oleva esimerkki on perdisin kirjasta [Lay] KRE-kirjassa [KRE|] vastaavanlainen esimerk-
ki esiintyy nimelld Leslie model s. 378, Example 3

Palattaneen tédhédn esmerkkiin myhemmin.
Maailman suurin ominaisarvotehtivi — Googlen ”"Page rank”

Vuonna 2002 toukokuussa 2.7 miljardia webbisivua. The World’s Largest Matrix Com-
putation Google’s PageRank is an eigenvector of a matrix of order 2.7 billion. (Huom:
amerikkalaisille biljoona on sama kuin meille miljardi (10%).)

www .mathworks.com/company/newsletters/news_notes/clevescorner/oct02_cleve.html

1.5 Matriisin diagonalisointi, ominaisvektorien LRT

(KRE 7.5)

Edellisissé esimerkeisséd ndimme, miten riemukasta oli, kun LRT ominaisvektoreita oli riit-
tavasti, avaruuden kannaksi saakka. Téssd kohdassa todetaan, ettd LRT ominaisvektoreita
on ainakin yhtd monta kuin on erillisid ominaisarvoja.

Esitdmme my0s yleisessd matriisimuodossa saman asian, jonka esimerkeissdmme laskimme
tapauksessa, jossa ominasivektoreita on riittavésti. Tédt4 sanotaan matriisin diagonalisoin-
niksi.

Maiésritelméa 1.3 Neliomatriisit A ja B ovat similaariset, jos on olemassa sddnndéllinen
(kadantyvi) P siten, ettd

B = P YAP. Merkitiin A ~ B.

Lause 1.4 [Similaarisuus sdilyttii ominaisarvot, KRE Thm 1]

Olkoon annettu A ja olkoon B = P~1AP.

Tapa 1) Olkoon x matriisin A ominaisarvoon X\ liittyvd ominaisvektori. Siis Ax = Ax, x #
0, joten P~'Ax = NP lz. Kirjoitetaan A :n ja x :n viliin I = P P~' ja merkitdidin
y =P 'z Siis

P AP P la =P 'Ax =\ P la, eli By = \y. Kaiken lisiksi y # 0, silld muutenhan
—— S~ S——

B Yy Y
olisi x = Py = P 0 = 0, vastoin x :n ominaisvektoriutta.

Niinpi A on myds B :n ominaisarvo (ja y on vastaava B :n ominaisvektori).
Tapa 2) Dp(\) = det(B — A\I) = det(P~Y(A — AI)P) = det(P~ 1) det(A — \I) det(P) =
det(A — AI) = Da(N). (Tdssa kdytettiin determinanttien kertosddntdod.)

Nyt tulemme mainittuun ominaisvektorien LRT-lauseeseen.
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Lause 1.5 [KRE s. 392] Olkoot Ai,..., A\ matriisin A erillisié ominaisarvoja. Tdlloin
vastaavat ominaisvektorit ovat LRT

1) Todistetaan ensin 2:n ominaisvektorin tapauksessa. Olk. A\; # A2, ja olkoot v; ja wva
vastaavat ominaisvektorit.
Kirjoitetaan vektoriyhtilo cyv; + cove = 0.
Sovelletaan sithen A:ta (eli kerrotaan vasemmalta A:lla) ja kdytetdén ominaisuutta Av; =
)\j'vj,j = 1, 2.
. ) . v+ v =0

Niin saadaan vektoriyhtalopari: 1oL et

A1¢1v1 + Aacovg =0

Kerrotaan 1. yhtdlo Ay :114 ja vihennetddn alemmasta ylempi, niin saadaan: co(A2—\)ve =
0. koska As — A1 # 0, on oltava co = 0 ja siten myos ¢; = 0.

Siten myds ¢; = 0.

2) Askel tapauksesta k = 2 tapaukseen k = 3 saadaan lihtemilld vektoriyhtdlostéa

c1v1 + cov2 + c3v3z = 0.

Aivan samanlaisella eliminaatioaskeleella kuin edelld, p#dstidin jo todistettuun tapauk-
seen k = 2. Tarkemmin sanottuna kerrotaan yhtdlo A :lla ja otetaan huomioon Awv; =
A v, k= 1,2, 3. Saadaan yhtélopari:

€11 + covg +c3v3 =0
A1 €11 + A9 covg + A3 czvg = 0.

Kerrotaan 1. yht#lo A :1l4 ja vihennetééin toisesta = ca(Aa — A1)va+c3(A3—A1)vg = 0.

Edelld todistetun perusteella vo ja v3 ovat LRT, joten co = ¢3 = 0, koska Ao — A1 # 0 ja
Az — A1 # 0. Tésté seuraa yhtdlon 1. perusteella: ¢; = 0. Niinpéd {v;, v2,v3} on LRT.

Yleinen induktioaskel k¥ — k£ 4+ 1 on aivan samanlainen.

Tasté seuraa valittomasti:

Lause 1.6 Jos n x n-matriisilla A on n erillistd ominaisarvoa, niin R™:1ld (kompl. tap.
C™:lli@) on A:n ominaisvektoreista koostuva kanta.

Téata kayttden oltaisiin Markov-prosessi-tehtavéssa voitu vélttyéd ei-dominoivien ominais-
vektoreiden laskemiselta.

Huomautus 1.2 Ominaisvektorikanta voi olla, vaikka esiintyisi moninkertaisia ominai-
sarvoja, kuten on ndhty. Toisaalta olemme nihneet esimerkkeji (ainakin yhden), jossa kiy
huonosti: 2 X 2-matriisilla on vain yksi ominaissuora.

Lause 1.7 R":llad (C":lld) on A:n ominaisvektorikanta, jos ja vain jos A:n jokaisen omi-
naisarvon algebrallinen ja geometrinen kertaluku yhtyvdt, ts. kaikilla ominaisrvoilla X on

my = M)\.
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Muistamme, ettd aina pétee my < M). Olkoot erilliset ominaisarvot A1, ..., A, ja niiden
algebralliset kertaluvut k1, ..., k,. Siis k1 + ...+ ky, =n.

1) Jos kertaluvut eivét yhdy, niin jollain ominaisarvolla A; on my; < M);. Koska jokai-
nen ominaisvektori kuuluu johonkin ominaisavaruuteen, ei LRT ominaisvektoreita voi olla
enempid kuin ominaisavaruuksien dimensioiden summa, joka nyt on aidosti pienempi kuin
algebrallisten kertalukujen summa = n. Siten ominaisvektorikantaa varten ei ole tarpeeksi
LRT vektoreita. (Tdssd emme tarvitse edes lausetta 1.5(s. 20).)

2) Oletetaan, ettd my, = M), kaikilla j =1,...,p .

Nyt lause 1.5 on kaiken avain. Kyse on yksinkertaisesti siité, ettd jos niputetaan kutakin
erillistd ominaisarvoa vastaavien ominaisavaruuksien kannat omiksi nipuikseen, saadaan
vhteensé n vektoria, jotka ovat LRT.

Otetaan havainnollisuuden vuoksi vaikka kolme ominaisarvoa A1, A2, A3, joiden kertaluvut
olkoot 1,2, 3 vastaavasti. Olkoot “vektoriniput” {u}, {vi,v2}, {wi, w2, ws}.

Olkoon (clu) + (CQ’Ul + 63’02) + (64’11]1 + cswo + c6'w3) =0.

Suluissa olevat vektorilausekkeet ovat kaikki nollavektoreita. Jos nimittédin joku ei olisi,
niin otettaisiin summaan kaikki nollasta erilliset sulkulausekkeet. Namé ovat eri ominai-
sarvoihin liittyvid ominaisvektoreita, ja siis LRT. Niiden summa = 0, joten ristiriita LRT:n
kanssa on valmis.

Kussakin sulkulausekkeessa esiintyvét vektorit ovat ao. ominaisavaruuden kantavektoreita
(siis LRT), joten on oltava: (¢ = 0), (ca = ¢3 =0),(cy = ¢5 = ¢ = 0).
Yleinen "niputus’menee pariaatteessa aivan vastaavasti.

Huomautus 1.3 Olennainen asia tuossa "niputuspddttelyssd”on tieto, ettd otettiinpa mit-
kd tahansa vektorit eri nipuista, niin ne ovat LRT.

Erilaisten matriisityyppien (kuten symmetristen, ortogonaalisten ym.) ominaisvektorik&y-
tosta selvitetddn jatkossa.

Ominaisvektorikannan merkitys, diagonalisointi

Olkoon n x n- matriisilla A n LRT ominaisvektoria w1, ..., u,, jotka siis muodostavat
R™:n (tai C™ :) kannan. Suoritetaan yleisesti sama lasku, joka tehtiin sovellusesimerkkien
tapauksessa.

Olkoon & € R™, esitetdén se tdmén kannan avulla: * = ¢ w1 + ... 4+ ¢, u, Samoin kuin
edelli olleissa esimerkissé (padakseliesitys, Markovin prosessi) voidaan silloin laskea: A x =
aqAur+...+c, Au, =Acrur +...+ M, Uy,

Jos ajatellaan matriisia A lineaarikuvauksena 7" = T4, niin vektorin & = [z1,...,xy]
kuvan y = Ax koordinaatit avaruuden peruskannassa saadaan matriisikertolaskulla: y; =
Z?Zl a;jr;. Siis kukin kuvapisteen koordinaatti riippuu "mutkikkaan”kaavan vélitykselld
kaikista ldhtopisteen koordinaateista.

Jos sensijaan esitetdén x ominaisvektorikannassa, niin kuvapisteen j :s koordinaatti saa-
daan kertomalla l&htopisteen sama j :s koordinaatti luvulla A;. Siten kuvan koordinaatti
J riippu pelkistdan 1ahtopisteen koordinaatista j.
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Matriisimuodossa kuvavektorin y = A x esitys ominaisvektorikannassa saadaan kertomalla

AN - 0
x :n koordinaattiesitys [c1, ... ,cn]T diagonaalimatriisilla | ¢ ..
0 - A

Todetaan siis, ettd A :n médrddméin lineaarikuvauksen matriisi ominaisvektorikannan suh-
teen on diagonaalimatriisi.

Asia voidaan esittéd puhtaana matriisiyhtalonéd, matriisin diagonalisointiesityksena.

Lause 1.8 (Diagonalisointi) Olkoon n x n—matriisilla A n kpl LRT ominaisvektoreita
(eli R™:n tai C* :n kanta). Télloin A voidaan esittdd muodossa A = X DXL, missi D
on diagonaalimatriisi. Tdssd esityksessi X :n sarakkeet ovat A :n ominaisvektorit ja D :n
diagonaalilla ovat A :n ominaisarvot samassa jirjestyksessd.

Olkoon @1,...,x, A :n ominaisvektorikanta ja Ai,...,\, A n vastaavat ominaisarvot.
Siis
Axy=Mx1,...,Ax, = \y x,. Nami voidaan kirjoittaa matriisiyhtaloné:
A [331‘2132’ e \wn] = [)\1 :121’/\2 2132| e ’)\niBn] y
missd X = [x1]z2|. .. |x,] on matriisi, jossa ominaisvektorit x; ovat sarakkeina.

Jélkimméinen matriisi, jossa j :s sarake on kerrottu luvulla A;, voidaan esittdé diagonaa-
limatriisina kertomisena oikealta:

AN oo 0
A xi|dexa|... [Apxn] =X D, missi D=1| o . o
0 - A\

Niin saadaan yhtdlo AX = X D. Téssd ei tehty mitddn muuta kuin kirjoitettiin omi-
naisarvojen ja -vektorien madritelmét yhdeksi matriisiyhtdloksi. (Tahén saakka olisimme
pédsseet olettamatta ominaisvektoreita lineaarisesti riippumattomiksi.)

No nyt, koska ne ovat LRT, niin matriisin X rangi on téysi n (eli kaikki sarakkeet ovat tu-
kisarakkeita). Niinpi on olemassa kiifinteismatriisi X ~1. Kun kerrotaan tuo matriisiyht#lo
oikealta X ! :1l4, saadaan viitetty esitys: A =X D X 1.

Maiésritelméa 1.4 Matriisia A sanotaan diagonalisoituvaksi, jos edellisen lauseen ehto on
V01MAssa.

Huomautus 1.4 FEsityksen yksikdisitteisyydesta:

1) Alkuperdiset yhtilot voidaan kirjoittaa eri jarjestyksessd, mikd aiheuttaa sarakkeiden
jarjestyksen vaihdon. Tdrkedd on, ettd ominaisvektorit matriisissa X ja ominaisarvot mat-
risissa D otetaan samassa jarjestyksessd.

2) Ominaisvektorit voidaan skaalata milld tahansa nollasta poikkeavalla kertoimella. (Mi-
tadin "luonnollisinta’skaalausta ei edes voida esittdd.) Tamd kompensoituu kdidnteismatrii-
sin muodostamisessa, jossa ao. sarake tulee jaetuksi vastaavalla skaalauskertoimella.
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Matriisin potenssit

Differenssiyhtélon x,11 = Az, ratkaisu on x, = A" xy. Téstéd syystd on usein tarvetta
laskea matriisin potensseja tehokkaasti. Samalla voi paljastua seikkoja, jotka mahdollista-
vat prosessin analysoinnin.

Jos matriisi A on diagonalisoituva, voidaan kirjoittaa A = X D X', Nyt
AA=XDX'XDX '=xD*X""
I

Jatkamalla samoin nihddin, ettd A¥ = X DF X1,

Koska samankokoisten diagonaalimatriisien tulo on diagonaalimatriisi, jonka ldvistdja koos-
tuu tekijimatriisien diagonaalialkioiden tuloista, pétee (diag([A1, . .., An])* = diag([Af, ..., AE]).
(Kdytdamme MATLAB:n tyylistd notaatiota diagonaalimatriisille, se on helppo kirjoittaa,
sddstdd tilaa ja on itsensi selittéva.)

-2 12

-1 5 |

Esimerkki 1.6 Laske lauseke A*:lle, kun A =

Ratkaisu Diagonalisoidaan:
A=VDV~L

4 3 1 0 1 -3
, D= LVl = :
11 0 2 -1 4
4 3 1 0 1 -3
Nyt A¥ = VDFy -1 = .
11 0 2k -1 4

Kun suoritetaan kertolaskut, saadaan:

V =

—9ok 4+ 1 492k _3

—32F 44 122F —12 ]

Saatiin jopa yksinkertainen kaava A*:lle. Joka tapauksessa saadaan valtava siisto aritme-
tiikassa ja usein selke&d nidkemys alunperin sotkuiseen asiaan.

Esimerkki 1.7 Lasketaan yksi esimerkki MATLAB:lla. Tdssd ndkyy samalla MATLAB:n
kdatevyys matriisioperaatioissa. Alla oleva eig-komento on hyvd esimerkki tarkoituksenmu-
kaisesta suunnittelusta (“intelligent design”).

Esimerkin pitdisi selittdd hyvin itsensd myos henkilélle, joka ei ole MATLAB:ia koskaan
kdyttanyt.

>> A=[0 -4 -6;-1 0 -3;1 2 5] % Muodostetaan matriisi A.
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-1 0 -3
1 2 5
>> [V,D]=eig(A)
vV =
-0.8165 0.5774 -0.9269
-0.4082 0.5774 -0.0850
0.4082 -0.5774 0.3656
D =
1.0000 0 0
0 2.0000 0
0 0 2.0000
>> VI=inv (V)
VI =
-2.4495 -4.8990 -7.3485
-1.7321 -1.2075 -4.6716

0 3.5634 3.5634

% Ominaisvektorit V:n sarakkeiksi,
% ominaisarvot D:n diagonaalille-

% Koska 2 on kaksinkertainen ominaisarvo,

% emme tiedd, onko V kd&ntyvi.

% Voidaan kaytt&dd inv-komentoa k&inteismatriisin

% muodostamiseen. (Jos sitd ei ole, tulee ‘‘herja’’)

Tarkistetaan, laitetaan A ja VDV ! vierekkiiin (ja lisitéin rajaviiva editoimalla).

>> [A VxD*VI]

ans =
0 -4.0000 -6.0000
-1.0000 0 -3.0000
1.0000 2.0000 5.0000

| -0.0000 -4.0000
| -1.0000 -0.0000
| 1.0000 2.0000

Tistipa nihddin, ettd A ja V D V! ovat samat.

Matriisin A potensseja

Lasketaan vaikkapa A6,

>> A°16

ans =
-65534 -262140 -
-65535 -65534 -
65535 131070

Lasketaan diagonalisoimalla:

393210
196605
262141
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>> D16=D"16

D16 =
1.0e+04 *
0.0001 0 0
0 6.5536 0
0 0 6.5536

Niin ei oikeastaan kannattaisi laskea. Nyt voimme nimittéin laskea pisteittdisen potenssin,
kun on kyse diagonaalimatriisista. Silloin aritmetiikkaa on paljon vihemmén.

>> D16=D."16 % diag(diag(D)."16) % olisi vield tehokkaampi (help diag)
D16 =

1.0e+04 x*

0.0001 0 0
0 6.5536 0
0 0 6.5536

>> format bank
>> V*D16*VI

ans =
-65534.00 -262140.00 -393210.00
-65535.00 -65534.00 -196605.00
65535.00 131070.00 262141.00

>> A"16 J, Tassi taas vertailuksi raakaa voimaa:

ans =
-65534.00 -262140.00 -393210.00
-65535.00 -65534.00 -196605.00
65535.00 131070.00 262141.00

Maankayttoesimerkki diagonalisoimalla

Edelld esitettiin 1ahtovektori ominaisvektorikannan avulla. Katsotaan, miltd homma néyt-
tdisi diagonalisoimalla. Esitetéiin matriisi P muodossa P = VDV L. Iteraatiojonon k:s
termi on zj = PFzg. Mutta PF = VDFV 1,

1 0 0 1 00
DF=10 08 0 Kun k — oo, niin Dlim= | 0 0 0
0 0 0.6F 000

>> P=[0.8 0.1 0;0.1 0.7 0.1;0.1 0.2 0.9]
>> [V,D]=eig(P)
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-0.1826 -0.7071 0.
.8165
-0.9129 0.7071 0.

-0.3651 -0.0000 -0

D=
1.0000 0
0 0.8000
0 0 0.

>> VI=inv (V)

VI

-0.6847 -0.6847 -0.
-1.0607 -0.3536 0.
0.3062 -0.9186 0.

>> Dlim=diag([1,0,0])

Dlim =
1 0 0
0 0
0 0 0

>> VxD1im*VI

ans =

0.1250 0.1250 0.
.2500
0.6250 0.6250 0.

0.2500 0.2500

o

>> P1lim=V*D1im*VI

Plim =

0.1250 0.1250 0
0.2500 0.2500

o

>> P1lim*[30 20 50]°

4082

4082

6000

6847
3536
3062

1250

6250

.1250
.2500
0.6250 0.6250 0.

6250
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ans =

12.5000
25.0000
62.5000

>> Plim*[99 .5 .5]°
ans =

12.5000
25.0000
62.5000

Samaan péaddyttiin kuin ennen.
Ominaisvektorikanta vai diagonalisointi

Kysehén on samasta asiasta esitettynd eri muodossa. Taméntyyppisissé tehtdvissd nayt-
taisi alemmin esitetty ominaisvektorikannalla operointi matriisin diagonalisointiesitysta
lyhyemmélta tavalta.
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