L 14-15, alk. pe 1.12.06

1 Differentiaaliyhtiloiden numeerisia menetelmii

Pédasiassa keskitytddn systeemeihin, ainakin periaatteessa yhden yhtélon tapaus on ollut
esillad jo peruskursseissa 1 tai 2. Mutta aluksi kuitenkin:

Yksi skalaariyhtilo

Alkuarvotehtéva:

y, = f(ta y)v y(tO) = Yo

Piirretdén alkuarvopisteeseen lyhyt suuntakenttanuoli, jonka suunta on ratkaisukdyran
tangentin suunta: y'(t9) = f(to,yo). Suuntanuolen loppupiissi tehddén sama uudestaan,
aikapisteessd t; = tg + h, ndin jatketaan.

Jos loppupisteessé t1 olevaa tangenttisuoran y—arvoa merkitdan y; :114, on siis

y1 = yo + hy'(to) = yo + h f(to, vo)-
Téassé meilld on Eulerin menetelmdn askel.
Jotta saataisiin myos arvio virheelle, joka tehddén, kun ratkaisukdyra korvataan tan-
gentillaan, muodostetaan Taylorin kehitelmé pisteessa t: Jos y(t) on ratkaisufunktio,

y(t+h) =y(t) +hy' (t) + O(h®) = y(t) + h f(t,y(t)) + O(h?).

Tésséd jadnnostermi on @h% joka on muotoa O(h?).

Jos pudotetaan jadnnostermi, saadaan siten approksimaatio ratkaisufunktiolle pisteessa
t + h, kun tunnetaan ratkaisu(approksimaatio) pisteessi t.

Eulerin menetelma:
Annettu alkupiste: (¢o,yo). Lasketaan

Yk+1 :yk+hf(tk7yk)7k:077n

Esim. ¢y =t +vy, y(0)=0.
Tarkka ratkaisu: y(t) = et — ¢ — 1.
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Tarkka ratkaisu



1) h=04

0 04 08 1.2
0 0.0 0.16 0.544
2) h=0.2

0 0.20 040 0.60 0.80 1.0 1.20
0 0.0 0.040 0.1280 0.2736 0.48832 0.78598
Yksinkertainen Matlab-ajo

clear; close all

% a) h=0.4
h=0.4; n=3;
ta=0:h:n*h;
ya(1)=0; % Indeksointi alkaa 1:std Matlabissa.
for k=1:n
ya(k+1)=ya(k)+h*(ta(k)+ya(k));
end;
[ta;yal
plot(ta,ya,’r’);hold on;plot(ta,ya,’ro’)
grid on;

#b) h=0.2

h=0.2; n=6;

tb=0:h:n%*h;

yb(1)=0;

for k=1:n
yb(k+1)=yb (k) +h* (tb (k) +yb(k));

end;

[tb;ybl]

plot(tb,yb,’g’) ;plot(tb,yb,’go?)

%hc) h=0.1

h=0.1; n=12;

tc=0:h:n%h;

yc(1)=0;

for k=1:n
yc(k+1)=yc (k) +h*(tc(k)+yc(k));

end;

[tc;ycl

plot(tc,yc,’b?);plot(tc,yc,’bx?)

Niytetddn c)-kohdan tulos, edelld oli jo a)- ja b)-tulokset.

>> [tc;yc]



ans =
Columns 1 through 7

0 0.1000 0.2000 0.3000 0.4000 0.5000 0.6000
0 0 0.0100 0.0310 0.0641 0.1105 0.1716

Columns 8 through 13

0.7000 0.8000 0.9000 1.0000 1.1000 1.2000
0.2487 0.3436 0.4579 0.5937 0.7531 0.9384

loppuarvot=[ya(end) ,yb(end) ,yc(end)]
tL=ta(end)
yloppu=exp(tL)-tL-1
virheet=yloppu- [ya(end) ,yb(end),yc(end)]
hhhhlhhhhhhl ajo ja tulokset %hkhhhhhh
loppuarvot =

0.5440 0.7860 0.9384
>> tL=ta(end)
tL =

1.2000
>> yloppu=exp (tL)-tL-1
yloppu =

1.1201
>> virheet=yloppu-[ya(end),yb(end),yc(end)]
virheet =

0.5761 0.3341 0.1817

Tam4a on skriptind: L/Euleresiml.m

Virheista

Katkaisuvirheet (menetelmévirheet) ja pyoristysvirheet.

Kisittelemme téssé vain edellisié.

Lokaali katkaisuvirhe: Yhdelld askeleella syntyvé virhe.
Globaali katkaisuvirhe: Koko tarkasteluvalilld syntyva virhe, lokaalien virheiden yhteis-
vaikutus.

Eulerin menetelmissé Taylorin kaava antaa lokaalin virheen: O(h?).

Globaali virhe: Jos vilin pituus on L ja askel h, niin askelten lukmaérd n = L/h ~
1/h. Siten n :11 askeleella syntyvi virhe on muotoa + O(h?) = O(h). (Tém4 on hiukan yli-
malkainen argumentti, koska virheiden summa ei ilman muuta ole sama kuin kokonaisvirhe,
joka tapauksessa johtopa#atos on oikea.)

Kun askel puolittuu, niin kokonaisvirhe puolittuu

Tédmaéansuuntainen kiytos on hyvin ndhtavissa esimerkeissé, tdtd kannattaa tarkkailla.

Esimerkki 1.1 Oikein kunnolla epdlineaarinen ja epiautonominen:

y =sin(ty), y(0)=3.

Téssd siis f(t,y) =sin(ty). Olkoon h = 0.1. Jarjestetddn laskut taulukon muotoon:



ln Yn Yn+1 = Yn + h f(tn, Yn)
to=0.0 | yo =3.000 | y1 = 3+ 0.1 sin(0 - 3) = 3.000
t1=0.1 | y; =3.000 | y2 =3+ 0.1 sin(0.1-3) =3.030
ta =0.2 | y2 =3.030 | y3 =3.030 4 0.1 sin(0.2 - 3.03) = 3.087
ts =0.3 | y3 =3.087 | y4 = 3.087 4+ 0.1 sin(0.3 - 3.087) = 3.167
t4 =04 Yq = 3.167

Esimerkki voitaisiin tehdd Matlab:lla/Octavella vaikka néin:

clear; close all
h=0.1; n=10;
t=0:h:1;
y(1)=3; % Indeksointi alkaa 1:std Matlabissa.
for k=1:n
y (k+1)=y (k) +h*sin (t (k) *y (k)) ;
end;
[t;y]

Néaytetddn tuloksesta 7 ensimmdéistd arvoa

ans =
Columns 1 through 7

0 0.1000 0.2000 0.3000 0.4000 0.5000 0.6000

3.0000 3.0000 3.0296 3.0865 3.1664 3.2618 3.3616

Tulosten pienet eroavuudet johtuvat siitd, ettd "késinlasku"on tehty 4 :n numeron tark-
kuudella, kun taas Matlab, laskee n. 16 :lla numerolla, joista ndytetdan oletusarvona 5 ja
systeemikomennon >> format long jélkeen kaikki 16.

Voidaan tietysti jatkaa piirtden:

plot(t,y); hold on; plot(t,y,’0’); ylim([2.8 3.6])

1.1 DiffyhtilGsysteemit

Kuten todettu, tulkitaan vain y ja f ylla vektoriarvoisiksi.

Yi+1 ZYk+hf(tk’yk)7k:077n

Otetaan aluksi esimerkki lineaarisesta systeemisté.



Esimerkki 1.2 Lineaarinen diffyhtilosysteems.

y' =Ay, y(0)=[1,0].
Tassd siis f(t,y) = Ay (systeemi on autonominen, joten t ei oikeasti esiinny oikealla.)
Siten iteraatioaskel on

Yn+l =Yn + hf(tm}’n) =ynt+hAy,= (I + hA)Yﬂ-

Toisin sanoen iteraatio on yksinkertaisesti matriisilla B = I+hA kertomista. Matlab:lla
vaskka tdhdn tapaan:

clear

A=[1 -4;-1 11;

h=0.2; n=5; % Askelpituus ja askelten lukumd&ri.
B=eye(size(A))+h*4; % Iteraatiomatriisi.

Y=zeros(2,n); ’ Alustetaan 2-rivinen matriisi, jonka sarakkeiksi sijoitetaan
% Eulerin iteraation tuottamat pisteet. (Alustus ei ole vdltt&mdtodnm,
% mutta lienee selkeyttdvd, lisdksi parantaa tehokkuutta.)
Y(:,1)=[1;0]; % Alkuarvo sijoitetaan 1. sarakkeeksi. (Matlabin indeksointi alkaa 1:st&

for k=1:n
Y(:,k+1)=B*Y(:,k); % Iteraatioaskel
end;
Y % Katsotaan, mitd Y-matriisin sarakkeissa on.
Y =

1.0000 1.2000 1.6000 2.3040 3.4816 5.4067
0 -0.2000 -0.4800 -0.8960 -1.5360 -2.5395

Sarake 1: alkuarvo, sarake 2: ensimmdinen iteraatio, ...

Seuraavaksi katsotaan tuttua, esimerkkid reippaasti epélineaarisesta tapauksesta, ni-
mittdin heiluria.

Esimerkki 1.3 Heiluriyhtilo y' = —ksin(y) muunnetaan 1. kl:n systeemiksi:
Y1 =12
ys = —k sin y
. N Y2 . . .
Siis y = f(y), missd f(y) = [ L ] . Lasketaanpa vaikkapa alkupisteestd
—k sin 1

y" = (0,1) ldhtien muutama askel ja olkoon h = 0.1. Valitaan vield vaikkapa k = 1.

1 1.0
f(y') = v =
—sin (y!) —0.09983341665



) L . 0.200
y =y +0.1f(y")
0.990

0.2990
0.97015

Samalla tavoin:

yP=y2+0.1f (y2)
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Stabiilisuus

Systeemi on stabiili, jos 1dhelld toisiaan olevat alkuarvot tuottavat 1dhelld tosiaan olevia
ratkaisuja.

Tyypillisesti yhtlo ¢’ = f(¢,y) on stabiili, jos a% f(t,y) <0, systeemin tapauksessa y—
muuttujien suhteen lasketun Jacobin matriisin ominaisarvojen reaaliosat < 0.

Havainnollisesti tdméa tarkoittaa, etté trajektorien etéisyys toisistaan pienenee, kun ¢
kasvaa.

Numeerinen menetelmi on stabiili, jos kokonaisvirhe ei kasva, kun ¢ kasvaa.

Jos systeemi ei ole stabiili, on turha toivoa, ettd numeerinen approksimaatio tekisi
prosessista stabiilin. Pdinvastoin, numeerisilla menetelmilld on yleensé askelpituusrajoitus,
jota suurempi askel tekee siitd epéstabiilin.



