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Laskuharjoitus 5 (viikko 49 , 4 — 8.12.2006 (LV 6.12 — 13.12))

Luentomateriaalit: Kalvot,prujut ..., seuraa L-sivun péivityksid. [KRE] 3.4 — 3.6,
19.1,19.3, 10.1-10.4
Fourier-sarjoista on pruju, joka tulee myos Editan kautta ldhipdiviné.

Alkuviikko

6.12. AV-ryhméléiset: Vierailkaa muissa ryhmissa.

1=3 — 3 sin 3¢
1. Magrita (EHY)m { 71— 29 TYy2—Jsm .
Yo = Ty1 — 3y2 + 9 cos 3t — 16 sin 3t

yleinen ratkaisu.

Ohje: Suorita tehtédvi diagonalisointitekniikalla (KRE s. 187 — 188). Diagonali-
soinnissa syntyvit skalaariyhtélot voit ratkaista joko tyyliin ”(HY):n yleinen +
(EHY):n erikoinen”, missé tuo erikoinen haetaan esim. médradméttomien kertoi-
mien menetelmélla. Yleispateva tapa on integraalikaava, joka saadaan ns. "vakion
variointikaavasta”. (KRE) kaava (19) s. 188.

Vastaus: Y1 =cC1 e % 4+ Cc2 e + sin 3t
" Ny2 = —Tcre ¥ + coe*t + 3 cos 3t

2. Klassinen saalis-saalistaja-ongelma ("ketut ja jénikset”, Volterran-Lotkan malli)
on seuraavanlainen: Alueella olevien jénisten ja kettujen lukumé&irid merkitdan
z(t):114 ja y(¢):114 vastaavasti.

Ajatellaan, ettd jinikset syovit ruohoa ja ketut jéiniksid (ja vain niitd). Kasvua
rajoittavia tekijoitd ei ole, muuta kuin jéniksille ketut ja ketuille janisten puu-
te (eli kilpailevat ketut). Tilannetta mallintavat yht&lot voisivat olla vaikkapa:
' =200 —4xy
y =-150y +2zy.
Ma4arita systeemin kriittiset pisteet. Linearisoi siiné, jossa populaatiot eivéit kuole
sukupuuttoon.

3. Maééaritd edelld linearisoidun systeemin luonne ja piirrd jokin trajektori, jonka
pitéisi kuvata alkuperéistéd epélineaarista systeemié, jos ollaan ldhelld kriittista
pistettd. (Téssid on kylld tyyppi, joka yleisesti ottaen voi linearisoinnissa muut-
tua, mutta tdmén systeemin tapauksessa siilyy.)

Piirrd my6s vastaavat koordinaattifunktioiden z(t) ja y(t) kuvaajat ajan funk-
tioina.
Selvité faasitason kéyrdéd seuraamalla, miten populaatiot kehittyvit yhden ko-
konaisen jakson kuluessa.
”Vapaaehtoinen”, mutta suositeltava: Piirrd mieluusti pplane7-ohjelmalla MAT-
LAB:ssa. Vahvista samalla kuvan perusteella ndkemysté edelld viitattuun tyypin
sdilymiseen linearisoinnissa.

4. Tarkastellaan vaimennettua heiluria, jonka yhtilo on
©" +cO' + k sin(©) = 0.
Maéarita kriittiset pisteet ja linearisoi niissd. Toisin sanoen, suorita vastaavat
asiat, jotka tehtiin luennolla vaimentamattoman heilurin yhteydessa.
Hahmottele tavalla tai toisella, mieluiten pplane7:114 trajektoreita ja selvité niita
seuraamalla heilurin kiytosti, vertaa vaimentamattoman kéytokseen.
Ohje: Jos avaat KRES8-kirjan s. 177, saat varsin pitkille menevdéd avustusta.
Suorita joka tapauksessa linearisointi Jakobiaanin avulla, eikd KRE-tyylill4.
pplane7-ohje: Valitsemalla Gallery ja sieltd pendulum, voit asettaa vaimennusta
enemman tai vihemmén. Kokeile pienelld vaimennuksella aluksi ainakin.

Loppuviikko

6.12. LV-ryhmaladiset: Ta4mé& harjoitus pidetdan ke 13.12.

/
1. Sovella Eulerin menetelméé lineaariseen systeemiin {y} =nte y1(0) =
Y2 = —Y1 — Y2
O7 Y2 (0) =4.
Kayta askelpituutta h = 0.2 ja laske 3 askelta. Piirra ratkaisupolku y;y2— tasoon
(faasitasoon)

Ratkaise tehtdva myos tarkasti, ominaisarvojen avulla. Hahmottele trajektori ja
piirrd edelld saatu ratkaisupolku samaan kuvaan.

2. Ratkaise alkuviikon jinis-kettu-systeemi Eulerin menetelmallé.

z(0) = 100,y(0) = 100 ja laske 3 askelta kiyttden askelta h = 0.001. Piirrd
polku zy—tasoon (faasitasoon). Piirrd mielelldéin samaan kuvaan “oikea”( ts.
paremmalla numeerisella menetelmilld laskettu) trajektori. Ehdotus: Teepd kuin
teekin trajektorin piirto pplane7-ohjelmalla (mutta dl4 jid koukkuun).

3. Seuraavat 2m-jaksoiset funktiot on médritelty vililld [—m, 7] alla annetuilla kaa-
voilla. Hahmottele funktioiden kuvaajat kolmen jaksovilin alueella eli valilla
[—3m, 37].

(a) fz) ==z, (-7 <z<m)
z, kun —7m <z <0
b) f(x) =<’
(b) (@) 0, kun O0<z<m



22, kun —7w <z <0
—z?, kun 0 <z <.

Ovatko seuraavat funktio parillisia, parittomia, vai ei kumpaakaan?

(a) f(x) = x cos nx, (b) f(z) = x* cos nx, (c) f(z) = cos = +sin z, (d) f(z) =
2%, kun 0 < z < 27, f on 27 —jaksoinen.

Olkoon 27-jaksoinen funktio mé#éritelty jakson pituisella vililld néin:
c, —s <<
f([E) = {0 ™ 2 371'2
y o <z < >
Piirrd f :n kuvaaja vililld [—27,27]. Onko f parillinen, pariton tai ei kumpaa-
kaan?

Muodosta f:n Fourier-sarja, kirjoita auki osasumma, joka koostuu 3:sta ensim-
maéisestd 0:sta poikkeavasta termistd: Piirré, jos voit, tdmén osasumman ja mui-
denkin kuvia samaan kuvaan funktion kuvaajan kanssa.

: c c —1lcos(2k—1)x
Vast(koko sarja): f(z) ~ £+ 232 (—1)* 1%.
Vihje: Huomaa, etté jaksollisen funktion integraali voidaan laskea mink4 tahansa
vilin yli, joka on jakson pituinen.

Muodosta funktion f(x) = z, 0 < « < L (a) parillinen ja (b) pariton jatke
vilille [-L, L] ja piirrd kummankin 2 L— jaksoinen jatke vélilla [—4L,4L] ja
kerro, minké&tyyppisistd termeistd kummankin Fourier-sarjat muodostuvat.

Laske parittoman jatkeen Fourier-sarja.

Vast: f(z) ~ 2£ (sin 22 — L sin 272 4 L5in 372 — )
Ohjeita
Linearisointi:
' = f(z,y)

Olkoon DYS <, (1) ja olkoon (a,b) kriittinen piste (KRP), ts. f(a,b) =

Yy =9\%,y).

g(a,b) = 0.
Pisteessi (a,b) linearisoitu systeemi tarkoittaa systeemié

|

u

U
=A

] ,missi u =x —a, v=y—>bja A on Jacobin matriisi:
v

af (@y) 5 f(y)

=g (,y) g (z,y)

Diff. yhtiléiden numeriikkaa

Annettu diff. yhtélosysteemi: y' = f(t,v), y(to) =y,
Jos/kun kyseessd on systeemi, niin f ja y ovat vektoriarvoisia.

Eulerin menetelmi  y,+1 = yn + hf(tn,yn), y(to) = yo

Fourier-kertoimet, f méiiritelty vililla (—L, L)

fl@)=ao+> 07, (an cos FE 4 by, sin %)
ag = ﬁ f_LL flx)dz, an = %f_LL f(x) cos “FEdx,

bn = %ffL f(x)sin 22 dx

Naméi kaavat annetaan kokeissa.



