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Laskuharjoitus 1 (viikko 45 , 6 — 10.11.2006)

Kurssin www-sivuja:

P&édsivu: http://math.tkk.fi/opetus/kp3-ii/

Octave http://www.gnu.org/software/octave/ , voit ladata omalle koneel-
lesi (kohta ”downloads”)

Lyhyt Matlab-opas:

http://math.tkk.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/

Harjoitussysteemi

Alkuviikon (AV) harjoitus on neuvonta- (tutorointi-) harjoitus. (Termin de-
moharjoitus kiytto on ankarasti kielletty!!)

Téssd harjoituksessa merkitdédn ldsnéolorasti nimen perdén ja kahden ensim-
méisen tehtévin kohdalle, mikili on valmis esittdméén ao. tehtdvin (taululla
tai suullisesti)

Loput tehtdvit tehdddn yhdessd assistentin opastuksella. Jos aikaa ja#, voi-
daan aloitella LV-tehtdvien tekoa.

Loppuviikon (LV) harjoitus on perinteinen kotilaskuharjoitus.

Max-pisteet viikon harjoituksista ovat 1 +2+6 = 9.

Huom! Joissakin tehtdvissé voitaisiin johonkin johtopa#tokseen pédstia deter-
minantin avulla. Néissd harjoituksissa ei kelpuuteta téllaisia ratkaisuja, vaan
harjoitellaan johtopéétosten tekoa rivioperaatioiden seurauksena.

Alkuviikko

Tehtavat 1 ja 2 ovat kotitehtdvid, jotka kidydddn taululla 1api harjoituksen
alussa.

1 2 3 4
1. Annettuna on 3 x 3—systeemin liitdnn&ismatriisi | 4 5 6 7 | . Muo-

6 7 8 9
dosta rivioperaatioilla porrasmuoto "ref” — "row echelon form”. Merkitse
tukisarakkeet ja tukialkioiden paikat. Jatka sitten rivioperaatioita alhaalta
ylospéin pédstiksesi redusoituun porrasmuotoon “rref”.

1 — 3(E3 =8
2. Ratkaise yhtédlosysteemi { 2z + 2x9 + 923 =7
To + Hr3 = —2

Muokkaa Gaussin rivioperaatioilla systeemi yldkolmiomuotoon, rengasta
tukialkiot ja ratkaise. Voit operoida suoraan yhtélomuodolla tai liitAnné&is-
matriisilla ("augmented matrix”). Voit suorittaa takaisinsijoituksen suo-
raan ref-muodosta tai edetéd rref-muotoon. Opettavaisinta on tehdd mo-
lemmat.

Tarkistus: 1) Sijoita ratkaisusi yhtiloon tai 2) Kéyti sopivaa matriisioh-
jelmaa, kuten Matlab/Octave.

A=[1 0 -3;2 2 9;...]; b=[8;7;-21; x=A\b

3. Annettuna on porrasmuotoon saatettujen lineaaristen systeemien liitén-
néismatriiseja muodossa, jossa B tarkoittaa nollasta poikkeavaa lukua, *
mielivaltaista lukua (nolla tai ei) ja 0 tarkoittaa puhdasta nollaa. Kerro
kussakin tapauksessa, montako yhtaloa ja tuntematonta on, onko systee-
mi konsistentti vai ei ja konsistentissa tapauksessa ratkaisujen lukuméé-
rd. Jos lukumé&éra on dareton, selvitd, kuinka monta vapaata parametria
ratkaisussa on.
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(c) 0 W =« (d) 0 0 W = x
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I +4CB2 72%3 =1
4. Olkoon annettu yhtélosysteemi  x1 + Txo — 623 =6  Sanonta: Systee-
3xe+qus =t
mi on singulaarinen, jos silli ei ole yksikésitteistd ratkaisua (vaan joko 1)
Lo tai2).0)) .



(a) Madrita luku g siten, ettéd systeemi on singulaarinen.
(b) Mill& ¢:n arvoilla systeemilld on télléin ratkaisuja?
(c) Maaritd tdllsin se ratkaisu, jolla a3 = 1.

5. Tasapainolimpdtilajakauma metallilevyssd Kuva esittdd metallilevya, jo-
ka on yli- ja alapinnoiltaan ldmpoéeristetty ja jonka reunojen lampdotilat
on kiinnitetty. (Lampoé virtaa vain reunojen kautta.) Tasapainoldmpo-
tilajakauma saadaan Laplacen yhtdlon Auw = 0 ratkaisuna. Numeerinen
approksimaatio voidaan laskea ns. differenssimenetelmélli: Jaetaan levy
sopivilla hilaviivoilla osiin ja numeroidaan ndin muodostuvat solmupisteet.
Menetelmé: Kunkin hilasolmun ldmpoétila on naapurisolmujen lampétilo-
jen keskiarvo. (Johdetaan kurssin lopulla.)

Muodosta 4 x4— yht#losysteemi solmujen 1, 2, 3, 4 lampétilojen likiarvoille
uy, Uz, usz, ug. Ohje: Aloitetaan solmusta 1: u; = i(SO + ug + uz + 10).
Vastaavasti muut kolme solmua. (Tehtévi jatkuu loppuviikolla.)
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Loppuviikko

1. (a) Ratkaise AV tehtéivin 5 (1ampd)yhtilosysteemi ja sijoita ratkaisuldm-
potilat ao. hilapisteisiin.
(b) (’vapaaehtoinen”) Muodosta 4 x 4— matriisi, jossa on reu-
naldmpoétilat  ja  ratkaisemasi sisdpistelampotilat  sekd  nurkissa
lahinnd olevien kahden reunasolmun keskiarvot tdhdn tapaan:
U=[5 20 20 30;10 u3 u4 40; 10 ul u2 40; 20 30 30 35]; Piirrd
ratkaisupinnan approksimaatio: mesh(U) tai surf (U).

. (a) Maaritd lukuja g,h,k koskeva ehto sille, ettd liitdnnéismatriisin

1 -4 7 g
0 3 —5 h | médrddmaélld systeemilld olisi ratkaisuja.

-2 5 -9 k
(b) Maérité tilld ehdolla yleinen ratkaisu, kun k =1 ja h = —1.

Vast: (a) h+2g+k=0.

. (a) Olkoon 3 x 5 kerroinmatriisilla A kolme tukisaraketta. Onko systeemi

Az = b konsistentti.

(b) Olkoon 3 x 6-systeemin liitdnndismatriisin Ab viimeinen (seitsemés)
sarake tukisarake. Onko systeemi konsistentti vai ei?

(c) Olkoon systeemin kerroinmatriisin A jokaisella rivilld tukialkio. Selviti,
miksi systeemi on konsistentti.

(a) Kirjoita vektoriyht&lo

—2 8 -1

6

T + X2 + x3

0
0 ] matriisiyhtéloksi Az = b.

4r1 +x9 +3x3=9

(b) Kirjoita yhtélosysteemi ¢ x1 — Txg — 223 = 2 vektoriyhtaloksi.
8xr1 + 6x9 — bz =15

Mieti eri muotojen geometrisia tulkintoja

Kylld vaan, tehtdvd on todella ndin vaatimaton, siis sarakemuodosta
rivimuotoon ja toisinpéin.

. Muodostavatko alla olevien matriisien sarakevektorit lineaarisesti riippu-

mattoman (LRT) vai riippuvan ( LRV) vektorijoukon.

—4 -3 0
1 -3 3 =2
(a) oot M| -3 7 -1 2
. _ _
1 0 3
0 1 -4 3
5 4 6

Ohje: Kirjoita LRT/LRV-vektoriyhtiilo ja muokkaa se matriisiyhtaloksi.
Tarkoitus on ymmaértié, eikd "Gaussata” mekaanisesti.

Huom: Jalkimméisessékin saat mielelldén laskea ref-muodon, mutta saat
myos padtelld tukialkioiden lukumééariatiedon perusteella. Pyydén, etta et
tissd vetoa tyyppid "R3:n 4 vektoria ovat aina ...” olevaan lauseeseen,
vaikka se onkin hyvé ohjenuora eldmén varrelle.



6. Oheinen kuva esittdd litkenneverkkoa. Kuhunkin solmuun A,B,C,D tu-
levien ja siitd ldhtevien ajoneuvojen lukuméédrien summa pysyy samana
(solmuun ei hiviid eiké siind synny ajoneuvoja). Kadut ovat yksisuuntaisia
nuolien osoittamalla tavalla.

200)

100

(a) Muodosta yhtélosysteemi tuntemattomien ajoneuvoméirien 1, ... x5
suhteen.

(b) Médritd systeemin yleinen ratkaisu.

(c) Jos x4:114 merkitty katuosuus suljetaan, niin miké on yleinen ratkaisu?
(d) Mé&éaritd kohdan (c) tilanteessa pienin z; :n ja suurin z3 :n arvo (jotta
yhdensuuntaisuutta osoittavia litkennemerkkejé ei tarvitse kaintéa).

Huom! Porrasmuotoon saattamisessa saat halutessasi kéyttda
Matlab/Octave-funktiota rref (kts. help rref).



