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Perusominaisuuksia

Maaritelma

Kompleksiluku on z = x + iy, missa imaginaariyksikko /i toteuttaa
yhtilén i = —1 ja x, y ovat reaalisia.

o Kompleksiluvut z = a+ ib ja w = ¢ + id ovat yhtasuuret tdsmaélleen

M3aritelm3a silloin, kun a=c ja b=d.
Rez = x on z:n reaaliosa. @ Erityisesti kompleksiluku z = a 4 ib on nolla tismalleen silloin, kun
Im z = y on z:n imaginaariosa. a=0jab=0.

@ Vertailuoperaatiot <, < eivat ole maariteltyja kompleksiluvuille.

Kompleksiluvun 4 — 8i reaaliosa on 4 ja imaginaariosa —8.
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Laskutoimitukset kompleksiluvuilla

Olkoot z = a+ ib ja w = ¢ + id kompleksilukuja. TallGin laskutoimitukset
saadaan seuraavasti.

@ Summa:
z+w=(a+c)+i(b+d).
@ Vastaluku
z4+(-1)z=z+(-2z)=0
e Tulo:
zw = (a+ib)(c+ id)
= ac+ i?bd + iad + ibc
= (ac — bd) + i(ad + bc).
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Imaginaariyksikon potenssit

P=-1, P=-i, it=1.., =3
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Laskutoimitukset kompleksiluvuilla, esimerkki

Olkoon z=3+4i, w =1 —5i/.

z+w=4—1|,
z—w=2+09i,

zw=3-14+4-5+i(4-1-3-5)

=23 - 11i,
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Reaaliluvut ja kompleksiluvut

@ Jos z=a+ 01/, eli Imz = 0 niin z on reaaliluku.

11. syyskuuta 2007

@ Jos imaginaariosa on nolla, kaavat palautuvat tunnetuiksi
reaalilukujen ominaisuuksiksi.
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Kompleksilukujen algebraa

@ Vaihdannaisuus:

Z+WwW=Ww-++ 2z, zZw = wZz.

o Liitanndisyys:

(z+w)+u=z+(w+u), (zw)u = z(wu).

o Osittelulaki:
z(w + u) = zw + zu.
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Seurauksia

Reaalikertoimiselle kompleksimuuttujan polynomille

P(z) = ap + a1z + 2%+ ...+ a,2"

patee P(z) = P(z).

Todistus. Lasketaan

P(z)=ag+a1z+ az2 + ...+ a,z" = 39 + 312 + 322° + ... + 3,2".
Koska ak on reaalinen, 3, = ay kaikilla k =0,...,n, saadaan
P(z) = ag+a1Z+axz%+...+a,2" = 39+ 312+ 32> +... 4+ 3,2" = P(2).
L]
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Kompleksikonjugaatti eli liittoluku

Konjugaatti
Kompleksiluvun
z=x+1Iy

kompleksikonjugaatti eli liittoluku

Z:=x—1ly

]
z+w=zZ+w, ZW = ZW.
]
z+z=2Rez, z—z=i2Imz.
] 13 _
V4 V4 zZ—Zz
Rez = , Imz= -
2 2i
]
z=1z.
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Seurauksia

Reaalikertoimisen polynomin nollakohta on joko reaalinen tai
kompleksisessa tapauksessa liittolukupari.

Todistus. Olkoon z = x + iy reaalikertoimisen polynomin P kompleksinen
nollakohta. Edellisen nojalla saadaan

0=0=P(z2) = P(2),

joten my6s z on P:n nollakohta. O
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Kompleksitaso

(Caspar Wessel 1797, Jean Argand 1806)

Im
Moduli eli itseisarvo: )
Z=x+Hy
1
r=lzl =vx2+y?=+vzz. i
r |
L ly
Argumentti eli vaihekulma: |
1
1
y 0 0 '
6 = arg z = arctan —. ¥
X R =
X Re
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Liittoluvun tulkinta

Liittoluvulle voidaan antaa geometrinen tulkinta kompleksitasossa

Im

z=x+y

Re

zZ=x-iy

eli peilaus reaaliakselin suhteen.
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Yhteen- ja vahennyslaskun geometrinen tulkinta

Im

w Re

Kompleksilukujen yhteen- ja vdhennyslasku vastaavat vektorien

laskutoimituksia.
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Modulin ominaisuuksia
e Kaikilla z € C, kompleksiluvun moduli |z| > 0,

erityisesti
z=0%|z|=0.

o Kerto ja jakolasku:
|zw| = |z||w|

o Kolmioepayhtilo:
z+w| < |z + |w].

=[Gl
y
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o Normi:
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Kaanteisluku Kolmioepayhtalon todistus

Selvasti _ _ Lasketaan
z zZ
zZ - o = D) =1 5 -
] k4 lz+w]® = (z+w)(z+w)
kaikilla z # 0, z € C, niinpa voimme kirjoittaa z7* = ﬁ; = zZ+zw+zZw + ww
Kahden kompleksiluvun osaméarille patee siten = |z|2 +zw 4+ zZw + |W‘2,
LA Koska zw = zw = zw, ja siis
z zZ
ja modulille zw + zw = zw + zw = 2Re (zw) < 2|z||w|,
z|_ |7 | KI 11k ) . saadaan
‘W‘ = m, |Z ‘ = |Z‘ s ’Z | = |Z| , kokonaisluvuille k |Z—|— W|2 < |z|2 —I—2|Z||W| + |W|2 _ (|Z| + |W|)2.
O
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Kolmioepayhtalon geometrinen tulkinta Kolmioepayhtalon geometrinen tulkinta

A Im A Im

Z Z
Z+w
0 0
= —
W Re W Re
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Kolmioepayhtalon geometrinen tulkinta
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Argumentin paihaara

@ Argumentin arvot ovat valilla
—r<0=Argz < +m.

@ Yleisesti:
argz =0+ 2nm,

missd 6 on pddhaaran arvo ja n on mik3 tahansa kokonaisluku.
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Seuraus

Maaritelma

Jonolla z1, zp, ... on raja-arvo z, merkitdan lim,_ . z, = z, jos kaikille
€ > 0 on olemassa sellainen N, etti

|zn —z| < e, kun n> N.

Olkoon (z,) jono kompleksilukuja. T&llgin lim,_~ z, = z, jos ja vain jos
lim, oo Rez, =Rez jalim, o Imz, =Imz.

Todistus. Seuraa valittdmasti kolmioepayhtalosta. O
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Polaarimuoto

Kuvasta nahdaan:

m X = rcosb,
y = rsind.
Z=X-HY
! Siis
I
r X .
! ¥ z = x+1y
I . .
! = rcosf + irsinf.
0 o |
¥
S ——— = . .
% Re Saadaan kompleksiluvun esitys
polaarimuodossa:
z =r(cosf + isinf).
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Eulerin kaava

Eksponenttifunktiolle ja trigonometrisille funktioille patevat kaikille
reaaliluvulle t seuraavat sarjaesitykset:

2 3 t"
ef=1+t+ — +3|+ +m+... (7.1)
t=t— — —_——... _ 7.2
sin e +5| + 2k 1 1)1 + (7.2)
t2 t4 (_1)kt2k
COSt:].—E-i—H—...-i—W-i—... (73)

Huomaa: potenssisarjaesitykset suppenevat kaikilla t € R, joten sarjan
termien jarjestys voidaan vaihtaa.
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Seurauksia, identiteetit trigonometrisille funktioille

Koska
e = cos(h) + isin(f)

et cos(—6) + isin(—0)
cos(6) — isin(@).

Saadaan seuraavat kaavat:
el 4 =it il _ a—if

cosf) = — sinfl = ———. (7.5)
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Eulerin kaava, jatkoa

Jos hyvaksytdan annetut sarjaesitykset, niin:

ity (it)*

et = 14it+-—— +...
21 3
PP 22 33
= l+it+ o1 + 3 +.
_ 2 , B
= —a-l' +. <—§+——...)
= cos(t) + /sm(t).
Saadaan Eulerin kaava:
e’ = cosf + isind.
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|dentiteetit trigonometrisille funktioille

Yleisesti kompleksiluvulle z = x + iy maaritellddn sarjan avulla

1
ef = 1-|—z-|-§z2+...

— eX-I—ly — exely

Samalla tavalla kdyttden sarjaa maaritelmana

— _ 1(,iz iz .__ sinz
cosz:=---=5(e? +e 7)), tanz:= 3%,
H L iz _ a—iz .__ cosz
sinz := 2,(3 e %), cotz:= 32

Huomaa, ettd tdman seurauksena patee
e =cosz+isinz

Huomaa: Sarjat suppenevat koska suppenemista voidaan tarkastella erikseen

(7.4)
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osasummien reaali- ja imaginaariosille; niiden suppeneminen vuorostaan palautuu

reaalisten sarjojen ominaisuuksiin.
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Hyperboliset funktiot |dentiteetteja eksponenttifunktiolle

Maaritellaan:

’ei9|: ’C059+15|n0|:\/m:1

Siis

cosh z := cos(iz), isinh z := sin(iz).
le| = 1. (7.6)

Saadaan kaavat o Koska e = et = eXel = eX(cosy + isiny), saadaan

e 1 e? o7 _ o2 |e*] = €%, arg(e®) =y, (7.7)
coshz:T, sinhz= ———.

=1, =i e"=-ljae™?=—i. (1.8)
Kuten edelld, voidaan myos maaritella

°

sinh z cosh z T2 = e = ¢, (7.9)

tanhz = , cothz = — .

cosh z sinh z
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Kertolaskun geometrinen tulkinta De Moivren kaava

Lasketaan esitys kompleksiluvun kokonaislukupotenssille:
Sovelletaan Eulerin kaavaa kompleksilukujen kertolaskuun: 2" = (re)" = PN ei(nd) _ r"(cos nf + sin nd).
_ _ iy | 0 _ i(61+62) L. ..
W=22=ne e’ =(nnr)e . Erityisesti, jos r = 1, saadaan:

Kompleksilukujen kertolaskussa: modulit kerrotaan |z1z2| = |z1]| 2|, ja
argumentit lasketaan yhteen arg(z1z2) = arg(z1) + arg(zz). Lause (De Moivre)

(cos@ + isin@)" = cos nf + isin nf. (8.1)
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Kompleksiluvun juuret

De Moivren kaava on erityisen hyodyllinen etsittdessa kompleksiluvun
20 # 0 n:nsid juuria. Jos z" = zg, voidaan kirjoittaa z = re’® ja zy = rge®
ja saadaan

n _inf

r"e? = rye®,

eli
r=/ro ja nf = 6y + 2km,

missd r = {/ry on positiivisen reaaliluvun rg n:s juuri.
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Kompleksiluvun juuret, jatkoa

Olemme osoittaneet:

Lause

Jos z = e #£ 0, yhtalslla w” = z on tasmilleen n erillist ratkaisua, jotka
saadaan kaavasta

- \776’(0+2k7r)/n, (92)
missd k =0,1,...,n—1, ¢/r on luvun r = |z| positiivinen n:3s juuri ja
0= Argz.
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Kompleksiluvun juuret, jatkoa

Kaikki luvun z n:net juuret saadaan siis kaavasta

mei(ﬁo—l—ﬂ«r)/n, (91)

missd k on mika tahansa kokonaisluku.

Havaitaan my®és, ettd jokainen k = 0,1,...,n — 1 antaa eri arvon,
mutta muut k:n arvot vain toistavat jonkun edellisistd, koska
e2mk/n — 1 kun k/n on kokonaisluku joten

e2milktn)/n — g2mik/ng2min/n — g2mik/n Giten kompleksiluvulla zg # 0
on tasmalleen n n:ttd juurta.

Kaavasta (9.1) havaitaan my®os, ettd kaikki juurilla on sama itseisarvo
\"/W, ja argumentit ovat tasavilisia. Siksi kaikki juuret sijaitsevat
origokeskisen ympyran kehalld. Ympyran side on m.

Antti Rasila, Jan v.Pfaler (modif.) () KP3 Kompleksiluvut 11. syyskuuta 2007 34 /58

Ykkosen juuret: z" =1

Ykkosen n:net juuret, yhtdlon z"” = 1 ratkaisut, saadaan kaavasta

. = @Y, k=0,1,...,n—1. (9.3)

Kuva: Ykkosen n:net juuret, kun n = 3 ja 8.

[0
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Ykkosen juuret, jatkoa Logaritmifunktiot

' i i — e2mi/n Ssti w" =1, j . . - . . .
As.ete.taannjollakm kok9na|s|uvulla h w=e 27& % Selvasti 1“’ =1 ja On luonnollista ajatella logaritmifunktiota eksponenttifunktion
kaikki ykkosen n:nnet juuret ovat talldin 1,w,w*,w>,...,w" .

kdanteiskuvauksena. Palautetaan mieleen seuraavat eksponenttifunktion
perusominaisuudet reaaliluvuille:

@ ¢ > 0 kaikille x € R,

0=w"-1=(w-1D)14+w+uw?+... +w™).

Koska w # 1, saamme

@ & — 00, kun x — o0,
_ @ e X — X (i X _
ltwtw? s, +tw™log e 1/e* (joten e¥ — 0, kun x — —00),
° a%ex = €%, ja siten €* on aidosti kasvava.
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Logaritmifunktiot, jatkoa Logaritmifunktiot, jatkoa

Samaan tapaan voidaan maaritelld kompleksiluvun z logaritmi w € C
yhtalon e = z ratkaisuna, eli kirjoitetaan w = In z, jos ¥ = z.
Koska e # 0 kaikilla w € C, luvulla 0 ei ole logaritmia.

_ _ o _ _ _ o Tarkastellaan mielivaltaista kompleksilukua z # 0 polaarimuodossa
Eksponenttifunktio e* on siis jatkuva, aidosti kasvava ja derivoituva Argz 0

funktio R:It3 joukolle Ry = {x € R : x > 0}. Siten silld on jatkuva ja z = |z|e =re (r=lz|>0, -7 <# <)
aidosti kasvava kaanteiskuvaus, (luonnollinen) logaritmi (kantaluku e) Ratkaistaan yht3lo w = In z.

Jos kirjoitetaan w = x + iy (x,y € R), niin yht&l6 e" = z saadaan

In: Ry — R, muotoon e¥t¥ = re’? joten

jolle patee Inx = y on yhtdlon e’ = x ratkaisu. Erityisesti jokaiselle x > 0 e =r, V=0 = 1, elix=Inr, v=0+2kn, k €Z,

on olemassa tasmalleen yksi sellainen y, ettd e’ = x. Saadaan siis seuraava kaava kompleksiluvun z # 0 logaritmille:
w=Inz =In|z| + i(Arg z + 2km), k € Z.

jos ymmarramme arg z joukkona:

w=Inz=In|z|+iargz
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Logaritmin paahaara

Logaritmin paihaara (merkitdan Ln ) vastaa argumentin pddhaaraa. Toisin
sanoen, jos z # 0, niin

Lnz =In|z| 4+ iArg z, —m < Argz <.

Jos z on positiivinen reaaliluku (eli Argz = 0), tdma vastaa merkinnan
merkinndn "In z” tuttua merkitysta.
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Tulon logaritmi

Yleisesti kompeksiluvuille z;, z» ei ole totta, etta
Ln(z1z2) =Lnz; + Ln z,

vaikka rajoituttaisiin logaritmin padhaaran tarkasteluun.

Jos z1,z0 # 0, patee kuitenkin:

In(z1izz2) =Inzy +Inz ( mod 27), (10.1)
ja
In(z1/z2) =Inz; — Inz ( mod 2m). (10.2)
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Esimerkkeja
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Yleinen potenssi

Kompleksiluvun z = x 4 iy yleinen potenssi maaritelldan kaavalla
7€ = eflnz, (10.3)

missad ¢ € C\ {0}.
Koska In z ei ole yksikasitteinen, ei myoskdan z¢ ole yksikasitteinen.
Erityisesti

#€ — eanz’

on padhaaran arvo.
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Avoimet ja suljetut joukot Avoin joukko

Merkitaan:
B(z,r) = {w:|z—w| < r} (avoin kiekko), . \
— A \
_ . _ < H H P l
B(z,r) {w |z —w| < r} (suljettu kiekko). :' p e/f . 3
[ ‘, ‘-...__.
1y X . .
[} . F "-_,._
2 o \‘ S ~.
Maaritelma N D \
1Y 1
Joukko D C C on avoin, jos jokaiselle z € D on olemassa sellainen r > 0, N, !
ettd B(z,r) C D. sl mammmmmmmmmmTT
Joukko E C C on suljettu, jos sen komplementti D = C \ E on avoin.
Kaikille x € D 6ydetaén sellainen € > 0, ettd B(x,e) C D.

11. syyskuuta 2007 46 / 58

KP3 Kompleksiluvut
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Joukko, joka ei ole avoin Joukko, joka ei ole avoin

Joukkoon D kuuluu (ainakin yksi) sellainen piste x, jolla B(x, ) ei Joukkoon D kuuluu (ainakin yksi) sellainen piste x, jolla B(x,¢) ei
koskaan sisilly kokonaan joukkoon D. koskaan sisally kokonaan joukkoon D. Sateen pienentdminen ei auta.
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Avoin ymparisto Yhtenaisyys, alueet

Maaritelma

Joukko D C C on yhtendinen, jos kaksi pistettd z, w € D voidaan aina
yhdistad murtoviivalla joukossa D.

Maaritelma

Joukko D C C on pisteen z € C (avoin) ymparistd, jos D on avoin ja

zeD.

Maaritelma

Joukko D C C on alue, jos se on avoin ja yhtendinen.
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Esimerkkeja alueista Esimerkkeja alueista

Im
Re

Kiekko (avoin kiekko, jossa reuna ei kuulu alueeseen). Esimerkiksi
{z :]z] < 1}. (Ylempi) puolitaso {z : Im z > 0}.
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Esimerkkeja alueista Esimerkkeja alueista

@ O

Ympyrarengas eli annulus, esimerkiksi {z : 0 < |z — z5| < r}, jossa r > 0
ja zp € C.

Punkturoitu kiekko, esimerkiksi {z : 0 < |z| < r}, jossa r > 0.
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Esimerkkeja alueista Esimerkkeja alueista

Coo Il

Alue, jonka reuna on epasaanndéllinen.

Kampa-avaruus
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Raja-arvo

Maaritelma

Funktiolla f: D — C on raja-arvo c pisteessd zg (merkitaan

lim,_.z, f(z) = c), jos kaikille £ > 0 on olemassa sellainen § > 0, ettd jos
|z — zp| < 0, niin |f(z) —c| <e.

X

D+ f(D)
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Jatkuvuus

Maaritelma

Funktio f on jatkuva pisteessa zy, jos f on madritelty jossakin zp:n
ymparistossa ja f(zo) = lim,_ 4, f(2).
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