Aalto-yliopisto, Matematiikan ja Systeemianalyysin laitos

mplBasic, Mapleperusteet

Luvussa esiintyy Maple-ohjelman perusharjoitteluun sopivia tehtavia.

mplBas000

Teknillinen korkeakoulu Alestalo
Matematiikka

Peruskurssien Maple-kiskyja

Tama tiivistelmé sisaltda tdrkeimmét Maple-késkyt version 17 mukaan. (Muutettu linalg-
tyyppiset LinearAlgebra-tyyppisiksi (Apiola) 10.3.14)

Yleista:

« Valitse ponnahdusikkunasta "Start with Blank Worksheet".

o Kiésky suoritetaan painamalla Return. Késkyn lopussa voi olla kaksoispiste tai ei mitaan.
Kaksoispisteeseen pééttyvin késkyn tulosta ei nédytetd. Samalla rivilld voi olla useita
kaskyja, jotka taytyy erottaa toisistaan valimerkilld : tai ; Pitka kéasky kannattaa jakaa
useille riveille painamalla Shift 4+ Return.

» Kaikista késkyista saa lisdtietoja kirjoittamalla 7kdskynnimi ja painamalla Return. Eri-
tyisesti kannattaa katsoa esimerkkejé.

o Edellisen kaskyn tulokseen voi viitata symbolilla %, toiseksi edelliseen symbolilla %%.
Aikaisempien kaskyjen tuloksiin voi viitata niiden numeroiden perusteella: Valitse Insert
— Label tai Ctrl + L.

» Vakioille voidaan antaa arvoja esim. muodossa alpha:= 1.5; Huomaa, etta ohjelma ym-
martda vain desimaalipisteen.

o Tavalliset laskutoimitukset kirjoitetaan samaan tapaan kuin paperilla, 2 muodossa x"2.
Nuolindppaimelld — péédsee pois ylaindeksista.

o Myos pidemmille lausekkeille tai funktioille voidaan antaa uusia nimid: esim. p:=
2*xx"2-3*x madrittelee p:n lausekkeena, mutta poly:= x -> 2*x"2-3xx madrittelee
poly:n funktiona. Funktiosta saadaan helposti lauseke, mutta vastakkainen suunta on
hankalampi: Maplen kannalta p ja poly(x) ovat sama asia, mutta funktiota poly voi
kayttaa paljon monipuolisemmin.

o Muuttujan arvon voi poistaa kirjoittamalla esim. alpha:= ’alpha’; Kaikki maéaritel-
mét voi poistaa restart-késkylla, mutta teksti jaa nakyviin ja késkyt voi antaa (esim.
korjattuina) uudelleen.



o Laskutoimituksia lukuunottamatta muut kaskyt toimivat kuten funktiot, eli niité kéyte-
tdan tyyliin funktionnimi (muuttuja); tai mahdollisesti tarkenteiden kanssa muodossa
funktionnimi (muuttuja, tarkenteita); alkuhaparoinnin jilkeen ei saa enaéd tehda
sellaisia virheitda kuin sin x, sinx, exp~x, exp” (x). Oikeat muodot ovat siis sin(x),
exp(x).

o Jos kasky kirjoitetaan heittomerkkien sisdén, saadaan sen symbolinen muoto: esim.
’sin(Pi) ’=sin(Pi);

e Ohjelman toimintaan ei vaikuta se, misséa jarjestyksessa késkyt ovat tyoarkilla, vaan se,
missa jiarjestyksessi kiskyt on suoritettu. Selvyyden vuoksi kannattaa toki edeta
ylhéaalta alas.

o Tyoarkin lataaminen (FILE-valikon avulla) Mapleen ei aiheuta siind olevien komento-
jen suorittumista. Komennot on joko “napsuteltava” ENTER:lla tai suoritettava EDIT-
valikon “Execute worksheet”-valinnalla, jos nédin halutaan.

Vakiot ja alkeisfunktiot:

abs Itseisarvo tai moduli: abs(-3);
e arcos, arcsin, arctan, arccot Trigonometristen funktioiden kidanteisfunktiot: arctan(1) ;
o argument Kompleksiluvun argumentti (vaihekulma): argument (I) ;
e cos, sin, tan, cot Trigonometriset funktiot: sin(Pi/6) ;
o exp Eksponenttifunktio: exp (2*x) ; Huom: Neperin luku on exp (1) eika sita voi kirjoit-
taa milladn muulla tavalla.
o I Imaginaariyksikko: z:= 1+2%I;
 1n tai log Luonnollinen logaritmi (exp-funktion kddnteisfunktio)

e Pi Ympyran kehdn pituuden suhde halkaisijaan &~ 3,14. Symboli pi tarkoittaa kreikka-
laista kirjainta 7.

e Re, Im Kompleksiluvun reaali- ja imaginaariosa: Re (1-I) ;
Huom: Helpoin tapa muuntaa kompleksiluku tason pisteeksi (= lista): [Re, Im] (2+3*I);

« sqrt Neliojuuri: sqrt (1+x°2) ;

symbolien indeksointi: a[1] := 6; a[2]:= 9;
Muita kaskyja:

e add Summaa jonon termit: add(n"2, n=1..100); Ylirajan oltava numeerinen. Vrt. sum.
(sum osaa myo6s symboliselle ylarajalle, jos mahdollista.)



alias Annetaan oma (lyhyt) “lempinimi”: Esim: alias (rref=ReducedRowEchelonForm)

assign Maarittelee muuttujien arvot annetuista yhtéloista:
fsolve(x"3+x+1=0,x); assign(%); (“vaarallinen, mutta helppo”)

CrossProduct Vektoreiden ristitulo: CrossProduct (a,b);
D Derivaatta funktiolle: f:= x -> x"2; D(f);
Determinant Neliomatriisin determinantti: Determinant (A) ;

diff Lausekkeen derivaatta:
diff(p,x); diff(p,x,x); diff(p, x$5);

display Grafiikkojen yhdistaminen:

A:= plot(sin(x),x=0..Pi):

B:= implicitplot(sin(x+cos(y))=x, x=0..1, y=0..Pi):
display(A,B);

DotProduct Vektoreiden pistetulo: DotProduct(a,b);
eigenvals Matriisin ominaisarvot: eigenvals(A);

Eigenvectors Matriisin ominaisarvot kertalukuineen ja vastaavat ominaisvektorit:
Eigenvectors(A);

eval Evaluoi lausekkeen (laskee arvon). Useimmin kiytetty muoto: eval (lauseke, x=a)
(Vrt. subs, jossa painvastainen jarjestys.)

evalc Sieventad kompleksilukuja koskevia lausekkeita:
sqrt (1+I); evalc(%);

evalf Laskee liukulukulikiarvon (méadratylla tarkkuudella):
evalf (Pi); evalf(Pi,100); (f- float)

expand Laskee lausekkeen auki: expand ((x+y)*(1-x)) ;

for Toistokasky: for n from 1 to 10 do al[n]:= sin(Pi/n) end do;
Huom: Taman toiston jalkeen muuttujalle n jaa arvoksi 11.

fsolve Yhtalon numeerinen ratkaiseminen: fsolve (x~3+x=1,x) ; fsolve(x~3+x=1,x,complex) ;

implicitplot Piirtda tasokayran pelkan yhtalon perusteella:
implicitplot (x"2-x*y+y~2=1, x=-2..2, y=-2..2); (Vrt. contourplot)

int Integroimiskasky: int (sqrt(x+x~2), x=0..1);
Numeerisesti: evalf (Int(f(x), x=a..b));

inverse Kaanteismatriisi: inverse (A) ; (vanhassa linalg:ssa (Uudempi MatrixInverse
LinearAlgebra-kirjastossa )



e LinearSolve Yhtaloryhman Ax = b ratkaiseminen: LinearSolve(A,Db);
Toimii vain silloin, kun ratkaisu on yksikasitteinen.

« map Kuvaa funktion jokaiseen listan alkioon: map (x->x~3, [a,b,c]);

e Matrix Matriisin rakentaminen:
Matrix([[a,b], [c,d]]);

 nops listan pituus (number of operands): nops([a,b,c,d]);

e plot Kuvaajan piirtdminen:
plot(sin(x),x=0..Pi); plot([sin(x),cos(x)],x=0..Pi);

e product eli tulo, kertoo jonon termit: product(1/n~2, n=1..10);
o restart Poistaa muistista kaikki maéarittelyt.

e seq Jonon muodostaminen: seq(n~2, n=1..5);

o simplify Lausekkeen sieventaminen: simplify (%) ;

« solve Yhtdlon ratkaiseminen (tarkasti): solve(x"2+x=1,x);

o subs Sijoituskasky: subs(x=1,polynomi); Huom: Ei muuta polynomin méarittelya.
(Vrt. eval (polynomi,x=1);)

e sum Summaa jonon termit: sum(n~2, n=1..100); (vrt. add). sum suorittaa myo6s sym-
bolista summausta.

¢ Vector Vektorin muodostaminen: Vector ([1,3,5]);

« with Lisapakettien latauskasky: with(plots); with(LinearAlgebra);
Tietorakenteita:

« Jono on Maplessa kokoelma pilkulla erotettuja olioita, esim. jonoA:= 3,4,5,f,sin(7);
tai jonoB:= seq(n~3, n=-3..8); Jonojen alkioihin voi viitata muodossa jononnimi [moneskoalkio

» Lista on tasmaélleen sama kuin [jono].

Tavallisimpia virheita:

Kasky on védarin kirjoitettu: sulkuja puuttuu tai ne eivat tasmaa.

Maarittelyssa on kaytetty = eiké :=

Jonot, listat tai vektorit sekaisin: kaikki ovat eri asioita.

Lausekkeet ja funktiot sekaisin.



o Muuttujilla on vanhoja arvoja aikaisemmista laskuista.
» restart-kaskyn jalkeen ei ole suoritettu kaikkia tarvittavia kaskyja.

o Y%-merkki viittaa viimeisen suoritetun kaskyn tulokseen, esimerkiksi virheilmoitukseen.
% ei automaattisesti tarkoita tyoarkilla heti ylapuolella

Tiedoston Latex-koodi: (Muokkaa tarpeittesi mukaan)
../mplteht /mplBasic/mplBas000.tex

Tiedosto: mplBas001.tex
Ohjelmat: Maple, [Mathematical

Sievenna lauseke .
Z‘ J—

-2+ 5

Vihje
Kokeile funktiota simplify.

Vaativuus: 1-
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplBasic/mplBas001.tex

Avainsanat:mplBasic, Mapleperusteet, simplify

mplP002.tex (P. Alestalo P1 s.2011)

1. Téssa on ohje-ja pohjatyoarkki (mw), lataa se Mapleen.
([Tassa néaet tyoarkin pdf-muodossa.)

Kay lapi tyoarkin tehtavat ja siirry sen jéalkeen alla oleviin tehtéviin.

2. a) Kokeile Maplen voimia seuraavien sarjojen kohdalla:

w

2o X Lgpil X
n=1 n=1 n=0 n=1
b) Montako termié hajaantuvasta sarjasta

1

n=1 n

on otettava mukaan, jotta vastaava osasumma olisi vihintdan 1007
(sum, evalf, infinity)


file:../mplteht/mplBasic/mplBas000.tex
file:../mplteht/mplBasic/mplBas001.tex
file:../mplteht/mplBasic/apusrc/mplBas002Pohja1.mw

Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplBasic/mplBas002.tex

Avainsanat: Mapleperusteet, sarjan summa, sum, evalf, infinity

mplBas002a.tex (P. Alestalo P1 5.2011)

Fibonaccin lukujono (f,) méaaritellidn alkuehdoilla fo = 0, f; = 1 ja palautuskaavalla f, o =
fn + fas1, kun n > 2. Samat luvut saadaan suoraan lausekkeesta

fu= 6" = (=)™
arvolla ¢ = 12—\/5 Maarittele f, = f(n) funktiona ja osoita, etta seké alkuehdot etté palautus-
kaava toteutuvat.
Vihje: Maarittele aluksi phi:= ... Palautuskaavan kohdalla on helpompi osoittaa jokin lause-
ke nollaksi kuin verrata kahta hankalaa lauseketta.
(sqrt, simplify, expand)

Muista funktioméaritys:
f:=n->...

Vaativuus: 2
Tehtavian Latex-koodi:
../mplteht /mplBasic/mplBas002a.tex

Avainsanat: Fibonacci, funktioméaritys, palautuskaava, simplify, expand

mplP002b.tex (Pekka Alestalo P1 s.2011)
Intialaisen matemaatikon Srinivasa Ramanujanin (1887-1920) keksimén kaavan mukaan

1 2v2 i (1103 + 26390n) (4n)!
™ 9801 3964 (n!)4

n=0

Tutki (numeerisesti), monennenko osasumman avulla saadaan luvun 1/7 likiarvo 50 desimaalin
tarkkuudella.
b) Médrittele sarjan yleinen termi a, = a(n) funktiona ja laske raja-arvo

41

qg = lim .
n—o0 a/n

Sarja suppenee siis suunnilleen samaa vauhtia kuin sellainen geometrinen sarja, jonka suhdeluku
on q.
(Pi, sqrt, sum, evalf(luku, desimaalien lkm), limit)

Muista funktiomadritys:
a:=n-> ...


file:../mplteht/mplBasic/mplBas002.tex
file:../mplteht/mplBasic/mplBas002a.tex

Vaativuus: 2-
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplBasic/mplBas002b.tex

Avainsanat:Mapleperusteet, mplBasic, sarjat, Pi, sqrt, evalf

mplBas004
Suorita Maplella :

> series(exp(x), x = 0, 10); # tai taylor(...);
> p:=convert (% ,polynom) ;

> c:=coeffs(p,x);

> evalf (%) ;

Selitd, mitd néissé tapahtuu. (Tutki tarvitessasi helpilld tyyliin ?convert.)
Piirra polynomin p kuvaaja sopivalla valilla.

Vaativuus: 1
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplBasic/mplBas004.tex

Avainsanat: Mapleperusteet,mplBasic, polynomin kertoimet, coeffs, convert(sarja,polynom)

mplBas005

Etsi lukujen 12343243 ja 7681 suurin yhteinen tekijé.

Suurin yhteinen tekija lasketaan funktiolla igcd. Jos myos kertoimet halutaan tietda, kannattaa
kayttda funktioita igcdex.

Vaativuus: 1-
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplBasic/mplBas005.tex

Avainsanat:Mapleperusteet, mplBasic,syt, suurin yhteinen tekija, iged,igcdex

mplBas006 (HA:n Maple-kirja ss. 48-50)

a) Laske 2'2% 73, ¢® neljillikymmenelld (40) numerolla.

(
(b) Miki rationaaliluvuista 22, 31 3% approksimoi parhaiten 7ité ?

7799 113

(¢) Kumpi luvuista 7¢ , €™ on suurempi?

)
)
)
)

(d) Jaa tekijoihin polynomi z® — ¢3


file:../mplteht/mplBasic/mplBas002b.tex
file:../mplteht/mplBasic/mplBas004.tex
file:../mplteht/mplBasic/mplBas005.tex

Vihje

7evalf
7?factor

Vaativuus: 1
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplBasic/mplBas006.tex

Avainsanat:mplBasic,Mapleperusteet, evalf, factor

mplBas007.tex (HA:n Maple-kirja ss. 48-50)

Maarittele polynomilauseke p = 23 — 422 + 3z + 2.

Maarita p:n juuret ja piirra kuvaaja valilla, joka sisaltda juuret. Maarita myos paikalliset aé-
riarvot.

p:= ... (ei siis p = ... (kuten Matlabissa))
plot(p,x=a..b)
?plot

solve  yrittaa tarkkaa analyyttista ratkaisua (vaikka onnistuisi, voi olla turhan m
fsolve numeerinen ratkaisija

Luokittelu: Maple perusteet, lausekkeet, yhtélot, nollakohdat, grafiikka

Vaativuus: 1+

Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplBasic/mplBas007.tex
Ratkaisu:

pdf-muodossal

mw-tiedosto

Avainsanat:mplBasic,Mapleperusteet, polynomi,nollakohdat, minimit, maksimit, solve, fsol-
ve, diff

mplP008.tex (HA:n Maple-kirja ss. 48-50)

Piirrd samaan kuvaan z* ja 2% ja selvitd, kuinka monessa pisteessi ne leikkaavat. Varmaan
joudut piirtaméaan useita kuvia eri alueilta.

Suurimman juuren etsimisessa voi oikean alueen ehka loytéda nopeimmin tyyppida seq([x74,27x],x=a..b)
olevalla komennolla.

Tutki fsolve-komennon help-teksti ja maarita likiarvo suurimmalle juurelle.

seq(f(x),x=a..b) toimii kokonaislukuaskelin.
Uusimmissa Maplen versioissa voidaan antaa askel h nain:


file:../mplteht/mplBasic/mplBas006.tex
file:../mplteht/mplBasic/mplBas007.tex
file:../mplteht/mplBasic/ratkaisut/mplBas007R.mw

jono:=seq(f(x),x=a..b,h);

Vrt Matlab: jono=a:h:b
J

Vaativuus: 1+
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplBasic/mplBas008.tex

Avainsanat: Maple perusteet, jonot (seq), yhtalot, nollakohdat, grafiikka

mplP009.tex (HA:n Maple-kirja ss. 48-50)
Mita tekevat seuraavat Maple-komennot:

> sum(i~2,i=1..10);

> ifactor(1998); # Maple-oppaan kirjoitusvuosi
> ifactor(2015); # Aikaa on kulunut.

> solve ({x+2*y=5,x"2+y"2=10},{x,y});

> solve([x+2xy = 5, x"2+y"2 = 10], [x, yl)

Kaksi solve-komennon muotoa liittyvat tietorakenteisiin. Edellinen kéasittelee joukkoina, jalkim-
méinen listoina. (Joukon alkioilla ei ole maarattyé jarjestysté péainvastoin kuin listassa.)

Vaativuus: 2-
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplBasic/mplBas009.tex

mplBas010.tex
Muodosta funktion cos(x)sin(z) ensimméinen ja toinen derivaatta ja piirrd kunkin kuvaaja
sopivaksi katsomallasi vélilld kenties mieluiten eri koordinaatistoihin.

Vaativuus: 1-
Tehtdvan Latex-koodi:
../mplteht /mplBasic/mplBas010.tex

Avainsanat: Mapleperusteet, mplBasic, diff, simplify, perusssievennys, plot

mplBas011.tex (HA: Maple-kirja ss. 48-50)

Funktiolausekkeen derivaatta muodostetaan diff-komennolla.

Maarita seuraavien funktioiden 1. ja 2. derivaatta ja sievenna tulokset simplify-komennolla.


file:../mplteht/mplBasic/mplBas008.tex
file:../mplteht/mplBasic/mplBas009.tex
file:../mplteht/mplBasic/mplBas010.tex

62° + 32 — 2z + 1, B4 cos(z? + 1) , arcsin(2z 4 3) , V1 + 21, arctanz

Vaativuus: 1
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplBasic/mplBas011.tex

Avainsanat: Mapleperusteet, Maplediffint, lauseke, symbolinen derivointi, diff

mlBas014.tex, mplBas014.tex
Maple [Mathematica] , Matlab (erityisesti b)-kohta).

Tarkastellaan funktiota

sin(x)
=1 .
a) Maple: Méaérittele f lausekkeeksi, laske f:n arvo pisteessd z = —2.0 ja piirrd kuvaaja valilla
[_57 5]
Matlab:

Tee vastaava asia Matlabilla, kirjoita skripti. Huomaa, etta Matlabissa taytyy ensin antaa x:lle
numeerinen (vektori)arvo.

b) Tee samat asiat, mutta nyt mééritteleméalla f funktioksi.

a)

Maple Matlab:
> f:=1-... >> x=...
> subs... >> f=, ..
> plot >> plot
b)
Maple Matlab
> fi=x->1-... >> f:=0(x) 1-...

Vaativuus: 2-

Tehtavan Latex-koodi:

../mplteht /mplBasic/mplBas014.tex

Ratkaisu:

.. /mplteht /mplBasic/ratkaisut /mplBas014R.pdf]

../mplteht /mplBasic/ratkaisut /mplBas014R.mw (Maple worksheet)



file:../mplteht/mplBasic/mplBas011.tex
file:../mplteht/mplBasic/mplBas014.tex
file:../mplteht/mplBasic/ratkaisut/mplBas014R.mw

Avainsanat:
Mapleperusteet, funktiot, lausekkeet, Matlabperusteet

mplBas015.tex

Laske funktion f(z) = e’ arvoja 0.5:n valein vélilla 0...5, ja piirra taulukoiduista arvoista
kuvaaja

Vihje

Madrittele f funktioksi tyyliin f:=x-> ...

Muodosta jono seq-funktion avulla ja ymparoéi se listasuluilla tyyliin: h:=0.5: x:=[seq(k*h) ,k=. .

Nykyversioissa on myos muoto seq(a,b,h), joka vastaa Matlab:n lauseketta:
a:h:b. Muodosta funktion arvot tyyliin y:=map(f,x)
Taulukon saat kenties selkeimmaén tyyliin

with(linalg)
transpose(matrix([x,y]))

(Vaikka suosimme uudempaa, LinearAlgebra-kirjastopakkausta, joihinkin operaatioihin “van-
ha” linalg soveltuu paremmin.)

Datan voi piirtad nykyisin myos "Matlab-tyylilld": plot(x,y)
Vaativuus: 1+

Tehtavin Latex-koodi:

../mplteht /mplBasic/mplBas015.tex

Ratkaisu:
../mplteht /mplBasic/ratkaisut /mplBas015R.mpltxt(Maplekomennot tekstimuodossa)

mplBas017.tex [mplODE017.tex]

Opiskelija ottaa lainaa 10000 euroa hetkellda £ = 0 ja ryhtyy maksamaan sita takaisin kuukau-
den paasta hetkelld & = 1. Kuukausikorko on 1% (huh!) ja takaisinmaksu tapahtuu kiintein
maksuerin 450 EUR /kk

Olkoon ¥, k:n kuukauden kuluttua jiljelld olevan velan méara.

Muodosta taulukko ja graafinen esitys, jossa on pisteet (k,yx), ja selvitd sen perusteella, miten
kauan velan maksu kestda ja miten paljon rahaa opiskelijaparka kayttdaa koko projektiin.

Vaativuus: 1
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplBasic/mplBas017.tex

Ratkaisu:
|../mplteht /mplODE /ratkaisut/mplODE019R.pdf]
../mplteht /mplODE /ratkaisut/mplODE019R.mw

Avainsanat: mplODE, Mapledifferenssiyhtalot, Mapleperusteet,mplBasic

Luokittelu: Differenssi- ja differentiaaliyhtalot, Maple-perusteet.

-]


file:../mplteht/mplBasic/mplBas015.tex
file:../mplteht/mplBasic/ratkaisut/mplBas015R.mpltxt
file:../mplteht/mplBasic/mplBas017.tex
file:../mplteht/mplODE/ratkaisut/mplODE019R.mw

mplKompleksi

mplCA000.tex
Maple-ohjeita muutamaan seuraavaan tehtiavain

plot, seq, map, subs, with(plots), complexplot, plot3d

seuraavassa xploty tarkoittaa mité tahansa piirtofunktiota.

with(plots): # Ladataan lis&dgrafiikkakirjasto
kuval:=xploty(...): # Kuvan tallettaminen muuttujaan.
kuva2:=xploty(...): # ... ja toinen.

display(kuval,kuva2); # N&in yhdistetddn grafiikkoja.

F:=2xx+exp(x*y); # Lausekkeen arvo muuttuu, kun x ja y muuttuvat.

# MUTTA: F(x,y) tai F(a,b) on vailla mielté&!

# Jos halutaan laskea F:n arvo, kun x=a, y=b, komennetaan:
subs (x=a,y=b,F);

f:=(x,y)-> 2*x+exp(x*y); # Funktiomiiritys.
f(a,b) # toimii nyt.

Lisdé tahan omia ohjeitasi/poista tarpeettomial

“Tehtavan” Latex-koodi:
../mplteht /mplComplAnal /mplCA000.tex

Avainsanat: mplComplAnal, Kompleksianalyysia Maplella, Maple-ohjeita, mapleohjeet.
Maplefunktioita:

1. mplK002.tex
Lausu De Moivre’n kaavaa hyodyntiaen cos3y ,cosdp ja sinbp cosp:n ja sing:n
avulla.

Vihje: Sopii kédsinlaskuksi, mutta voidaan hydédyntdd myos Maplea.

Avainsanat: Kompleksiluvut, De Moivre'n kaava, trigonometriset yhtalot.

mplCA003.tex

Késinlasku

Kompleksiluvulla e kertominen suorittaa kierron kulman « verran. Tamihén on vanha tuttu
olio, tason R” lineaarikuvaus, jolla niin ollen on matriisiesitys. Johda kiertokuvauksen matrii-
siesitys muodostamalla tulo w = €'z, z = x + iy = re'®

Pieni ("vapaaehtoinen") jatko-osa:

Téstd on helppo yleistda mielivaltaisella kompleksiluvulla Re™® kertomiseen. Miten kuvausta
voi sanoin kuvailla ?


file:../mplteht/mplComplAnal/mplCA000.tex

Vaativuus: 1+
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplComplAnal /mplCA003.tex

Avainsanat: Kompleksiluvut, tason kiertokuvaus.

Maplefunktioita:

2. mplK004.tex
Ykkosen n:nsien juurien kasittelya varten maarittele Maple-funktio

w:=(k,n)—>exp (I*2xk*Pi/n) ;
Piirra yksikkdympyré ja kaikki {/1:t joillakin n:n arvoilla.

Laadi sitten Maple-skripti, jolla voidaan laskea ja piirtda syotteend annetun mieli-
valtaisen kompleksiluvun kaikki n:nnet juuret.

> z:=2+3%I : n:=10: % Muuteltava syoterivi
> juuret:=seq(w(k,n),k=0..n-1);
> 7 complexplot

Huomaa, ettd e©, © € [0,27) “piirtdd” yksikkdympyrin. complexplot on juuri
reaalimuuttujan kompleksiplotti.

Kts. tarkemmin
http://www.math.hut.fi/teaching/v/2/02/H/complex6.html

Tassa pikatietoisku kompleksiluvuista:

http://www.math.hut.fi/opetus/Mattie/Mattie0/Luentomatskua/
kompleksianalyysi/kompluvut.html

Avainsanat: Kompleksiluvut, ykkosen juuret, complexplot

3. mplK002.tex
Lausu De Moivren kaavaa hyodyntaen cos3y ,cosde ja sindy cosp:m ja sin@m
avulla.

Vihje: Sopii kédsinlaskuksi, mutta voidaan hydédyntad myos Maplea.

Avainsanat: Kompleksiluvut, De Moivre'n kaava, trigonometriset yhtalot.


file:../mplteht/mplComplAnal/mplCA003.tex

mplCurve fitting

4. H2T12.tex/mlCF07.tex/mplCF07.tex // Matlab,Maple,[Mathematica]

W.A Mozartin(1756-1791) savellyksiéd indeksoidaan Kochel-luvuilla, jotka ilmaise-
vat teosten sédvellysjarjestyksen. Alla on erdita Kochel-lukuja, ja vastaavien teosten

savellysvuosia.

Number Year
1 1761
75 1771
155 1772
219 1775
271 1777
351 1780
425 1782
503 1786
575 1789
626 1791

Kayttden tatd dataa, arvioi teoksen Sinfonia Concertanten siavellysvuosi, kun tiede-
tadn, etta sen Kochel-numero on 364.

Vihje: Piirrad ensin datapisteet tasoon, ja paatd millaista menetelméa kannattaa kayttaa. Epaile-
mattd sopivan asteista PNS-polynomia. Suorita joitakin sovituksia, ja tarkista sitten tulos vaikka
Wikipediasta.

5. Maple tai Matlab
Tutkitaan nk. Rungen ilmioté. Laske funktion g(z) = 1/(1+2?) arvoja tasaisin vélein
valilta [—5, 5], ja tee néihin pisteisiin perustuva polynominen interpolaatio. Piirra
sekd g(z) ettd P(x) samaan kuvaan. Mitd huomaat, kun valittujen datapisteiden
madraa tihennetdan?

Kokeile interpolointia silloin, kun datapisteita ei valita tasavélisesti, vaan ne valitaan
Chebyshev-pisteiden .
Jm, .

x; :5COS(W),j =0...N
mukaan.
Vihje: Polynominen interpolaatio kannattaa tehdd MATLAB-funktiolla polyfit. Funktio g kan-
nattaa madritella funktiokahvan avulla: g = @(x)1./(1+x.72). Tasavilisii pisteista saa funktiol-
la linspace

Sopii aivan yhtd hyvin Maplelle.

mplCF01.tex [Sama Matlab:lla: .. mlCFO1.tex]

Hermiten interpolaatio: Interpolaatioehdoissa esiintyy myos derivaattoja.



Maarita 4. asteen polynomi p, joka toteuttaa ehdot:

(a) Késittele polynomi lausekkeena.
Tarkista tulos sopivasti subs-komennoilla ja piirrd kuva/kuvia polynomista ja derivaatoista.

(b) Késittele polynomi funktiona.

Huom: 5 ehtoa ja 5 tuntematonta kerrointa = jarkevan tuntuinen tehtéva. Yleisesti “jar-
kevélldkaan” Hermiten interpolaatiotehtavilld ei aina ole yksikésitteista ratkaisua (kuten ei
nelidmatriisin mééradmalld lineaarisella yhtaloryhmallakadn — siitdhén on kyse). Pelkkia funk-
tion arvoja koskevalla interpolaatiotehtévélld aina on (koska “Vandermonden neliématriisi” on
aina ei-singulaarinen).

Tassa opetellaan erityisesti Maplen katevaa ratkaisutekniikkaa.

Vihje

Kirjoita polynomi lausekkeeksi tyyliin:

p:=a*x"4+b*x"3 + .... |

missa a, b, ..., e ovat maarattavit kertoimet.

Derivaatta: diff

Arvojen (x=0,x=1) sijoittaminen p:n lausekkeeseen: subs

Yhtélon ratkaiseminen: solve

Kaikista saat tietoa nain ?diff, ...

Vaativuus: 1+

Tehtidvin Latex-koodi: |../mplteht /mplCurveFit /mplCFO01.tex
Ratkaisu:

ipdf-muodossal

mw-tiedosto

Avainsanat:MapleCF, Curve fitting kayran sovitus, interpolaatio

[Sama Matlab:lla ...mICF15.tex|

Opettajalle: (a)-kohta sopii ensitutustumiseen.

(b)-kohta on sikéli huono, etté virhetermin suuruusluokka on toisesta maailmasta (opettavaista
kylldkin, mutta alkajaisiksi vaatii ainakin varoituksen).

Lisaé tehtédvan opetuksia ratkaisutiedostoissa.

(a) Muodosta interpolaatiopolynomi pisteistélle, joka saadaan laskemalla funktion cos(1 + x?)
arvot tasavélisessd x-pisteistossé, jossa on 7 pistetta valilla [0, 3].Piirrd samaan kuvaan funktio,
datapisteet ja interpolaatiopolynomi.

(b) Arvioi (Lagrangen) interpolaatiokaavan virhetermin avulla interpolaatiovirheen ylaraja yo.
valilla ja vertaa todelliseen.


file:../mplteht/mplCurveFit/mplCF01.tex
file:../mplteht/mplCurveFit/ratkaisut/mplCF01R.mw

Lause Olkoot xg, z1, ..., z, erilliset pisteet ja f (n + 1) kertaa jatkuvasti derivoituva funktio
x—pisteet sisaltavalla valilla. Jos p, on (1-kés) dataan (zy, f(xy)) liittyva interpolaatiopoly-

nomi, niin
e
) —polr) ="+—"(x —x9)(x —21) - (T — ).
F(@) = pula) = (@ = ) =)o (= )
Tassa on mahdollista harrastaa Maplen ja Matlabin yhteistyota. Virhekaavan derivaatta muo-
dostetaan tietysti Maplella ja lauseke sievennetéan. Itse asiassa piirtamaélla ja poimimalla ku-
vasta maksimipisteen koordinaatit, saadaan riittavin hyva arvio.
Toinen mahdollisuus on kayttad Matlabin symbolic toolboxia.

Tulotermin voisi hoitaa tehokkaimmin Matlabissa ottamalla tihedn diskretoinnin ja kayttamalla
max-funktiota. Maplessakin on max-funktio, lakenta on Matlabissa tehokkaampaa.

Miten tulotermi lasketaan Matlabissa? Vaikka tahan tapaan:

1. x=linspace(....,N)

2. Teddan matriisi X, jossa x-vektoreita allekkain n+1 kpl.

3. Tehdaan matriisi X0, jossa rivit

x0 xO ... x0O N kpl.
x1x1 ... x1 N kpl.
xn xn ... xn N kpl.

Nama syntyvat vaikka meshgrid-komennolla tai ulkotuloilemalla ykkospystyvektorilla.
4. Véhennetdén matriisit ja prod()). Sitten vain abs ja max kehiin.

Tosi Matlabmaista! (Ei moitita, vaikka tekisit for-loopin, vain 8 kertaa kdydaan, mutta hyva
ymmaértad Matlabin hienoa matriisiajattelua, muistiahan ei nykyisin tarvitse saastella.)

Tehtavan Latex-koodi:

../mplteht /mplCurveFit/mplCF03.tex
Ratkaisu:

ipdf-muodossal

mw-tiedosto

Avainsanat: Interpolaatio, kdyrdn sovitus, interpolaatiovirhe, Lagrange MapleCF, Curve fit-
ting

mlCF07.tex/mplCF07.tex | H2T12.tex (kevét 2012)]

Matlab,Maple,[Mathematica]

W.A Mozartin(1756-1791) sévellyksid indeksoidaan Koéchel-luvuilla, jotka ilmaisevat teosten
sivellysjarjestyksen. Alla on erdita Kochel-lukuja, ja vastaavien teosten savellysvuosia.

Number Year
1 1761
75 1771


file:../mplteht/mplCurveFit/mplCF03.tex
file:../mplteht/mplCurveFit/ratkaisut/mplCF03R.mw

155 1772

219 1775
271 1777
351 1780
425 1782
503 1786
575 1789
626 1791

Kayttiden tatd dataa, arvioi teoksen Sinfonia Concertanten sévellysvuosi, kun tiedetdén, etta
sen Kochel-numero on 364.

Vihje:

Piirréd ensin datapisteet tasoon, ja paata millaista menetelméaa kannattaa kayttaa. Epailematta

sopivan asteista PNS-polynomia. Suorita joitakin sovituksia, ja tarkista sitten tulos vaikka
Wikipediasta.

Vaativuus: 2
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplCurveFit /mplCFO07.tex

Avainsanat:MapleCF, Curve fitting kdyran sovitus, interpolaatio, ... add more ...

mplCF11.tex

Maple tai Matlab

Tutkitaan nk. Rungen ilmiota. Laske funktion g(z) = 1/(1 + x?) arvoja tasaisin vélein vélilta
[—5, 5], ja tee naihin pisteisiin perustuva polynominen interpolaatio. Piirrd seké g(z) ettd P(z)
samaan kuvaan. Mitd huomaat, kun valittujen datapisteiden méaaraa tihennetdan?

Kokeile interpolointia silloin, kun datapisteita ei valita tasavélisesti, vaan ne valitaan Chebyshev-
pisteiden .
jm.
;=09 —),7=0...N

x; cos( N) J
mukaan.
Vihje
Polynomi-interpolaatio kannattaa tehdd MATLAB-funktiolla polyfit. Funktio g kannattaa
madritelld funktiokahvan avulla: g = @(x)1./(1+x.72). Tasavalisid pisteista saa funktiolla

linspace

Vaativuus: 2-
Tehtidvin Latex-koodi: |../mplteht /mplCurveFit /mplCF11.tex

Avainsanat:MapleCF, Curve fitting kdyran sovitus, interpolaatio

H2T14.tex/mlCF13.tex/mplCF13.tex
Matlab,Maple,[Mathematica]

Yhdysvaltojen perustuslaki vaatii, ettd maassa suoritetaan joka kymmenes vuosi vaestonlas-
kenta. Ohessa on viestonlaskennan tuloksia sadoissa miljoonissa asukkaissa viime vuosisadalta.


file:../mplteht/mplCurveFit/mplCF07.tex
file:../mplteht/mplCurveFit/mplCF11.tex

1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990
76 92 106 122 132 150 179 203 226 248

Tee polynomi-interpolointi datalle, ja ennusta vieston maédra vuonna 2010. Kuinka ennus-
teesi suhtautuu laskennan todelliseen tulokseen: 308,745,538 laskettua asukasta?

Sovita myo6s eriasteisia PNS-polynomeja, vrt. Matlab Censusgui, lue Molerista:
http://www.mathworks.se/moler /interp.pdf Moler: Num. Comp. with Matlab, interpolation

Vaativuus: 2

Tehtavan Latex-koodi:

../mplteht /mplCurveFit /mplCF13.tex

Ratkaisu:

|../mplteht /mplCurveFit /ratkaisut /mplCF13R.pdf]

../mplteht /mplCurveFit /ratkaisut/mplCF13R.mw [mw-tiedosto, lataa Mapleen]

Avainsanat:MapleCF, Curve fitting kayran sovitus, interpolaatio

Differentiaaliyhtalot

6. mplD0009.tex
Putoavan kappaleen nopeus v = v(t) toteuttaa differentiaaliyhtédlon mo'(t) =
mg — kv(t)?, jos positiivinen suunta on alaspiin ja ilmanvastus on verrannolli-
nen nopeuden nelioon kertoimella & > 0.
a) Ratkaise differentiaaliyhtalé alkuehdolla v(0) = 0.
b) Miké on rajanopeus lim; . v(t)?
Vihje: Ohjelma ei osaa laskea raja-arvoa, koska se ei tiedd vakioiden etumerkkié.
Lisaa kasky assume(m>0 and k>0 and g>0) ja kokeile uudelleen sen jalkeen.


http://www.mathworks.se/moler/interp.pdf
file:../mplteht/mplCurveFit/mplCF13.tex
file:../mplteht/mplCurveFit/ratkaisut/mplCF13R.mw

7.

mplD001.tex (infoverkostot (iv) s. 2001) Ratkaise yhtélo

dy _

_ ¢
aw Y

a.) Muodosta yleinen ratkaisu.
b.) Méérita vakio _C1 alkuehdolle y(0) = 1.

c.) Ratkaise alkuarvotehtavéi suoraan dsolve:lla.

Vihje: Maplen funktio dsolve.

b)-kohdassa voit ottaa ratkaisulausekkeen rhs (Righthand side) kiinni. Tarvitset lisiksi komentoja
subs ja solve

c) ?dsolve, [HAM] ss. 162-165

Ratkaisu:

> dyht := diff(y(t), t) = t*xy(t)
a)

> ylratk := dsolve(dyht, y(t))
b)

> Y := rhs(ylratk)

> solve(subs(t = 0, Y) =1, _C1)
Huom! Dokumenttimoodissa alaviiva pudottaa kursorin alaindeksitasolle.
"copy/paste" tarvitaan _Cl:1le.
> eval (%)
c)

> dsolve({dyht, y(0) = 1}, y(t))

mplD002.tex (infoverkostot (iv) s. 2001)

Ratkaise differentiaaliyhtdlo sijoittamalla ratkaisuehdotus (REh) annettuun yhté-
166n tai esim. integroimalla, arvaamalla tms.:

(a)y +y=2>—2,REh: y = Ce ™ +2° — 2z

(b) " +y =0, REh: y = acosz + bsinz

(C) y/// — 633’

(d) z +yy =0, REh: 22 + y?> = C (C > 0, vakio).

Vihje: (d)-kohta: Derivoi implisiittisesti, ts. oleta, ettd on olemassa derivoituva funktio z — y(x)
s.e. 22 +y(x) = C ja derivoi puolittain. (T#ssd tapauksessa olemassaolo tiedetiiéin, onhan y(z) =

v C — 22 tallainen. Taman eksplisiittisen lausekkeen kéytto ei silti kannata, se vain mutkistaa

asioita, olkaamme siis implisiittisia.)

Ratkaisu: mplD002R.mw ja .pdf ON



9. mplD0021.tex
Vrt. ... mlD0021 ja mlD0021b

Totea Maple:n avulla suoraan yhtéloon sijoittamalla , etta

y(t) = ce™™

toteuttaa differentiaaliyhtalon iy’ = —5y.

Maééritd myos diffyhtdlon yleinen ratkaisu sekéd alkuhdon y(0) = ¢ toteuttava rat-
kaisu dsolve-komennolla (kts. vihje)

Piirrd ratkaisukédyrdparvi, kun vakio ¢ saa 21 arvoa tasavélisesti valilla [0,4]. (Tai
suunnilleen tuonverran)

Piirrd paksummalla viivalla alkuehdon y(0) = 1 toteuttava kuvaaja ja merkitse
alkupiste rinkulalla.

Huom:Maplen syntaksi muistuttaa laheisesti muPad:ia. Grafiikoiden yhdistdmiseen
on Maplessa monipuolisemmat vélineet.

Vihje: Komentoja: subs,diff,dsolve,plot,with(plots),display

diffyht:=diff (y(t),t) =-b5*xy(t)
# tai:
diffyht2:=y’ (t)=-5x*y(t)

Néiiden kasittely eroaa, edellinen on lauseketyylinen, jalkimmaéinen funktiotyylinen, kuten tulos-
tusmuodosta nakyy.

Normaal subs-toimii edellisessd, mutta ei jalkimmaéisessa.

Kéyta siis alkuosassa edellista.

?dsolve # Toimii kumpaankin yhtdlémuotoon (tottakai).

ratk:=dsolve({diffyhtalo,y(0)=c},y(t))

Y:=subs(ratk,y(t)) # Mieti, logiikka on kohdallaan.

parvi:=seq(Y,c=0..4,0.2) # Sama kuin matlab:n 0:0.2:4

with(plots)

pkuva:=plot([parvi],t=a..b) # a ja b tehtdvén mukaan.

?plot,options

display (pkuva,plot([[0,1]],style=point,symbol=circle,symbolsize=20) ,plot(exp(...),t=...,thicknesss-

Grafiikkojen yhdistdminen yleisesti Maplella hoituu display-komennolla (edellyttad with(plots)-
komentoa):

display (kuval,kuva2,kuva3)
Vaativuus: 1

Avainsanat: MapleDiffyht, MapleODE, diffyhtélot, ratkaisukayraparvi



10. mplD003.tex [Matlab-versio: ...ml1D002.tex] (iv3/2001, harj. 1, teht. 2)
Milléd xy-tason kayrilli on ominaisuus: Kéyran tangentin kulmakerroin jokaisessa

pisteessa (z,y) on —% ?

Ratkaise yhtalo muuttujien erottelulla (“separation of variables”). Piirrd suunta-
kentta isokliineja apuna kayttden késin vaikkapa alueessa [—2,2] x [—2,2].

Ota sitten Maple avuksi. Kokeile ja selita!

Vihje: Kts. [HAM] ss. 169-170

> with(DEtools)
> with(plots)

Suuntakenttédn: DEplot,
grafiikkojen yhdistdmiseen: display.
Suoraparven saat tyyliin

> yparvi:=seq(...,c=[-2,-1,-.5,.5,2,1]) # tms.
> isokl:=plot([yparvi],x=...)

Yleisemmin isokliinit saadaan piirretyksi implicitplot-funktiolla, mutta téssé saatiin ratkaistussa

muodossa suoraan.

Avainsanat:MapleDy, diffyhtalot, suuntakenttd, isokliinit, mplDifferentiaa-
li(yht&lot)

Viitteet: [HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-
ohjelmalla, Otatieto 588, 1998



11. mplD004.tex [Matlab-versio: ...ml1D004.tex| (iv3/2001, harj. 1, LV teht. 1-2)

Laskuvarjohyppaajan yhtalo. Oletetaan, ettd hyppadjan + varustuksen massa =
m ja ilmanvastus on verrannollinen nopeuden neliooén, olkoon verrannollisuskerroin
= b. Télloin Newtonin 2. laki antaa liikeyhtélon:

mv’ = mg — bv?.

Olkoon yksinkertaisuuden vuoksi m = 1,b =1 ja g = 9.81m/s>.
Piirré suuntakentta.

Oletetaan, ettéd laskuvarjo aukeaa, kun v = 10m/s, valitaan tdméa alkuhetkeksi t =
0. Piirra tdma ratkaisukéyra suuntakenttapiirrokseen. Yritd ndhdé suuntakentésta,
ettd kaikki ratkaisut nayttavat ladhestyvan rajanopeutta v &~ 3.13 ja etta ratkaisut
ovat joko kasvavia tai pieneneviéd (ja milla alkuarvoilla mitdkin, ja mita tarkoittaa
fysikaalisesti)

Maarita rajanopeus suoraan yhtélosta.

Kéyta Matlab-piirroksiin funktiota dfield8 ja Maplessa DEtools-kirjaston DEplot-
funktiota.

Vihje: Kts. [HAM] ss. 169-170 tai ?DEplot

> with(DEtools)
> with(plots)

Suuntakenttédn: DEplot,

grafiikkojen yhdistdmiseen: display.

dfield-ohje:

Hae m-tiedosto dfield8 sivulta http://math.rice.edu/~dfield/ ja sijoita se Matlab-polkusi
varrelle.

Kirjoita Matlab-istuntoon : dfield8

Avainsanat: MatlabDy, MapleDy, diffyhtélot, suuntakentté, isokliinit, mplDifferen-
tiaali(yhtalot), mlDifferentiaali(yht&lot)

Viitteet: [HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-
ohjelmalla, Otatieto 588, 1998



12.

13.

mplDO005.tex (iv3/2001, harj. 1, LV teht. 2)

Muodosta edella olevan laskuvarjotehtédvan (mplD004) analyyttinen ratkaisu muut-
tujien erottelulla. Maarité edelld mainittu (v(0) = 10)-ratkaisukdyra. Tarkista rat-
kaisu Maplella ja kokeile lopuksi Maplen dsolve- komentoa. (Ohje [HAM]-kirjassa.)

Vihje: Ohje analyyttiseen: Muistathan, ettd osamurtohajoitelma on hyddyllinen rationaalilausek-

keen integroinnissa (Maple: convert (lauseke,parfrac,muuttuja) ; mutta osattava myos kasin).

Avainsanat: MapleDy, diffyhtélot, muuttujien erottelu, mplDifferentiaali(yhtalot),
mlDifferentiaali(yht&lot)

Viitteet: [HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-
ohjelmalla, Otatieto 588, 1998

mplD006.tex (iv3/2001, harj. 1, LV teht. 3)
Vaihdamme tassa LAODE-tyyliseen notaatioon: ¢ on riippumaton muuttuja, x on
“riippuva” muuttuja. Kannattaa totutella eri tyyleihin.

Ratkaise alkuarvotehtava 2/ = § —e™", 2(0) = —1. Kyseessd on lineaarinen epd-
homogeeninen (EHY). Tama lasku ei edellytd mitdan uutta muuttujien erottelun

liséiksi (ainoastaan uskomista), kaikki on téssd neuvottu.

Suorita ratkaisu néin:

+ Ratkaise ensin vastaava (HY) 2’ = ¢ (yleinen ratkaisu).

 Yrita keksid jokin (EHY):n erityisratkaisu (siis mika tahansa (EHY):n toteut-
tava). Keksiminen on helppoa, kun mietit exp-funktion derivointia. (MAaaraa-
méton kerroin ratkaistaan sijoittamalla yrite (EHY):yyn).

Lineaaristen teoria sanoo, ettd (EHY):n yleinen = (HY):n yleinen + (EHY):n eri-
koinen.

Piirrd my6s suuntakenttd ja ratkaisukayria (Maple: DEtools[DEplot], Matlab:
dfield8 tai suuntakl).
Miten néet suuntakentésté, ettd yhtalo ei ole autonominen?

Avainsanat: MapleDy, lineaariset diffyhtéalét, mplDifferentiaali(yhtélot)

Viitteet: [LAODE] Golubitzky-Dellnitz: Linear Algebra and Differential Equations
using Matlab, Brooks/Cole 1999.



14.

15.

mplD007.tex (iv3/2001, harj. 2, AV teht. 1)
Ratkaise (AA)-tehtava ¢y — 2zy =1, y(0) = —0.5

Téassd ndyttdd silta, ettda (EHY)m erikoinen olisi helppo 10ytdd, mutta huomaat
pian, ettd luonnolliset yritteet eivit toimi. (Kyseessdhén on lineaarinen, mutta ei-
vakiokertoiminen yhtélo.)

Ratkaise vaan sitten kiltisti integroivan tekijan menettelylla.

Integrointi johtaa erf-funktioon, Maple antaa sen suoraan, voit myos konsultoida
KRE-kirjaa hakusanalla erf. Lausu siis ratkaisu erfn avulla.

Piirrd suuntakenttapiirros Maplen DEtools-pakkauksen DEplot-funktion avulla (kts
[HAM] s. 169), voit toki kiyttdd myos Matlab:n dfield8-funktiota (ohje alla).

Valitse alkuarvoja yo valiltad (—1, —0.5) yrittéden 16ytaa kriittista arvoa yo, joka jakaa
ratrkaisukdyrat plus tai miinus daretonta lahestyviin. (Tuo kriittinen ratkaisukéay-
rd on rajoitettu.) Kaytd hyvéksesi erf-funktion ominaisuutta lim, ,.erf(z) = 1
laskeaksesi tarkan arvon yg:lle.

Vihje: dfield-ohje: Hae m-tiedosto dfield§ sivulta http://math.rice.edu/~dfield/ ja sijoita se
Matlab-polkusi varrelle.
Kirjoita Matlab-istuntoon : dfield8

Avainsanat: MapleDy, diffyhtalot,erf, mplDifferentiaali(yht&lot)

Viitteet: [KRE] E. Kreyszig: Advanced Engineering Mathematics, Wiley
[HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-ohjelmalla,
Otatieto 588, 1998.

mplD008.tex (iv3/2001, harj. 2, AV teht. 2)
Tarkastellaan (AA)-tehtavad xy' = 4y, y(0) = 1.

(a) Osoita, etta tehtévalla ei ole ratkaisua. Osoita, ettd tdmé ei ole ristiriidassa ;-
lauseen kanssa. (Huom: Lauseen avulla ei voi todistaa epdieksistenssid, koska lauseen
ehdot eiva ole valttdmattomat.)

(b) Vaihdetaan alkuehdoksi: y(0) = 0. Miten nyt on ratkaisujen laita.

(c) Mité voit sanoa alkuehdon y(zg) = yo tapauksessa, jos xo # 0,
(A) suoraan ratkaisukaavan avulla, (B) J;-lauseen avulla.

Vihje: Taméi on puhtaasti “perinteinen” tehtévé, mutta havainnollistus Maple/Matlab-vélineilld

on hyvinkin paikallaan.

Avainsanat: diffyhtélot, ratkaisun (epé)olemassaolo, eksistenssilause, mplDifferen-
tiaali(yhtalot)



16.

17.

18.

mplD009.tex (iv3/2001, harj. 2, AV teht. 3)
Muodosta Picardin iteraatiojonon muutama termi (AA)-tehtéville

(@) y'=z+y, y0)=0 M)y =z+y, y0)=-1
(©y =v* y(0)=1
Maarita myos tarkka ratkaisu.

Vihje: LV-tehtdvéssad palataan asiaan Maple-hommana. Tamé on tyypillistd symbolilaskennan

vahvuusaluetta.

Avainsanat: diffyhtalot, ratkaisun (epé)olemassaolo, Picard-Lindel6f-menetelmé,
Picardin iteraatio, mplDifferentiaali(yhtalot)

mplDO010.tex (iv3/2001, harj. 2, LV teht. 1)
Muodosta Picardin iteraatiojonoa pitemmaélle kuin AV-tehtévisséd samoille (AA)-
tehtaville (a), (b), (c) ja lisdksi viela (d): lle.

@y =z+y y0)=0 (b)y=z+y y0)=-1
©y =y y0)=1 (d)y =3¢
Laske myos tarkka ratkaisu Maplella ja piirréd se ja iteraatiojonon funktioita. (Jos

tuntuu liian pitkalta, niin jata yksi pois, hyva olis saada kaikki yhteisesti katetuksi
(vaikka parityoskentelyssa sopimalla).

Vihje: Malli: Aputiedostossa mplD010apu.zip on L4Picard.mw,L4Picard.pdf,L4exa2.mw,
L4exa2.pdf, kts. my6s [HAM] ss. 162-165 (dsolve)ja s. 126 Picard—Lindelof

Avainsanat: diffyhtalot, Picard-Lindel6f-menetelmé, Picardin iteraatio, mplDiffe-
rentiaali(yht&lot)

Viitteet: [HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-
ohjelmalla, Otatieto 588, 1998.

mplD011.tex

(a) Sovella Picardin iteraatiota (tuttuakin tutumpaan) (AA)-tehtavaan

vy =y, y(0) = 1. Osoita, ettd iteraatiojono lahestyy ratkaisufunktiota y(z) =
eft

(b) (Olkoon vaihteeksi x(t) .)
Olkoon alkuarvotehtaviné edelleen 2/ =z, x(0) = 1.

Osoita, etta jos lasketaan likiarvo z,, = x,,(t,) EM:114 pisteessé t = t,, kdyttden
askelpituutta h, niin zj,(t,) = c(h)*, missé c(h) = (14 h)'/".

Osoita taméan nojalla, ettd kiintealla ¢ = t,, patee limy, .oz, (t) = €’

Vihje: Tehtédvissa tuskin tarvitaan ohjelmistoja.

EM = FEulerin menetelma



19.

20.

mplDO012.tex

Seuraava toistokdsky soveltaa Eulerin menetelméé alkuarvotehtavin ¢y = sin(zy),
y(0) = 1 ratkaisun likiarvon y(1) laskemiseen. Kokeile kiskyjé askelpituuksilla h =
0.25,h = 0.1, h = 0.01 ja h = 10~*. Miki menee pieleen viimeisessi kohdassa?

f:=(x,y)-> sin(x*y);

Digits:= 4;

n:= 4;

h:=1/n;

y[0] := 1;

for k from O to n-1 do # (paina tassa kohti Shift+Enter)
y[k+1] := evalf (y[k]+h*f (kxh,y[k])) # (samoin)

end do;

Piirrd Eulerin murtoviivat eri vareilld samaan koordinaatistoon.

Vihje: Datan piirto sujuu nykyisin “Matlab-tyylisesti”:

> xlista:=[seq(j*h,j=0..n)];
> ylista:=[seq(y[j],j=0..n)]
> plot(xlista,ylista)

[HAM]-viitteessa ss. 94-96 esitetyt tavat pisteparien listana toimivat myos, mutta s. 96 zip-temppu

ei ole endé tarpeen.

Viitteet: [HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-
ohjelmalla, Otatieto 588, 1998.

mplDO013.tex
Ratkaise alkuarvotehtava

' +3y +3y=1—¢""y(0) =2,4'(0) =0,

ja piirrd ratkaisun kuvaaja valilla 0 < z < 10.

Vihje: Diffyhtalon saat ratkaistua komennolla dsolve. Yhtdlossa esiintyvét derivaatat voit ilmoit-

taa komennolla diff, ja derivaatan pisteessa 0 voit ilmaista derivaattaoperaattorilla D(y) (0).



21. mplD014.tex Maple,Matlab

a) Ratkaise alkuarvotehtava

v —y=cosz, y(0)=1

analyyttisesti Maplella ja numeerisesti Matlabilla. Piirra ratkaisukayra.

b) Anna alkuarvoksi symboli ¢ ja piirrd ratkaisukédyraparvi sopivalla vélilla, kun
c=-0.9,-08,...,0.

Milta parvi nayttaa suurilla x :n arvoilla. Tassa pitaisi erottua kolmenlaista
kéaytosta.

Vihje: Maple: dsolve, Matlab: ode45

Avainsanat: Differentiaaliyhtald, alkuarvotehtava, analyyttinen ratkaisu, numeeri-
nen ratkaisu.

Viitteet:
Coombes et al: Differential equations with Maple, Wiley

Boyce - DiPrima’s: Elementary Differential Equations and Boundary Value
Problems,Wiley



22. mplD015.tex Maple,Matlab
Tarkastellaan (AA)-tehtavaa

, 3t?
Y =755 v
(3y? —4)

y(1) = 0.
(a) Laske EM:1l4 ratkaisuapproksimaatiot pisteissa ¢ = 1.2,1.4,1.6,1.8 kédyttden
askelta h = 0.1 .

(b) Tee sama askeleella h = 0.05 .
(c) Vertaa tuloksia.

(d) Piirrd suuntakentta ja ratkaisuapproksimaatioita, sekd EM-ratkaisuja. Osaatko
selittad, miksi EM toimii kohtuullisesti alussa, mutta kelvottomasti lopussa?

Vihje: FEulerin menetelméé voi téassd kdyttaa ohjelman (MMM) laskintyylilld, kuten edelld tai
sitten oikeaksi funktioksi koodatulla versiolla, annetaan tdssi nuo koodit.

Eulerin menetelmén koodit (sisdltyvit myos apupakettiin *apu.zip):
Maple: [HAM s. 206] (copy/paste — Maple-istuntoon)

Euler:=proc(f,a,b,ya,m)

local n,h,t,y;

h:=evalf ((b-a)/m);

t[0] :=a;y[0] :=ya;

for n from O to m do
y[n+1] :=y[n]+h*f (t[n],y[nl);
t[n+1] :=t[n]+h;

end do;

seq([t[n],y[n]],n=0..m);

end:

Esim: ¢/ =t —19?

f:=(t,y)->t-y2;
e3:=Euler(£f,0,5,1,3);
plot([e3]);

Matlab: (Kts. vastaava Matlab-teht.)

Avainsanat: Differentiaaliyhtalo, alkuarvotehtava, analyyttinen ratkaisu, numeeri-
nen ratkaisu.

Viitteet:

[KRE] E. Kreyszig: Advanced Engineering Mathematics, Wiley

[HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-ohjelmalla,
Otatieto 588, 1998.



23. mplD016.tex (vrt. Matlab: mID007.tex)
Tarkastellaan (AA)-tehtavaa

2y —Int 1
y':f—l—%, y(1) =0

valilla ¢ € [1,1.8] Ratkaise tehtava

a) Eulerin menetelmalld askelpituudella h = 0.1,
b) Heunin menetelmalla askelpituudella h = 0.2,

¢) RK4- menetelmélla askelpituudella h = 0.4.

Maarita tarkka ratkaisu Maple:n dsolve-komennolla ja laske sen avulla virheet,
piirrd ja taulukoi kussakin tapauksessa.

Huomaa, etta nailld askelpituuksien valinnoilla funktion arvojen laskentamaarat ovat
samadt.

Vihje: Eulerin menetelmén koodit (sisaltyvit myos apupakettiin mplD016apu.zip):
Maple: [HAM s. 206] (copy/paste — Maple-istuntoon)

Euler:=proc(f,a,b,ya,m)
local n,h,t,y;
h:=evalf((b-a)/m);
t[0] :=a;y[0] :=ya;
for n from 0 to m do
y[n+1] :=y [n] +h*f (t [n] ,y[nl);
t[n+1] :=t [n]+h;
end do;
seq([t[n],y[n]],n=0..m);
end:

Esim: ¢/ =t — y?

f:=(t,y)->t-y"2;
e3:=Euler(f,0,5,1,3);
plot([e3]);

Laitetaan myo6s Heun ja RK4
Matlab: (Kts. vastaava Matlab-teht.)

Huom: Tésté voi kehitelld monenlaisia tehtdvivariaatioita, myos ilman numeeristen menetelmien
korostusta.

Avainsanat: Differentiaaliyhtalo, alkuarvotehtava, analyyttinen ratkaisu, numeeri-
nen ratkaisu.

Viitteet:

[KRE] E. Kreyszig: Advanced Engineering Mathematics, Wiley

[HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-ohjelmalla,
Otatieto 588, 1998.



24. mplD017.tex, mlID007.tex
Huomasimme, ettd eksponentiaalinen kasvumalli, ns. Malthusn lakiy’ = ky ei toimi
USA:n vaestodataan pitkalld aikavalilla. Mallia voidaan tarkentaa lisiamaélla sopiva
kasvua rajoittava termi, talloin johdutaan ns. logistiseen kasvulakiin:

y = ay — by?
USA:n viestodataan liityen Verhulst arvioi v. 1845 arvot a = 0.03 ja b = 1.6107%,
kun ¢ mitataan vuosissa ja véikiluku y(¢) miljoonissa.

Opettajalle: Tehtiava voidaan kasitella ehkéd luontavamminkin kokonaan erillise-
na numeeristen diffyhtéloratkaisujen opetuksesta. Talloin otetaan vain alla olevat
kohdat (c) ja/tai (d).

(a) Ratkaise tehtavd (y(0) = 5.3) Eulerin menetelmalld kayttamlld askelpituussa
h =10

(b) rk4:114 kéyttéden n. nelinkertaista askelta (voit kokeilla pienempiékin)
(c¢) Matlabin ode45:114.
(d) Laske analyyttinen ratkaisu Maplella (kyseessahén on Bernoullin yhtdlo.

Piirra kuvia ja laske kaikissa tapauksessa ratkaisujen arvot annetuissa taulukko-
pisteissé. (oded5-tapauksessa onnistuu ainakin sovittamalla dataan splini funktiolla
spline, joka on maailman helppokéyttoisin.)

kts. http://www.math.hut.fi/teaching/v/matlab/opas.html#splinit
(Nykydan (2012) ei tarvita erillistd splinisovitusta, laskentapisteet voidaan antaa
suoraan ode45-funktiolle syGtteend.)

Vihje:

function [T,Y]=eulerS(f,Tspan,ya,n)

% Taméa vain kehittely- ja opettelutarkoituksessa.

% Funktio eulerV hoitaa niin skalaari- kuin vektoriversion.
% (24.2.04, modifioitu 21.8.2010)

% Esim: y’=t+y, y(0)=1

% f=0(t,y)t+y
% [T,Y]=eulerS(f, [0 4],1,6), plot(T,Y,T,Y,’.r’);shg
a=Tspan(1) ;b=Tspan(2);
h=(b-a) /n;
Y=zeros(n+1,1);T=(a:h:b)’; %Pystyvektorit yhdenmukaisesti ode45:n
Y(1)=ya; % kanssa
for j=1:n
Y(G+1)=Y(§)+h*£(T(F),Y(G));
end;
Viitteita:

http://math.aalto.fi/opetus/kp3-ii/06/L/L14dynumkalvot.pdf
http://www.math.hut.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/esim/eulerS.m
(Listaus ylla)



25.

26.

mplDO018.tex, mID008.tex
Tarkastellaan yhtaloa ¢’ = —2a(t — 1)y. Ratkaise aluksi analyyttisesti (saat kdyttaa
Mapleakin.)

Totea kuvasta ja derivaattachdosta yhtalon stabiilisuus/epéastabiilisuusalueet. Ota
kuvassa ja aina tarvittaessa vaikkapa o = 5.

Ratkaise yhtalo sekd Eulerilla ettd BE:ll4. Sopivia arvoja voisivat olla vaikkapa
h = 0.2, vali: [1,4.5], y(1) = 1.

Vertaa kokeellisesti stabiilisuukayttaytymista teorian ennustamaan ja pane merkille,
miten epéstabiilisuus kdytdnnossé ilmenee.

Tama tehtava soveltuu erityisen hyvin Maplella tehtavéksi, se on pitkélle ideoitu
[HAM] sivulla 124, my6és Euler ja BE ovat valmiina. (Koodit saa kurssin maple-
hakemistosta.) ** Tulee aputiedostoon **

** apu puuttuu, editoi viitteet! **
Vihje:

Viitteita:
http://math.aalto.fi/opetus/kp3-ii/06/L/L14dynumkalvot.pdf

http://www.math.hut.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/esim/eulerS.m
(Listaus ylla)

mplD019.tex [mplP017.tex]

Opiskelija ottaa lainaa 10000 euroa hetkella k£ = 0 ja ryhtyy maksamaan sité takaisin
kuukauden péaasta hetkella & = 1. Kuukausikorko on 1% (huh!) ja takaisinmaksu
tapahtuu kiintein maksuerin 450 EUR /kk

Olkoon y; k:n kuukauden kuluttua jaljella olevan velan méara. Kirjoita differens-
siyhtalo yy:lle.

Muodosta taulukko ja graafinen esitys, jossa on pisteet (k,yx), ja selvitd sen pe-
rusteella, miten kauan velan maksu kestda ja miten paljon rahaa opiskelijaparka
kayttaa koko projektiin.

Luokittelu: Differenssi- ja differentiaaliyhtalot, Maple-perusteet.

Vihje:



27.

28.

29.

Seuraava toistokésky soveltaa Eulerin menetelmédd alkuarvotehtévin y' = sin(zy),
y(0) = 1 ratkaisun likiarvon y(1) laskemiseen. Kokeile késkyja askelpituuksilla h =
0.25,h = 0.1,h = 0.01 ja h = 10~*. Miké menee pieleen viimeisessé kohdassa?

f:=(x,y)-> sin(xx*y);

Digits:= 4;

n:= 4;

h:=1/n;

y[0] = 1;

for k from O to n-1 do (paina té&ssa kohti Shift+Enter)
y[k+1] := y[k]+h*f (k*h,y[k]) (samoin)

od;

Vihje:
Ratkaise alkuarvotehtava
y' +3y +3y=1—-e""y(0) =2,4'(0) =0,

ja piirra ratkaisun kuvaaja valilla 0 < x < 10.

Vihje: Diffyhtalon saat ratkaistua komennolla dsolve. Yhtdlossa esiintyvat derivaatat voit ilmoit-

taa komennolla diff, ja derivaatan pisteessa 0 voit ilmaista derivaattaoperaattorilla D(y) (0).

Ratkaise differentiaaliyhtaloryhma

= 0wt py
W — oy —y—az
L= B2+ zy

numeerisesti valilla [0,20], kun ¢ = 10,p = 28 ja f = 8/3. Piirra ratkaisukéyrét
samaan kuvaan, ja piirrd kdyrat z(t) ja z(t) parametrisesti. Tamén jilkeen piirré
3-ulotteinen parametrisoitu kayra kaikista koordinaateista.

Onko ratkaisu rajoitettu? Suppeneeko se kohti jotain arvoa?

Kokeile muuttaa alkuarvoja, sekd parametrien arvoja. Vallitsevan teorian mukaan
systeemi on kaoottinen dynaaminen systeemi, jonka kayttdytyminen voi muuttua
merkitsevasti jo pienistd muutoksista lahtotilanteessa; itse asiassa termi perhosvai-
kutus keksittiin kuvaamaan juuri tdman systeemin kaytosta.

Vihje: Kolmiulotteinen parametrisoitu kéyré (tai pistejoukko) piirretddn MATLABissa funktiolla
plot3.



30. Maple,Matlab (HQTlO)

31.

a) Ratkaise alkuarvotehtava

v —y=cosz, y(0)=1

analyyttisesti Maplella ja numeerisesti Matlabilla. Piirra ratkaisukayra.

b) Anna alkuarvoksi symboli ¢ ja piirrd ratkaisukédyraparvi sopivalla vélilla, kun
c=-0.9,-08,...,0.

Milta parvi nayttaa suurilla x :n arvoilla. Tassa pitaisi erottua kolmenlaista
kéaytosta.

Vihje: Maple: dsolve, Matlab: ode45

Avainsanat: Differentiaaliyhtald, alkuarvotehtava, analyyttinen ratkaisu, numeeri-
nen ratkaisu.

Kirjoita heiluriyhtélo ©” + £ sin(©) = 0 ensimméisen kertaluvun systeemiksi, tai
toisen kertaluvun differentiaaliyhtéloksi. Voit ottaa g/L = 1.

Laske ratkaisu sopivalla aikavélilla (esim. [0, 10]) ja kolmella erilaisella alkuarvolla,
joilla saat erityyppiset ratkaisut.

Piirréd ratkaisukéyrat aikatasoon ja trajektorit faasitasoon.



32.

33.

Ratkaise RA-tehtava

y'=y*—1, y(0)=0, y(1)=1.

Maplella. Yritd ensin analyyttista. Jos/kun mitdén ei palaudu, voit asettaa esim
infolevel [dsolve] :=3:. Naet ainakin, mita Maple yrittaa.
Siirry sitten tyyppiin numeric, homma sujuu ongelmitta.

Muutaman kokeilun jalkeen huomasin, ettei sujukaan. Numeerisen ratkaisun méaa-
ritteleminen parametrista riippuvaksi funkioksi on aikamoista temppuilua, téallaisel-
la kurssilla ei kannata siihen paneutua, koska Matlab-ratkaisu on hyvin selked ja
ongelmaton.

Muutetaan tehtiava helpommaksi:

Suorita Maplella suoraan reuna-arvotehtavin ratkaisu (luultavasti Maple laskee sen
differessimenetelmalld). Syntaksi on aivan sama kuin alkuarvotehtivélle, nyt vain
annetaan pelkit reunaehdot.

Helpin esimerkkien avulla padset kiinni ratkaisufunktioon.

a) Osoita, ettd funktio arctan £ toteuttaa Laplacen osittaisdifferentiaaliyhtdlon

Pu,
ox2 oy

(Téllaisia funktioita sanotaan harmonisiksi funktioiksi.)

b) Oletetaan, etta funktioilla u(z,y) ja v(x,y) on jatkuvat toiset osittaisderivaa-
tat ja ne toteuttavat ns. Cauchy-Riemannin yhtalot:

ou Ov Ov ou

or oy oxr Oy
Osoita, ettd u ja v ovat harmonisia.

¢) Olkoon f(z,y) = x*y? + z*siny + cos(zy). Laske osittaisderivaatat fiy, frye
fyzz ja totea, ettd ne ovat samat.



Differentiaali- ja integraalilaskenta

34.

35.

mplDi0001.tex Maple
Méérita funktion p(z) = 2* — 422 + 4 — 1 nollakohdat ja lokaali max/min. Piirré
funktion ja derivaatan kuvaajat.

Vihje: solve,evalf,diff,plot. Yksinkertaisinta ehka késitelld lausekkeena, mutta saat kokeilla

myo6s funktiotapaa.

mplDi0002.tex
Olkoon
f(z) = 2® sin(nz).

a.) Laske f'(4) kdyttden diff ja subs - komentoja. Laske tarkka arvo ja likiarvo.
Musista: Pi edustaa vakiota 7, pi edustaa vain vastaavaa kreikkalaista kirjainta
ilman semantiikkaa.

b.) Sama D-operaattorin avulla.
c.) Miten voit a)-kohdassa muuttaa tuloksen derivaattafunktioksi?

d.) Madritd f'(4) erotusosaméirin raja-arvona.

Vihje: Komentoja: diff,D,subs,eval,evalf,limit
Funktiomaéritykset: f:=x->lauseke (x)

(vrt. Matlab: £=0(x) lauseke(x))

Lausekkeen muuttaminen funktioksi “jalkikédteen”:
F:=unapply(lauseke (x),x

(lauseke(x) tarkoittaa lauseketta, jossa esiintyy symboli x.)

Huom! Uudet Maple-versiot (16 alkaen) armahtavat kiyttajdd myos aiemmin ankarin kielloin
varoitetusta funktiomééarityksen muodosta tyyliin:

f(x):=x*sin(x) Maple ystéavéllisesti kysyy, haluatko oikeasti méaritelld funktioksi (ja 99%:ssa
tapauksista vastaus on YES! (Uskallan sanoa.))

Avainsanat: Maplediff, Mapleperusteet, lauseke/funktio

Vaikeusaste 1.



36. mplDi0002.tex
Olkoon

f(z) = 2 sin(nz).

a.) Laske f'(4) kiyttden diff ja subs - komentoja

b.) Sama D-operaattorin avulla.

)
)

c.) Miten voit a)-kohdassa muuttaa tuloksen derivaattafunktioksi?
)

d

Maarita f (4) erotusosamédrin raja-arvona.

37. mplDi001.tex ([HAM] ss. 48-50)
Funktiolausekkeen derivaatta muodostetaan diff-komennolla.
Maarita seuraavien funktioiden 1. ja 2. derivaatta ja sievenna tulokset simplify-
komennolla.

623 + 322 —2x + 1, ;”2111 , cos(x? 4+ 1) , arcsin(2z + 3) , V1 + 2% | arctanx

)

Vihje: Voit myos kirjoittaa lausekkeen tyoarkille, koskettaa sitd hiiren oikealla “context sensitive’
néppéaimelld, jolloin saat joukon Maple-komentoja, mm. diff, simplify ym.

Luokittelu, avainsanat: Mapleperusteet, Maplediffint, lauseke, symbolinen deri-
vointi, diff

Viitteet:

[HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-ohjelmalla,
Otatieto 588, 1998.



38.

39.

mplDi0011.tex
Kuulantyoénnon tulos riippuu kuulan alkunopeudesta v, lahtokorkeudesta A ja tyon-
non suuntakulmasta x seuraavan lausekkeen mukaisesti:

; v cos(z) (U sin(z) + y/v?sin(x)? 4+ 2hg>
= — ,
9

missd x € [—m/2,7/2]. Kéytetaan SI-jarjestelmén yksikoita ja oletetaan, ettd h = 2,
v =14 ja g = 9.81. Maéarita tyonnon optimaalinen suuntakulma ja maksimitulos.

Kannattanee edeté seuraavien vaiheiden mukaan:

o Maadrittele f funktiona; alé sijoita lukuarvoja téassa vaiheessa, niin voit tarkis-
taa, ettd lauseke on oikein.

o Sijoita lukuarvot h,v,g.

o Piirrd funktion f kuvaaja valilla —7/2 < 2 < 7/2 ja tarkista, ettd se nayttaa
jarkevaltd. (Yleinen virhe: kertomerkkeja puuttuu!)

» Ratkaise maksimi kokeilemalla molempia tapoja: suoraan maximize TAI muo-
dosta yhtélo f'(x) = 0, ratkaise numeerisesti fsolve-késkylld, laske maksimi.

o Muuta saatu kulma asteiksi ja mieti, onko tulos jarkeva.

mplDi002.tex
Olkoon f(z) = 2% — 4. Muodosta integraalifunktiot

/f(as) dz, CZ)

Tarkista tulokset derivoimalla.

Vihje: int ja Int. Voit myés aloittaa: int <ESC-néppéily>, saat valikon, josta valitset [-merkin

ja tdydennéit luonnollisen tapaan. Kéayta simplify-komentoa tarvittaessa.

Luokittelu, Avainsanat: Maplediffint, int,Int, Mapleperusteet



40.

41.

mplDi003.tex
Maarita seuraavat integraalit:

/ e tdt ja / e " dt.
0 0

Vihje: Aireton: infinity. Huom: Voit kirjoittaa int(ESC), saat valikon, josta voit valita méirityn
integraalimerkin, rajojen paikalle kirjoitat sopivasti, yldrajan voit aloittaa infi(ESC), jolloin Maple
antaa taas valikon, josta voit valita co-symbolin.

Toki voit kirjoittaa “vanhan hyvin ajan tapaan” int(f,t=0..infinity).

mplDi004.tex
Huom! Alla jotkin kaavat html-sivulla epéselvié, suositus: avaa pdf-tiedosto (ellet
jo avannut).

Laske seuraavat integraalit. Maaraamattomien integraalien tapauksessa tarkista tu-
loksesi derivoimalla. Méaaratyissa integraaleissa, joista Maple ei suoriudu voit kayttaa
numeerista integrointia. Laske joitakin esimerkkeja (kuten h-kohta) “symbolisesti”
ja sitten tulokselle numeerinen likiarvo ja toisaalta suoraan numeerisesti.

Huomaa, etta ns. “suljettu muoto” on nykyisin epaméarainen késite, silla useat “pe-
rinteisesti mahdottomat” integraalit voidaan lausua Maple:n tuntemien erikoisfunk-
tioiden (kuten erf) avulla.

e a fJ/QSinxdx b) [ cosz?dx

)
e ¢) [sin3zy/1 —cos3zdr d)[Inzdzx
) [2®Var +4de f) [} Vat + ldx

)

e C

2

e g) Jo€%dx h) [Z e " dx

oo

Vihje: Integrointikomento on int. Lisdksi on komennon muoto Int, joka on ns. “hidas muoto”
int:std (“inert function”).

Numeerinen integrointi  saadaan  aikaan  yhdistelmalla  evalf(Int(...)) tai
int(,...,numeric).

Muoto evalf (int (...)) yrittdd ensin symbolista, ja evaluoi tuloksen. Jos symbolinen ei onnistu,

integroi numeerisesti. Siksi saattaa olla paljon tehottomampi numeeriseen integrointiin.

Avainsanat: mapleDiffint, symbolinen integrointi, numeerinen integrointi,erf



42. mplDi005.tex
Maple, Mathematica , Matlab (erityisesti b)-kohta).

Laske integraali
2 cos &
[
o 13 —12cos2x

a) symbolisesti, b) numeerisesti. Piirrd integroitavan funktion kuvaaja. Mika itse
asiassa on integraalin arvo?

Vihje:

Mathematica:

Symbolinen integrointi tapahtuu funktiolla Integrate, numeerinen funktiolla

NIntegrate. Jalkimmaisessd sovelletaan suoraan jotakin numeerisen integroinnin menetelmaé, jon-
ka valintaan myo6s kayttaja voi vaikuttaa. Ks. dokumentaatiota, erityisesti Implementation Notes.

Maple:
Symbolinen integrointi tapahtuu funktiolla int, numeerinen funktiolla
int(...,type=numeric) tai evalf (Int(...)). Numeerisessa sovelletaan suoraan jotakin numee-

risen integroinnin menetelméad, jonka valintaan myo6s kédyttaja voi vaikuttaa.
Esim: evalf(Int(f, x = 0 .. 2, digits = 20, method = _Dexp))
Matlab:

Integrandi méaritelladn funktioksi (helpoimmin funktiokahvaksi “function handle”). Sitten quad-
alkuiset Matlab-funktiot.

Luokittelu:

mplteht/mplDiffint/mplDixx.tex, matlabteht/mlDiffint/mlDixx.tex
mmateht/mmaDiffint/mmaDi100

Avainsanat:

Symbolinen integrointi, numeerinen integrointi, funktiot, lausekkeet

Ratkaisu: ON (mplDi005R.mw, mplDi005R..pdf)
Viitteet:

http://math.tkk.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/m-files.html (Matlab:n
funktiokahva, function handle)



43. mplDi005a.tex (PA, P1, tharj. 2, s. 2011)

Harjoituksessa kaytetdaan Maple-ohjelmaa. Toisen harjoituksen tavoitteena on sy-
ventad tietoja funktioiden kasittelysta: aiheina ovat mm. derivointi, maksimointi,
yhtéléiden ratkaiseminen (ja iterointi jos jaa aikaa). Avaa Viikkoharjoitukset-sivulla
oleva tyoarkki ja kdy lapi siind olevat esimerkit ja tehtdvit. Sen jalkeen voit siirtyé
alla oleviin tehtaviin, mikali aikaa riittaa.

1. Klikkaa hiirella Viikkoharjoitukset-sivun tiedostoa maple2.mw
(téssé
http://www.math.hut.fi/opetus/Mattie/MattieT/mplteht/mplDiffint/mplDi005aPohja
ja avaa se Maple-ohjelmalla. Kéy lapi tyoarkin tehtavéit ja siirry sen jélkeen
alla oleviin tehtaviin.

2. Putoavan kappaleen nopeus v = v(t) toteuttaa differentiaaliyhtalon mv'(t) =
mg — kv(t)?, jos positiivinen suunta on alaspiin ja ilmanvastus on verrannol-
linen nopeuden nelioon kertoimella £ > 0.

a) Osoita, ettd funktio
k
o0 = [ (251

toteuttaa vaaditun differentiaaliyhtalon.

b) Miké on rajanopeus lim;_,, v(t)?

Vihje: simplify-kasky ei tee sievennyksia aivan loppuun, koska se ei tiedé,
ovatko m, g, k positiivisia. Lisaé kasky assume (m>0 and k>0 and g>0) ja ko-
keile sievennysté sen jalkeen.

3. Kuulantyénnon tulos riippuu kuulan alkunopeudesta v, lahtokorkeudesta h ja
tyonnon suuntakulmasta x seuraavan lausekkeen mukaisesti:

v COS T (vsinx—l— \/v2sin2x+2hg)

flz) = p :

missd « € [—m/2,7/2]. Kaytetdén Sl-jarjestelmén yksikoita ja oletetaan, etta
h =2 v =14 ja g = 9.81. Maarita tyonnon optimaalinen suuntakulma ja
maksimitulos.

Kannattanee edeté seuraavien vaiheiden mukaan:

o Maarittele f funktiona; dla sijoita lukuarvoja téssa vaiheessa, niin voit tarkis-
taa, ettd lauseke on oikein.

» Sijoita lukuarvot h,v,g.

o Piirrd funktion f kuvaaja valilla —x/2 < x < 7/2 ja tarkista, ettd se niyttaa
jarkevalté. (Yleinen virhe: kertomerkkeja puuttuu!)

» Ratkaise maksimi kokeilemalla molempia tapoja: suoraan maximize TAI muo-
dosta yhtélo f'(x) = 0, ratkaise numeerisesti fsolve-késkylld, laske maksimi.

o Muuta saatu kulma asteiksi ja mieti, onko tulos jarkeva.

Avainsanat: mplDiffint. PeruskurssiP1. putoavan kappaleen diffvhtalo. differenti-



44.

45.

mplDi006.tex  (Maple, Mathematica)
Laske integraali

/\/ﬂdm

Yrita sieventédd tulosta (dldka masennu, kun ei sievene). Derivoi, sievenné ja ham-
masty!

Vihje: Funktiot int (ja Int).

Tehtédva nayttad kovin viattomalta, mutta tulos voi yllattas ja lisatd kunnioitusta Maplen kykyihin.

Samalla nikyy, ettd integroinnin ns. “suljettu muoto” on nykyohjelmissa huomattavasti laajentunut

entisajoista.

Luokittelu, avainsanat: MapleDiffint, integrointi, erikoisfunktiot

mplDi007.tex
[Isr] s. 46

Imapallon tilavuus kasvaa nopeudella 10cm?/s. Millid nopeudella side kasvaa het-
kelld, jolloin pallon pinta-ala on 200cm??

Vihje: Periaate: V(t) = 3nr(t)%, A(t) = 4mr?. Derivoidaan: V'(t) = lauseke, jossa esiintyy
r(t) ja r'(t) (implisiittinen derivointi). Tastd saadaan yksi yhtéld, josta voidaan ratkaista ' V':n
(tunnettu) ja r:n avulla. r saadaan pinta-alachdosta.

Voit aloittaa vaikka néin:

V:=(4/3)*Pixr(t)~3; A:=4%Pixr(t)"2;
yht1:=10=diff (V,t) ;yht2:=200=A;

Huomaa, ettd diff soveltaa implisiittistd derivointia tuntemattomaan funktioon r(t).

Ratkaisu:

>V := (4/3)*Pixr(t)~3;

> A := 4xPixr(t)"2;

> yhtl := 10 = diff(V, t);

> yht2 := 200 = A;

> rl := solve(yht2, r(t));

> rl := max(rl); # Valitaan pos.

> dr := solve(yhtl, diff(r(t), t));
> subs(r(t) = ri, dr);

Luokittelu, avainsanat: MapleDiffint, implisiittinen dervointi

Viitteet: [Isr] Robert Israel: Calculus: The Maple Way, Addison Wesley



46.

47.

48.

mplDi008.tex

Missé pisteissd Cartesiuksen lehden z3 + y* = 3xy tangentin suuntakulma jonkin
koordinaattiakselin suhteen on = 45° 7 Piirra seka kédyra ettd ko. tangentit (ainakin
joku tangentti).

Vihje: Implisiittinen derivointi ja numeerinen yhtélon ratkaisu fsolve lienevét paikallaan. Huo-

maa, ettd diff soveltaa implisiittistd derivointia tuntemattomaan funktioon y(x) (tai z(y)).

Luokittelu, avainsanat: MapleDiffint, implisiittinen derivointi, yhtdléon numeeri-
nen ratkaisu, fsolve

mplDi009.tex  (Maple, Mathematica)
1 —-cosz
Muodosta funktion f(x) = arctan 1T cost ensimmaéinen ja toinen derivaatta.
Cos T

Piirré funktion ja derivaattojen kuvaajat.

Vihje: Derivaatat ovat aluksi todella sotkuisia. Kéyta komentoa simplify siistidksesi tulostusta.
Kuvat saattavat yllattda ja johdatella pohtimaan, miksi?

Ratkaisu:

(Poista kommentit ...)

%> £ :=x -> arctan(sqrt((1-cos(x))/(1+cos(x))))
%> plot(f(x),x=-2xPi..2%xPi)

%> df = diff(f(x), x)

%> df :=simplify(df)

%> plot(df,x=-Pi..Pi)

%> d2f :=diff (df,x)

%> simplify (%)

Luokittelu, avainsanat: diff, simplify, plot,diffint1, peruskurssil

mplDi010.tex
Maarita funktion f(z) = arcsin(2z+/1 — 22) suurin ja pienin arvo valilla [—1, 1].

Kéyta symboliohjelmissa perinteistd “diffistekniikkaa” kuvan kanssa, Matlab:ssa
raakaa “numeronmurskausta” tyyliin: linspace, plot, zoom, uusi linspace ka-
peammalla valilla, find, ...

Vihje: arcsin on Mathematicassa ArcSin, Maplessa arcsin ja Matlabissa asin.
Symbolilaskentaohjelma saattaa johtaa oikeaan tulokseen puutteellisin perustein, jos tarkkoja ol-

laan.

Ratkaisu: Tamén kohdan ratkaisulinkissd Maple-ratkaisu, Matlab-ratkaisu vastaavassa Matlab-
kohdassa (../../matlabteht/mlDiffint /mIDi010R.m ja .pdf)

Avainsanat: Diffint1,max/min, déariarvot,peruskurssil



49.

50.

mplDi011.tex
Ohjelmat: Maple,Mathematica
Laske sen alueen pinta-ala, jota rajoittavat kiyrat y?> = x jax —y = 3.

Vihje: Mieti, kumpi on helpompaa: integrointi x- vai y-suunnassa.

Ratkaisu: mplDi011.pdf (pdf-tiedosto),

mplDi011.mw (Maple ws)

...mmateht/mmaDiffint/mmaDil07R.nb (Mma-notebook)

Luokittelu:

mplteht/mplDiffint/mplDiO11.tex, mmateht/mmaDiffint/mmaDil07.tex
Avainsanat:

Pinta-ala, integraali,diffintperusteet,peruskurssil.

mplDi012.tex

(Maple,Mathematica)

Maédrité ellipsin 922 +16y* = 144 sisién piirretyn (akselien suuntaisen) suorakulmion
maksimaalinen pinta-ala. Piirra ellipsi ja suorakulmio.

Ratkaisu: Maple: mplDiffint/mplDi012R.mw
mplDiffint /mplDi012R.pdf

Avainsanat: Diffint1, dariarvot, peruskurssil,diffintperusteet



51.

52.

mplDi013.tex
(Mathematica,Maple)

Maéarita funktion ]

J(w) = 2+sinz

integraalifunktio ja piirré sen kuvaaja. Onko tdmé jatkuva? Pitaisiko sen olla jatku-
va? Laske funktion integraali jakson [0, 27] yli a) integroimalla analyyttisesti komen-
nolla Integrate, b) integroimalla numeerisesti komennolla NIntegrate, ¢) muodos-
tamalla ensin integraalifunktio komennolla Integrate ja sijoittamalla rajat tahén
korvausoperaattoria kayttaen.

Vihje: Mathematica:

Komennolla Integrate lasketaan sekd integraalifunktio ettd méédrdtty integraali. Numeeriselle

integroinnille (méaaratyn integraalin laskemiseen) on komento NIntegrate. Korvausoperaattori on
ReplaceAlleli /. .

Maple: Integrointi: int, “hidastusmuoto”: Int.
Numeerinen integrointi: int (lauseke,x=a..b,numeric).

Arvon (a) sijoittaminen lausekkeen (F) muuttujaan (x): subs(x=a,F)

Ratkaisu:

> f := 1/(2+sin(x)) # (Tydarkilla matem. notaatio)

> F:=int(f,x)

> plot(F,x=0..2*%Pi) # Oho, integroimisvakiot ei yhteensopivat.

> subs(x=2*Pi,F)-subs(x=0,F)

> simplify (%) # Ei voi olla, integroitava pos. koko v&lilla
> int (f,x=0..2*Pi)

> evalf (%)

> int (f,x=0..2%Pi,numeric)

mplDi014.tex

(Mathematica,Maple)

Laske kardioidin r = 1 + cos ¢ kaarenpituus. Piirrd kuvio. Miten saat kardioidin
kuvan oikeanmuotoiseksi? Tuntuuko saamasi pituus uskottavalta?

Vihje: Kaarenpituusintegraali: [ds = [ \/2/(¢)? + y'(¢)? de.



53. mplDi015.tex
Laske kaksinkertainen integraali

1 pa?
/ / 2:c\/l—i-ydydx.
0 J—z

Laske tarkka arvo seka likiarvo.
Vihje: Huom: Maplessa voit kirjoittaa integraalit, neliojuuret ym. matemaattisena notaationa.

Tassa kaksoisintegraalissa syntyy jostain syystéd oikeannékoisen matemaattisen kaavan kanssa vai-
keaselkoinen virhe:
Error, unable to parse integral ... . Kyse on differentiaalitermin tulkintavaikeudesta.

Perusnotaatio (int (int(...))) toimii varmasti.

Ratkaisu:

> int(int(x*sqrt(l+y), y = -x"2 .. x72), x =0 .. 1)
> evalf (%)

Avainsanat: diffint2, kaksinkertainen integraali, peruskurssi2

54. mplDi016.tex

Osoita, ettd funktio
1

f@9.2) =

toteuttaa Laplace yhtalon f., + fy, + f.. = 0.

Vihje: Laske osittaisderivaatat diff-komennolla. Tulos ei todennédkédisesti suoraan anna nollaa,

vaan kaipaa sieventdmistad. Kéytéd tdhdn komentoa simplify.

Ratkaisu:

> f := 1/sqrt(x"2+y~2+z72)
> diff(f, x, x)+diff(f, y, y)+diff(f, z, z)
> simplify (%)

Avainsanat: diffint2, osittaisderivaatta, Laplacen yhtalo, peruskurssi2



55.

56.

mplDi017.tex

a) Osoita, ettd funktio arctan ¥ toteuttaa Laplacen osittaisdifferentiaaliyhtdlon

Pu
oz oy
(Téallaisia funktioita sanotaan harmonisiksi funktioiksi.)

b) Oletetaan, etta funktioilla u(x,y) ja v(z,y) on jatkuvat toiset osittaisderivaa-
tat ja ne toteuttavat ns. Cauchy-Riemannin yhtalot:

ou B ov  Ov ou

dr  dy dr  dy
Osoita, ettd u ja v ovat harmonisia.

¢) Olkoon f(z,y) = 23y* + 2* siny + cos(zy). Laske osittaisderivaatat fizy, foye,
fyzz ja totea, ettd ne ovat samat.

Ratkaisu: mplDiffint/mplDi017R.mw ja .pdf

Avainsanat: Osittaisderivaatta, harmoniset funktiot, sekaderivaatat yhtyvat, dif-
fint2, peruskurssi2

mplDi018.tex

Approksimoi numeerisesti kahden desimaalin tarkkuudella polun
(t) = (cos(dnt), %), t € [0,1]

pituutta. Idea on, ettd jaat valin [0, 1] n kappaleeseen tasapituisia véleja, ja lasket
naiden vélien paétepisteitd vastaavien koordinaattien etdisyydet yhteen. Néin ja-
koa tihentdmaélla summan pitéisi ldhestya oikeaa pituutta. Muista, ettd saat tarkan
pituuden laskemalla

[ 1@t

Vihje:



57. mplDi019.tex
Mat-1.1410 Matematiikan peruskurssi P1, syksy 2011, Pekka Alestalo

Harjoituksessa kaytetdan Maple-ohjelmaa. Viimeisen harjoituksen tavoitteena on
tutustua integraalilaskentaan ja ratkaista siihen liittyva sovellettu tehtava. Lopuksi
tutustutaan tyoarkin esimerkkien avulla jonojen, listojen ja matriisien kéasittelyyn,
jos jaa aikaa.

Tarkista oman ryhméisi aika ja paikka. Ota mukaasi (tdméin paperin li-
siksi) Viikkoharjoitukset-sivun Maple-pikaohje. My0s aikaisempien kier-
rosten malliratkaisut kannattaa kerrata.

1. Kay lapi edellisen kerran tehtédva 3 Noppa-sivun malliratkaisun avulla, ellet
ehtinyt tehdé sita viimeksi.

2. Klikkaa hiirelld Viikkoharjoitukset-sivun tiedostoa maple3.mw (puuttuu tasta
toistaiseksi) ja avaa se ohjelmalla Maple 15. K&y lapi esimerkit ja laske annetut
integraalit.

3. Tyoarkilla on annettu katenaariin eli ketjukayraén liittyva tehtava, jossa et-
sitdan sellaisen koyden muotoa, jonka pituus on 6 ja jonka paat on kiinni-
tetty pisteisiin (0,1) ja (3,2). Kay lépi esimerkkilaskut véérdstd yrityksesté
paraabelin y = g(x) = Az? + Bx + C avulla ja ratkaise sitten tehtévi oikean
lausekkeen

y=f(z)= Cllcosh(a(x —b))+c

avulla. Ehdot tulevat siis muotoon f(0) =1, f(3) =2 ja

/03\/1+f’(x)2dx = 6.

Piirra lopuksi funktioiden f ja g kuvaajat samaan kuvaan ja vertaa tuloksia.

Hyo6dyllisia vihjeita:

o Kursoria ei tarvitse siirtda rivin loppuun ennen Enter-kaskyé!
o Nuolindppaimilla voi siirtya ylaindeksista pois; samoin murtolausekkeissa.

o Pikanappaimia:
Ctrl + Delete poistaa késky- tai tulosrivin
Ctrl + t siirtyy tekstitilaan
F5 siirtyy tekstitilassa kaavankirjoitustilaan ja takaisin
Ctrl 4+ k tekee uuden késkyrivin kursorin ylédpuolelle
Ctrl + j tekee uuden kaskyrivin kursorin alapuolelle
Ctrl + 1 (1 = label) liittd4 viittauksen aikaisemman tuloksen numeroon

Vihje:



58.

59.

60.

61.

mplDi020.tex
Integroi rationaalifunktiot:

T x> +4

vy v B gy

Saat kayttada Maplea apuna, mutta komennot convert(lauseke,parfrac,x) (pu-
humattakaan int :std) ovat kiellettyja muuhun kuin tarkistukseen. Katso mallia
Maple-tyoskentelyyn vaikkapa /p/edu/mat-1.414/12000/inttekn.mws:sta. Tehta-
vien ei pitéisi olla kohtuuttomia kokonaan kéasinkaan laskettaviksi.

** Linkki tuskin toimii, tee apu.zip **

Vihje:

Viitteita: Tadma ja seuraavat n. 10 teht. kokoelmasta ... v2-3/H /harj2.tex (** Nootti
systeemin rakentajalle(HA) **)

mplDi021.tex

Tynnyrin korkeus on h, pohjaympyrosoiden séteet a ja keskikohdalta otetun poikki-
leikkausympyran sade b (a < b). Laske tynnyrin tilavuus, kun sivulaudat kaartuvat
paraabelin muotoisesti.

Vihje: Sopii kisinlaskuun ja Maple/Mathematica-harjoitteluun.

Avainsanat: mapleDiffint, Mapleperusteet, peruskurssil

mplDi022.tex
Laske sen alueen pinta-ala, joka on ympyran r = a sisapuolella, mutta Bernoullin
lemniskaatan r* = 2a? cos 2¢ ulkopuolella.

Vihje: Sopii késinlaskuun ja Maple/Mathematica-harjoitteluun.

Avainsanat: mapleDiffint, Mapleperusteet, peruskurssil

mplDi023.tex
Laske asteroidin # = a cos®t, y = a sin® t koko pituus. Piirrd mielelliin sekid Maplella
(tai Mma:lla) etta Matlabilla.

Vihje: Sopii kisinlaskuun ja Maple/Mathematica(/Matlabkin)-harjoitteluun.

Avainsanat: mapleDiffint, Mapleperusteet, peruskurssil



62.

63.

64.

65.

mplDi024.tex
Ketjukéyrdn y = acosh 2, |z| < a pyoéréhtiessd x-akselin ympadri syntyy katenoi-
diksi kutsuttu pinta. Laske sen ala ja piirrd kuva (sopivalla a:lla).

Vihje: Sopii késinlaskuun ja Maple/Mathematica(/Matlabkin)-harjoitteluun.

Avainsanat: mapleDiffint, Mapleperusteet, peruskurssil

mplDi025.tex
Maarita ne p:n arvot, joilla seuraavat integraalit suppenevat ja maérita suppenevien
integraalien arvot.

00 1
a) / z Pdx b) / z Pdx
1 0

Vihje: Sopii kisinlaskuun ja Maple/Mathematica(/Matlabkin)-harjoitteluun.

Avainsanat: mapleDiffint, Mapleperusteet, peruskurssil

mplDi026.tex

Selvita, suppeneeko fol In xdx. Integrointiin voit kayttaa Maplen int-komentoa. Tar-
joile ongelma Maplelle raja-arvona, johon sovellat 1imit-funktiota. Selvita tuloksen
oikeellisuus.

Vihje:

Avainsanat: mapleDiffint, Mapleperusteet, peruskurssil

mplDi027.tex
Eulerin I'-funktio maaritelldan kaavalla

[(x) :/ t*leTtdt, x>0
0

a) Osoita, ettéd integraali suppenee aina kun x > 0.

b) Johda osittaisintegroimalla palautuskaava I'(z):lle I'(z — 1):n avulla ja osoita sité
kéyttéen, ettd I'(n + 1) =n!, kunn =0,1,2, ... .

¢) Tutustu Gamma-funktioon piirtamélla Maplella tai Matlabilla. Huomaa, etté
Matlabissa ei ole (ollut) muuta tapaa n!:n laskemiseen kuin Gamman avulla. Pik-
ku tarkennus (v. 2012): No, tokihan voi laskea: prod(1:n), mutta uudemmissa
versioissa on myos factorial.

Vihje: a)- ja b)-kohdat kasinlasku(péaéd-paattely)tehtavia.

Avainsanat: mapleDiffint, Mapleperusteet, peruskurssil



66. mplDi028.tex (Maple,Matlab)
Selvité, miksi seuraava Matlabin komentojono antaa exp-funktion (0:ssa muodoste-
tun) Taylorin n-asteisen polynomin kertoimet.

n=10,c=1:n,c=gamma(c+1),c=1./c,c=[1,c]

Huomaa, ettd kertoimet ovat kasvavan potenssin mukaan, joten jos/kun halutaan
laskea polyval-funktiolla arvoja, on tehtava y=polyval(fliplr(c),x);

a) Piirrd exp-funktio ja sen Taylorin polynomit Ty (z,0), arvoilla k =1...10 .

b) Suorita Maple-komento

seq(eval (subs (x=0,diff (exp(x),x$k) )),k=1..5); Se antaa varmasti idean,
miten Maplen ja Matlabin yhteistyolla voi kéatevasti laskea minka tahansa funk-
tion Taylorin polynomeja z-vektorissa. Muodosta télla tavoin joidenkin funktioiden
Taylor-polynomitaulukoita ja kuvia.

¢) Muodosta ja piirréd edellisiéd suoraan Maplella .

d) Kirjoita edelld olevat ideat (pieneksi, 2-3 komentoa) funktioksi taypolkert, joka
yksinkertaisesti ottaa argumentikseen (Vaikkapa Maplella saatavan ) derivaattajo-
non, jossa siis kasiteltavan funktion derivaatat on laskettu kehityskeskuksessa. Funk-
tion tulee palauttaa Taylorin polynomin kerroinjono. (Laskentapiste ei ndy Matlab-
funktiossa argumenttina, se tulee mukaan jo Maple (tai kyné/paperi)-vaiheessa.)
Palauta kertoimet alenevien potenssien mukaan, siis “polyval-sopivasti”. Alku voisi
olla téllainen:

function kertoimet=taypolkert(derjono)

% Lasketaan Taylorin polynomin kertoimet. Asteluku madraytyy
yA derjonon pituudesta

% derjono: [f(x0),f’(x0),f’’(x0),...]

% pisteet, joissa lasketaan

Testaa funktiotasi ainakin samoilla kuin ennen funktion tekoa. Voi
tietysti olla, ettd haluat mieluummin kirjoittaa funktion muodossa
function y=taypol(derjono,x) . Talléin polyval on mukana ja arvot las-
ketaan siis vektorissa x. No, tee miten haluat!

Vihje:

Avainsanat: mapleDiffint, Mapleperusteet, peruskurssil,Taylorin  polyno-
mi,Matlabdiffint



67.

68.

mplDi029.tex (Maple,Matlab)
Laske sopivaa Taylorin polynomia ja siihen liittyvaa virhetermié hyvaksi kayttaen
likiarvo integraalille

1 2
/ Vxer dr
0

siten, ettd virheen itseisarvo on korkeintaan 107°. Tarkoitus on laskea Taylorin kaa-
van jaannostermin avulla, kuinka korkea asteluku tarvitaan, jotta virheraja varmasti
alitetaan.

Vertaa laskemaasi approksimaatiota Maplen evalf (Int(..)); - komennon anta-
maan arvoon.

Pohdittavaksi: Onko Taylorin polynomin kéytté hyva numeerisen integroinnin me-
netelma? Missa tapauksessa on ja missé ei?

Vihje:

Avainsanat: mapleDiffint, Mapleperusteet, peruskurssil,Taylorin  polyno-
mi,Matlabdiffint

mplDi030.tex (Maple,Matlab)
Muodosta lemniskaatan 7% = cos 2¢ kaaren pituuden lauseke. Voit integroida vélilla
[0, 7/4] ja kertoa tuloksen 4:1l4.

Kokeile integroida Maplella, kenties tulos on hieman yllattavé, laske numeerinen
approksimaatio evalf:lla.

Suorita with(student) : ja kokeile funktioita trapezoid ja simpson. Huomaa, etta
integroitava on singulaarinen péatepisteessa, joten nailla taytyy jattda vali hieman
vajaaksi. Paasetko lahelle oikeaa tulosta nailld valineilla. Katso myos kuvia, niin in-
tegrandista kuin integraalifunktiostakin (Niin, Maple osaa tosiaankin sellaisen muo-
dostaal)

Vihje:

Avainsanat: mapleDiffint, Mapleperusteet, peruskurssil,Taylorin  polyno-
mi,Matlabdiffint,numeerinen integrointi



69. Selitd, miksi niin saadaan exp-funktion katkaistu Taylorin sarja. Suorita sitten
Maplella tdméantyylista:

> series(exp(x), x = 0, 10); # tai taylor(...);
> p:=convert (%,polynom) ;

> c:=coeffs(p,x);

> evalf (%) ;

Selitd, mitd néissé tapahtuu. (Tutki tarvitessasi helpilld komentoja niin Matlabissa
kuin Maplessa.)

Piirré ja taulukoi tulokset.

Vihje:

mplteht /mplDiffint1, Diff-int 1 Maple

Téassd luvussa on tehtdvida differentiaali- ja integraalilaskentaan Maple- ohjelmalla. (Sopivat
yhtd hyvin Mathematicalle ja vastaaville.) Ohjeet, ratkaisut, aputyoarkit ym. on téssé tehty
Maplelle/Maplella.

Tahén aihepiiriin kuuluvia perustehtavia on myo6s mplBasic-osassa.

mplDi001 (old mplDi0001.tex)
(Kurssi: 2012 kevit H/H2T15.10) MAArita funktion p(z) = x® — 42?44z —1 nollakohdat ja lokaali max/min.
Piirrd funktion ja derivaatan kuvaajat.

Vihje: solve,evalf,diff,plot. Yksinkertaisinta ehka kasitella lausekkeena, mutta saat ko-
keilla myo6s funktiotapaa.

Vaativuus: 1
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplDiffint1 /mplDi001.tex

Ratkaisu:
|../mplteht /mplDiffint1 /ratkaisut /mplDi001R.pd{]
../mplteht /mplDiffint1 /ratkaisut /mplDi001R.mw Maple worksheet,mw-tiedosto

Avainsanat:MapleDiffint1, mplDifferentiaalil,mplintegraalil, lauseke, funktio

mplDi002 .
Olkoon
f(z) = 2? sin(nz).

(a) Laske f'(4) kiyttien diff ja subs - komentoja. Laske tarkka arvo ja likiarvo. Muista: Pi
edustaa vakiota 7, pi edustaa vain vastaavaa kreikkalaista kirjainta ilman semantiikkaa.


file:../mplteht/mplDiffint1/mplDi001.tex
file:../mplteht/mplDiffint1/ratkaisut/mplDi001R.mw

(b) Sama D-operaattorin avulla.
c.) Miten voit a)-kohdassa muuttaa tuloksen derivaattafunktioksi?

(c) Madrita f'(4) erotusosaméérin raja-arvona.

Vihje Komentoja: diff,D,subs,eval,evalf,limit
Funktiomadaritykset: f:=x->lauseke (x)

(vrt. Matlab: £=0(x) lauseke(x))

Lausekkeen muuttaminen funktioksi “jélkikateen”:
F:=unapply(lauseke(x),x

(lauseke(x) tarkoittaa lauseketta, jossa esiintyy symboli x.)

Huom! Uudet Maple-versiot (16 alkaen) armahtavat kiayttajaa myos aiemmin ankarin kielloin
varoitetusta funktiomaérityksen muodosta tyyliin:

f(x) :=x*sin(x) Maple ystavillisesti kysyy, haluatko oikeasti méaaritella funktioksi (ja 99%:ssa
tapauksista vastaus on YES! (Uskallan sanoa.))

Vaativuus: 1
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplDitfint1 /mplDi002.tex

Ratkaisu:
.. /mplteht /mplDifhint1 /ratkaisut /mplDi002R.pdf]
../mplteht /mplDitfint1 /ratkaisut /mplDi002R.mw

Avainsanat:MapleDiffint1, mplDifferentiaalil, Mapleperusteet, lauseke/funktio
Maplefunktioita: diff,D,subs,eval,evalf,limit

Viitteet:

[GRES] John T. Gresser: A Maple Approach to Calculus
mplDi003 (ent. mplDi0051.tex) (PA, P1, tharj. 2, s. 2011)

Harjoituksessa kiaytetaén Maple-ohjelmaa. Toisen harjoituksen tavoitteena on syventaa tietoja
funktioiden késittelysté: aiheina ovat mm. derivointi, maksimointi, yhtéléiden ratkaiseminen (ja
iterointi jos jaa aikaa). Avaa Viikkoharjoitukset-sivulla oleva tyoarkki ja kay lapi siind olevat
esimerkit ja tehtdvat. Sen jilkeen voit siirtya alla oleviin tehtéviin, mikali aikaa riittaa.

1. Klikkaa hiirelld Viikkoharjoitukset-sivun tiedostoa maple2.mw
(téssa ../mplteht /mplDiffint1 /apusrc/mplDi0003Pohja.mw (Maple-ws)
|../mplteht /mplDiffint1 /apusrc/mplDi0003Pohja.pdf| (pdf-muoto katsottavaksi) , ja avaa
se Maple-ohjelmalla. Kay lépi tyoarkin tehtavat ja siirry sen jalkeen alla oleviin tehtéviin.



file:../mplteht/mplDiffint1/mplDi002.tex
file:../mplteht/mplDiffint1/ratkaisut/mplDi002R.mw
file:../mplteht/mplDiffint1/apusrc/mplDi003Pohja.mw

2. Putoavan kappaleen nopeus v = v(t) toteuttaa differentiaaliyhtélon mo'(t) = mg—kv(t)?,
jos positiivinen suunta on alaspain ja ilmanvastus on verrannollinen nopeuden nelioon

kertoimella £ > 0.
a) Osoita, ettd funktio
mg gk
t) = y/—= tanh — 1
o0 = [ (251
toteuttaa vaaditun differentiaaliyhtalon.
b) Mikéa on rajanopeus lim;_,, v(t)?
Vihje: simplify-késky ei tee sievennyksié aivan loppuun, koska se ei tiedé, ovatko m, g, k

positiivisia. Lisda késky assume(m>0 and k>0 and g>0) ja kokeile sievennysta sen jal-
keen.

3. Kuulantyonnon tulos riippuu kuulan alkunopeudesta v, lahtokorkeudesta A ja tyénnon
suuntakulmasta x seuraavan lausekkeen mukaisesti:

v COS T <Usinx+ \/v231n2x+2hg)

fz) = p :

missd © € [—7/2,7/2]. Kiytetaan Sl-jarjestelméan yksikoita ja oletetaan, ettd h = 2,
v =14 ja g = 9.81. Maérita tyonnon optimaalinen suuntakulma ja maksimitulos.

Kannattanee edeté seuraavien vaiheiden mukaan:

Madrittele f funktiona; &la sijoita lukuarvoja téssd vaiheessa, niin voit tarkistaa, etta
lauseke on oikein.

Sijoita lukuarvot h,v, g.

Piirra funktion f kuvaaja valilla —7/2 < z < 7/2 ja tarkista, ettd se niyttda jarkevalta.
(Yleinen virhe: kertomerkkeja puuttuu!)

Ratkaise maksimi normaaliin tapaan muodostamalla yhtalo f'(z) = 0, jonka ratkaiset
numeerisesti fsolve-késkylla.
Kokeile myos “mustaa laatikkoa” maximize ja vertaa.

Muuta saatu kulma asteiksi ja mieti, onko tulos jarkeva.

Vaativuus: 2
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplDiffint1 /mplDi003.tex

Aputiedostoja:

../mplteht /mplDiffint1 /apusrc/mplDi003Pohja.mw

|../mplteht /mplDiffint1 /apusrc/mplDi003Pohja.pd]

Avainsanat: mplDiffint1, PeruskurssiP1,diff,simplify,subs,plot,Pi,assume



file:../mplteht/mplDiffint1/mplDi003.tex
file:../mplteht/mplDiffint1/apusrc/mplDi003Pohja.mw

mplDi004 (ent. mplDi001)

([HAM] ss. 48-50)

Funktiolausekkeen derivaatta muodostetaan diff-komennolla.

Maérita seuraavien funktioiden 1. ja 2. derivaatta ja sievenna tulokset simplify-komennolla.

z+1

FORE cos(x® + 1), arcsin(2x +3), V1+ a4, arctanx
T

62> + 322 — 22 + 1,

Voit myos kirjoittaa lausekkeen tyoarkille, koskettaa sitd hiiren oikealla “context sensitive”
nappaimella, jolloin saat joukon Maple-komentoja, mm. diff, simplify ym.

Vaativuus: 1
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplDiffint1 /mplDi004.tex

Ratkaisu: (Ei tarpeen)

Viitteet:

[HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-ohjelmalla, Otatieto 588,
1998.

Avainsanat, Maplefunktioita: Mapleperusteet, Maplediffint, lauseke, symbolinen derivointi,
diff, simplify

mplDi005 (ent. mplDi002)
Olkoon f(z) = 2% — 4. Muodosta integraalifunktiot

dz
/f(x) dx, )

Tarkista tulokset derivoimalla.

int ja Int. Voit myo6s aloittaa: int <ESC-néppaily>, saat valikon, josta valitset [-merkin ja
tdydennét luonnollisen tapaan. Kayta simplify-komentoa tarvittaessa.

Vaativuus: 1-
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplDitfint1 /mplDi005.tex

Avainsanat: Maplediffint1, mplDiffint1, int,Int,Mapleperusteet

mplDi006 (ent. mplDi003)

Maarita seuraavat integraalit:


file:../mplteht/mplDiffint1/mplDi004.tex
file:../mplteht/mplDiffint1/mplDi005.tex

/ e tdt ja / e dt.
0 0
Adreton: infinity.

Huom: Voit kirjoittaa int(ESC), saat valikon, josta voit valita médrdtyn integraalimerkin,
rajojen paikalle kirjoitat sopivasti, ylarajan voit aloittaa infi(ESC), jolloin Maple antaa taas
valikon, josta voit valita oco-symbolin.

Toki voit kirjoittaa “vanhan hyvéin ajan tapaan” int(f,t=0..infinity);

Vaativuus: 1-

Tehtavan Latex-koodi:

../mplteht /mplDiffint1 /mplDi006. tex

Avainsanat, Maplefunktioita: MapleDiffint1, mplDifferentiaalil, mplintegraalil,perusMaple,
int,Int,infinity

mplDi007 (ent. 004)

Laske seuraavat integraalit. Maaradamattomien integraalien tapauksessa tarkista tuloksesi deri-
voimalla. Maaratyissa integraaleissa, joista Maple ei suoriudu voit kiiyttad numeerista integroin-
tia. Laske joitakin esimerkkejé (kuten h-kohta) “symbolisesti” ja sitten tulokselle numeerinen
likiarvo ja toisaalta suoraan numeerisesti.

Huomaa, etta ns. “suljettu muoto” on nykyisin epamadriinen kasite, silla useat “perinteisesti
mahdottomat” integraalit voidaan lausua Maple:n tuntemien erikoisfunktioiden (kuten erf)
avulla.

a fgr/g sin xdx b) [z cosz?dx

)

¢) [ sin3z+/1 — cos 3zdx d) [ Inzdx
)
)

e) [22Vo +4de  f) [} Vot + ldx

o €97 dx h) [ e~ dx

—00

g

Vihje:

Integrointikomento on int. Lisaksi on komennon muoto Int, joka on ns. “hidas muoto”
int:std (“inert function”).

Numeerinen integrointisaadaan aikaan yhdistelmaélla evalf (Int(...)) tai int(,...,numeric).
Muoto evalf (int(...)) yrittdd ensin symbolista, ja evaluoi tuloksen. Jos symbolinen ei on-
nistu, integroi numeerisesti. Siksi saattaa olla paljon tehottomampi numeeriseen integrointiin.
Vaativuus: 2-

Tehtavian Latex-koodi:

../mplteht /mplDiffint1 /mplDi007.tex

Avainsanat: mapleDiffint1, mplDiffint1, symbolinen integrointi, numeerinen integrointi, epé-
oleellinen integraali, infinity
Maplefunktioita int, Int, evalf(Int(...), int(...,type=numeric), erikoisfunktio, erf infinity



file:../mplteht/mplDiffint1/mplDi006.tex
file:../mplteht/mplDiffint1/mplDi007.tex

mplDi008 (ent. mplDi005)
Maple, Mathematica , Matlab

(Kurssi: 2012 kevat H/H2T15.tex)

Laske integraali
2 Ccos &
[
0o 13 —12cos2zx

a) symbolisesti, b) numeerisesti. Piirré integroitavan funktion kuvaaja, ja paatttele jo kuvasta,
mika integraalin arvo nayttéda olevan.

Mathematica:

Symbolinen integrointi tapahtuu funktiolla Integrate, numeerinen funktiolla

NIntegrate. Jalkimmaisessa sovelletaan suoraan jotakin numeerisen integroinnin menetelmaa,
jonka valintaan myos kayttaja voi vaikuttaa. Ks. dokumentaatiota, erityisesti Implementation
Notes.

Maple:
Symbolinen integrointi tapahtuu funktiolla int, numeerinen funktiolla
int(...,type=numeric) tai evalf (Int(...)). Numeerisessa sovelletaan suoraan jotakin nu-

meerisen integroinnin menetelmaé, jonka valintaan myos kayttéja voi vaikuttaa.
Esim: evalf(Int(f, x = 0 .. 2, digits = 20, method = _Dexp))

Matlab:

Symbolisen osuuden voit tehdd Symbolic Toolbox:lla.

Numeerisessa integrandi maaritelladn funktioksi (helpoimmin funktiokahvaksi “function hand-
le”). Sitten help quad

Matlabissa symboliset operaatiot hoidetaan tyyliin:

>> syms x
>> f=... % Lauseke Maple-syntaksilla, siis kuten Matlab:ssa,
% mutta ei .x, .=, ./

Monet operaatiot, kuten int, toimivat Maple-syntaksin mukaisesti.
Joitakin eroavuuksia: subs(lauseke, OLD,NEW), vrt. Maple:
subs(NEW,OLD,lauseke).

Vaativuus: 1+
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplDiffint1 /mplDi008.tex

Ratkaisu

Maple


file:../mplteht/mplDiffint1/mplDi008.tex

|../mplteht /mplDiffint1 /ratkaisut /mplDi008R.pd{]
../mplteht /mplDiffint1 /ratkaisut /mplDi008R.mw

Matlab

../mplteht /mplDiffint1 /ratkaisut /html/mlDi008R.html
../mplteht /mplDithint1 /ratkaisut /mIDi00SR.m

Viitteet:

http://math.tkk.fi/ apiola/matlab/opas/lyhyt/m-files.html (Lyhyt Matlab opas:funktiokahva,
function handle)

Avainsanat: Symbolinen integrointi, numeerinen integrointi, funktiot, lausekkeet, MapleDiffint1,
mplDifferentiaalil, mplIntegraalil

mplDi009 (ent. mplDi006.tex)  (Maple, Mathematica)
Laske integraali

/\/ﬂdm

Yritd sieventdd tulosta (dldka masennu, kun ei sievene). Derivoi, sievennd ja hammaésty!
Vihje

Funktiot int (ja Int).

Tehtava nayttda kovin viattomalta, mutta tulos voi yllattéaa ja lisatd kunnioitusta Maplen ky-
kyihin. Samalla nédkyy, ettd integroinnin ns. “suljettu muoto” on nykyohjelmissa huomattavasti
laajentunut entisajoista.

Vaativuus: 1
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplDiffint1 /mplDi009.tex

Avainsanat: MapleDiffint1, integrointi, erikoisfunktiot

mplDi010 (ent. mplDi007.tex)
[Isr] s. 46

Ilmapallon tilavuus kasvaa nopeudella 10cm?/s. Milld nopeudella siide kasvaa hetkelld, jolloin
pallon pinta-ala on 200cm??

Vihje

Periaate: V(t) = 3mr(t)?, A(t) = 47r?. Derivoidaan: V'(t) = lauscke, jossa esiintyy 7(t) ja r/(t)
(implisiittinen derivointi). Tésta saadaan yksi yhtélo, josta voidaan ratkaista v’ V':n (tunnettu)

ja r:n avulla. r saadaan pinta-alaehdosta.

Voit aloittaa vaikka néin:


file:../mplteht/mplDiffint1/ratkaisut/mplDi008R.mw
file:../mplteht/mplDiffint1/ratkaisut/html/mlDi008R.html
file:../mplteht/mplDiffint1/ratkaisut/mlDi008R.m
http://math.tkk.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/m-files.html#sec:inline
file:../mplteht/mplDiffint1/mplDi009.tex

V:=(4/3)*Pixr(t)~3; A:=4*Pi*r(t)~2;
yht1:=10=diff (V,t) ;yht2:=200=A;
Huomaa, ettd diff soveltaa implisiittista derivointia tuntemattomaan funktioon r(t).

Vaativuus: 2
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplDiffint1 /mplDi010.tex

Ratkaisu:
../mplteht /mplDithint1 /ratkaisut /mplDi010R.mpltxt
(Maple-komennot tekstimuodossa)

Viitteet: [Isr] Robert Israel: Calculus: The Maple Way, Addison Wesley

Avainsanat: MapleDiffint1, implisiittinen dervointi

mplDi011 (ent. mplDi008.tex)

Missé pisteissi Cartesiuksen lehden 23 + y* = 3zy tangentin suuntakulma jonkin koordinaat-
tiakselin suhteen on = 45° 7 Piirrd sekéd kédyré ettd ko. tangentit (ainakin joku tangentti).
Vihje

Implisiittinen derivointi ja numeerinen yhtéalon ratkaisu fsolve lienevit paikallaan. Huomaa,
etta diff soveltaa implisiittista derivointia tuntemattomaan funktioon y(z) (tai x(y)).

Vaativuus: 2
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplDiffint1 /mplDi011.tex

Luokittelu, avainsanat: MapleDiffint, implisiittinen derivointi, yhtdlén numeerinen rat-
kaisu, fsolve

mplDi012 (ent. mplDi009.tex)  (Maple, Mathematica)

1 ——cosz

Muodosta funktion f(z) = arctan ensimmaéinen ja toinen derivaatta. Piirra funktion

14+ cosz
ja derivaattojen kuvaajat.

Derivaatat ovat aluksi todella sotkuisia. Kéyta komentoa simplify siistiaksesi tulostusta.
Kuvat saattavat yllattda ja johdatella pohtimaan, miksi?

Vaativuus: 1+
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplDithint1 /mplDi012.tex

Ratkaisu:
../mplteht /mplDiffint1 /ratkaisut /mplDi012R.mpltxt

Avainsanat: MapleDiffint1, mplDifferentiaalil, diff, simplify, plot, peruskurssil



file:../mplteht/mplDiffint1/mplDi010.tex
file:../mplteht/mplDiffint1/ratkaisut/mplDi010R.mpltxt
file:../mplteht/mplDiffint1/mplDi011.tex
file:../mplteht/mplDiffint1/mplDi012.tex
file:../mplteht/mplDiffint1/ratkaisut/mplDi012R.mpltxt

mplDi013 (ent. mplDi010.tex) (mmaDil04/mplDill/mlDill) ** Tarkista, korjaa **
Maarita funktion f(z) = arcsin(2z+v/1 — 22) suurin ja pienin arvo valilla [—1, 1].

Kéytd symboliohjelmissa perinteistd “diffistekniikkaa” kuvan kanssa, Matlab:ssa raakaa “nu-
meronmurskausta” tyyliin: 1inspace, plot, zoom, uusi linspace kapeammalla véililla, find,

arcsin on Mathematicassa ArcSin, Maplessa arcsin ja Matlabissa asin.
Symbolilaskentaohjelma saattaa johtaa oikeaan tulokseen puutteellisin perustein, jos tarkkoja
ollaan.

Taméan kohdan ratkaisulinkissda Maple-ratkaisu, Matlab-ratkaisu vastaavassa Matlab-kohdassa
(../../matlabteht /mlDiffint/mIDi013R.m ja .pdf) ** TARKISTA, KORJAA **

Vaativuus: 2-
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplDiffint1 /mplDi013.tex

Ratkaisu:

ipdf-muodossal

Maple worksheet,mw-tiedosto
Matlab m-tiedosto

Matlab pdf-tiedostol

Avainsanat:MapleDiffint1, mplDifferentiaalil, Diffint1,max/min, aariarvot,peruskurssil, Mat-
labDiffint1, MathematicaDiffint1

mplDi014 (ent. mplDi011)
Ohjelmat: Maple,Mathematica
Laske sen alueen pinta-ala, jota rajoittavat kiayriat y?> =z ja o —y = 3.

Mieti, kumpi on helpompaa: integrointi x- vai y-suunnassa.

mplDi011.pdf (pdf-tiedosto),
mplDi011.mw (Maple ws)

Luokittelu:
mplteht/mplDiffint/mplDi0O11.tex, mmateht/mmaDiffint/mmaDil07.tex

Vaativuus: 1+
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplDitfint1 /mplDi014.tex

Ratkaisu:

ipdf-muodossal

Maple worksheet, mw-tiedosto
(Mma-notebook)

Avainsanat: MapleDiffint1, mplDifferentiaalil,mplintegraalil Pinta-ala, integraali,diffintperusteet,perusk


file:../mplteht/mplDiffint1/mplDi013.tex
file:../mplteht/mplDiffint1/ratkaisut/mplDi013R.mw
file:../mlteht/mlDiffint1/ratkaisut/mlDi013R.m
file:../mplteht/mplDiffint1/mplDi014.tex
file:../mplteht/mplDiffint1/ratkaisut/mplDi014R.mw
file:../mmateht/mmaDiffint/mmaDi107R.nb

mplDi015
Maédrita ellipsin 922 + 16y = 144 sisdén piirretyn (akselien suuntaisen) suorakulmion maksi-
maalinen pinta-ala. Piirra ellipsi ja suorakulmio.

Vaativuus: 1+
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplDiffint1 /mplDi015.tex

Ratkaisu:

ipdf-muodossal
Maple worksheet, mw-tiedosto

Avainsanat: MapleDiffint1, mplDifferentiaalil, aariarvot,dariarvot peruskurssil,diffintperusteet

70. Ratkaise yhtilo 22 + 423 — 142% + 1 = 0.

Vihje: Maplen funktio solve.

71. Miérita polynomin
p(r) =2° —42® + 42 — 1

nollakohdat ja paikalliset minimit ja maksimit. Piirra kuva.

Suorita sekd Maplella ettda Matlabilla.

Vihje: Maplella voit yrittdd 3. asteen yhtdlon ratkaisua myos symbolisesti solve-komennolla.
Numeerisesti fsolve.

Matlabilla vain numeerisesti: roots.
Polynomin derivaatta: polyder

72. Maple tai Matlab Etsi yhtélon 28 — 3627 + 54625 — 45362° + 224492 — 6728423 +
1181242% — 109584 + 40320 = 0 vélilld [5.5,6.5] oleva juuri. Muuta z7:n kerroin
luvuksi —36.001 ja katso, mika vaikutus silld on juureen.

Vihje: Maple: fsolve
Matlab: roots

mplDi019.tex
Tarkastellaan funktiota (normeerausta vaille normaalijakauman kertyméafunktiota)

erflx) = \/27? /Ox e~ dt.

Laske sopivaa 0:ssa kehitettyd Taylorin polynomia (jota usein kutsutaan MacLaurinin polyno-
miksi) ja jadnnostermia kayttden likiarvo luvulle erf(1) siten, etta |virhe| < 0.005.

Maple tuntee funktion erf. Laske Maplella todellinen virhe talld termien méarélla ja vertaa
jaannostermiarviolla saamaasi yléarajaan.


file:../mplteht/mplDiffint1/mplDi015.tex
file:../mplteht/mplDiffint1/ratkaisut/mplDi015R.mw

Piirra erf-funktion ja ao. Taylorin polynomin kuvaajat ja myos niiden erotus (jotta erottuvat)
valilla [0, 1]

Vihje: Kayta joko taylor tai series-komentoa. Huomaa, ettd kumpikin palauttaa potenssi-
sarjatietorakenteen, jossa on O(h)-termi. Itse polynomi saadaan komennolla
convert(sarja,polynom)

Huomaa, ettd yo. komentojen n tarkoittaa jadnnostermin astelukua (jota useimmiten merki-
taan Taylor-kaavoissa (n + 1):114).

Huomaa liséksi, ettd parilliset potenssit puuttuvat (miksi?). Siten esim. 7- ja 8-asteisten po-
lynomien virheen aseteluku = 9 (eli 77 = Tg). Téssd virhetermissa esiintyvén 9. derivaatan
itseisarvon maksimi nahdaan vaikka piirtamalla ja laskemalla ko. derivaatta kuvasta nakyvéssa
pisteessa.

Vaativuus: 2
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplDiftfint1 /mplDi019.tex

Ratkaisu:
|../mplteht /mplDiffint1 /ratkaisut /mplDi019R.pd{]
../mplteht /mplDiffint1 /ratkaisut /mplDi019R.mw

Avainsanat: Maplediffint1,mplDiffint1, Taylorin polynomi, Taylor polyno mial, erf

Maplefunktioita: diff, taylor, convert(sarjalauseke, polynom), series

mplDi020
Tehtava tai pari Lambertin funktiosta

Vaativuus: 1-3
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplDiffint1 /mplDixxx.tex

Ratkaisu:
../mplteht /mplDifthint1 /ratkaisut /mplDixxxR.m

Avainsanat: Maplediffint1,mplDiffint1,...

Maplefunktioita:
mplDi022
Wilkinsonin polynomi

Vaativuus: 1-3
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplDithint1 /mplDi022.tex


file:../mplteht/mplDiffint1/mplDi019.tex
file:../mplteht/mplDiffint1/ratkaisut/mplDi019R.mw
file:../mplteht/mplDiffint1/mplDixxx.tex
file:../mplteht/mplDiffint1/ratkaisut/mplDixxxR.m
file:../mplteht/mplDiffint1/mplDi022.tex

Ratkaisu:
../mplteht /mplDiffint1 /ratkaisut /mplDi022R.m

Avainsanat: Maplediffint1,mplDiffint1,Wilkinsonin polynomi, polynomin nollakohdat, hairio-
alttius, hairioalttius, ill-conditioned polynomial roots

Maplefunktioita:

mplteht /mplDiffintV, vektoridiff-int, Maple

Téssd luvussa on tehtdvid usean muuttujan (vektorimuuttujan) differentiaali- ja integraa-
lilaskentaan Maple-ohjelmalla. (Sopivat yhtd hyvin Mathematicalle ja vastaaville.) Ohjeet,
ratkaisut, aputyoarkit ym. on téssi tehty Maplelle/Maplella.

mplDiV000.tex

Ohjeita

Keratdan ohjeita nédiden tehtdvien aihepiiriin liittyen. Alla olevasta“tehtava’-linkistd saat
KETEX-koodin, josta sopivan osan voit haluamallasi tavalla muokaten liittaa tehtavapaperiisi.

Taylorin polynomit
Kahden muuttujan Taylorin polynomi kehitettyné pisteesé p voidaan kirjoittaa:

"1

k=0

(h1iD1 + haDs)* f (p)

Tasta on helppo arvata, miten useamman muuttujan polynomi rakentuu.

Erityisesti 2. asteen Taylorin kaava voidaan kirjoittaa muotoon

Fp-+h) = J(6) + KTV F(5) + S HTHy(p)h+ Rolh),

joka pétee n:n muuttujan funktiolle sellaisenaan. Téssé jadnnostermi Ry(h) = ||h|[2O(h) . (Eli
riittavin pienessi p:n ystossi pitee: Ro(h) < M]||h||? jollain vakiolla M.)


file:../mplteht/mplDiffint1/ratkaisut/mplDi022R.m

Neliomuotojen definiittisyys
Miir: Neliomuoto g(z) = 27 Az (A on symmetrinen matriisi) on

1. positiivisesti definiitti, jos ¢(x) > 0 Yz # 0,
2. negatiivisesti definiitti, jos q(z) < 0 Vo # 0,
3. positiivisesti semidefiniitti, jos ¢(x) > 0 Vo € R™ ja Jy # 0, jolla ¢(y) = 0,
4. negatiivisesti semidefiniitti, jos ¢(z) < 0 Vo € R" ja Jy # 0, jolla q(y) = 0,

5. indefiniitti, jos Jx,y siten, ettd ¢(z) > 0 ja ¢(y) < 0.

Samoja definiittisyyskésitteita kiytetadn myos symmetrisestd matriisista A.

Suunnattu derivaatta ja gradientti

o Suunnattu derivaatta pisteesd p, vektorin ¢ suunassa saadaan lasketuksi pisteessé pg
lasketun gradientin ja suuntayksikkovektorin sisédtulona.

« Siispa funktio kasvaa nopeimmin gradientin suuntaan ja sen kasvu on 0 gradienttia vas-
taan kohtisuoraan suuntaan.

« Suunta, johon funktion kasvu on 0 on tasa-arvokdyran (tai -pinnan) tangentin (tangent-
titason) suuntainen, joten gradientti on normaalin suuntainen.

Pinnan normaali ja tangenttitaso

Jos pinnan yhtalo esitetddn muodossa F(z,y,z) = 0, saadaan edellisen perusteella pinnan
tangenttitason yhtéalo pisteessa py néin:

VE(po)(p—po) =0

Jos pinta on annettu muodossa z = f(z,y), saadaan siten normaalin suunta funktion
F(z,y,2) = f(x,y) — z gradienttina.

Tasta seuraa, ettd pisteeseen py asetetun tangenttitason yhtéald voidaan kirjoittaa muotoon

z— 20 = fi(po)(x — z0) + f2(po)(y — Yo).

(fija fo tarkoittavat osittaisderivaattoja.)
Kahden pinnan leikkauskidyrian tangentti

Leikkauskayran tangentti on kohtisuorassa molempien pintojen normaalia vastaan (eiké vain!).
Siten leikkauskayran tangentin suuntainen vektori saadaan pinnan normaalivektorien ristitulo-
nat=mnj] X ns.



Kriittiset pisteet, dariarvot

Kriittinen piste (KRP) p: Vf(p) = 0.

Kriittisen pisteen laatu selvidé (jos selvida) Hessen matriisin H(p) definiittisyydesta.
Symmetrisen matriisin definiittisyyskaytos selvitetdan ominaisarvojen avulla. Jos matriisi on
2 % 2, voidaan kayttad determinanttia (kts. tehtdva mplV006a). [sommillekin matriiseille on de-
terminanttiehtoja, mutta ne on hankala muistaa ja kdyttda, jaakoot muistoksi “determinanttien
kulta-ajoilta”

Maple-ohjeita
Vektorikentta ja gradientti

with(linalg): with(plots):
fieldplot(grad(f(x,y), [x,y]),x=a..b, y=c..d,arrows=slim,color=x);
# a:1lla, b:1la jne. oltava tietysti numeeriset arvot.

Uusissa Maplen versioissa on kirjastopakkaus VectorCalculus ja sielld funktio Gradient lu-
kuisine valitsimineen. Kts. helppi. Vanhan linalg-kirjaston kunnon grad on perustarpeisiin
ehka yksinkertaisin ja helppokayttoisin.

Oma pikku funktio on usein selkein, se voidaan maéaritella ongelmakohtaisesti esim. toimi-
maan vain 2d-tilanteessa. Téllainen gradienttifunktio voitaisin kaikessa yksinkertaisuudessaan
madritelld ndin: gradi2:=(f,x,y)->[diff(f,x),diff(f,y)]

Pintapiirroksen “valaiseminen” esim. avaruuskayrilla

Usein pintapiirrosta voidaan tasmentad ja tarkentaa ja ymmartad paremmin, kun piirretdan
sopivia avaruuskéyrié pinnalle spacecurve:lla.

Alla on esimerkki, jossa piirretddn napasiadettd pitkin kulkevan pystytason ja annetun pinnan
leikkauskayra sekd kayrdan projektio xy-tasossa. Varsin kayttokelpoinen tapa monessa yhtey-
dessé. Tata voi modifioida tarpeen mukaan.

with(plots):
f:=(x,y)->4-x"2-y"2;
x:=r*cos(Theta) :y:=r*sin(Theta): Theta:=Pi/4:
pystyleikkaus:=spacecurve ({[x,y,f(x,y)], [x,y,0]},r=0..2,thickness=3,
color=blue,axes=B0X)
# HUOM! html:ssa edellinen nakyy vaarin, pitaa olla:
# pystyleikkaus:=spacecurve(Aaltoaukil[x,y,f(x,y)], [x,y,0]Aaltokii,r=0..2,...)
# missa Aalto tarkoittaa aaltosulkua,
x:="x’:y:="y’: # Kannattaa muistaa vapauttaa.
pinta:=plot3d(f(x,y),x=-2..2,y=-2..2):
display([pinta,pystyleikkaus],style=patchcontour,transparency=0.5);



“Tehtavan” Latex-koodi:
../mplteht /mplDiffintV/mplDiV000.tex

Avainsanat: mplDiffintV, Maple:Usean muuttujan funktioiden diff-ja intlaskentaa, vektori-
muuttujan funktiot

73. mplV001.tex

Piirré seuraavien funktioiden tasa-arvokayrét:

a) x® — xy’

b) sin(z)cosh(y)

c) cos?(x) cosh(y)
Vihje: Tasa-arvokéyrid voi piirtdd kommennolla contourplot (ensin with(plots)).

mplDiV0011.tex

Mitké ovat seuraavien funktioiden luonnolliset méaarittelyjoukot:
a) f(z,y) =32, b) flz,y) =In(l+ay) ¢ f(z,y) = arcsin(z +y) .

Piirrd (ensin késin ja sitten Maplella) tasoon kunkin méérittelyjoukon kuva. Mita topologisia
ominaisuuksia joukoilla on? (avoin, suljettu, rajoitettu, yhtendinen, joukon reuna, jne.)

Muodosta néiden funktioiden korkeuskayrien (tasa-arvokdyrien) yhtalot. Muodosta myds pys-
tyleikkauskayrat tasojen x = 1 ja y = 1 kanssa kussakin tapauksessa. Hahmottele kéasin ja
piirrd Maplella.

Vihje Tasa-arvokéyrid voi piirtdéa kommennolla contourplot (ensin with(plots))). Lisda
Maple-ohjeita 1. “tehtaviassd” mplDiV000.tex.

Vaativuus: 1
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplDithntV/mplDiV0011.tex

Avainsanat: mplDiffintV, Maple:Usean muuttujan funktioiden diff-ja intlaskentaa, vektori-
muuttujan funktiot

mplDiV0012.tex
Onko seuraavilla funktioilla raja-arvo, kun (z,y) — (0,0) :

x x?

a) — b) ——
) w= Y R

Suorita Maplella visualisointeja.

Vihje:

Tasa-arvokdyriin: contourplot (ensin with(plots))), pintoihin: plot3d
Lisda Maple-ohjeita alussa “tehtédvassa” mplDiV000.


file:../mplteht/mplDiffintV/mplDiV000.tex
file:../mplteht/mplDiffintV/mplDiV0011.tex

Vaativuus: 1+
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplDithntV/mplDiV0012.tex

Ratkaisu:

Avainsanat: mplDiffintV, Maple:Usean muuttujan funktioiden diff-ja intlaskentaa, vektori-
muuttujan funktiot, korkeuskéyrét, pintapiirros

Maplefunktioita: plots[contourplot], plot3d

mplDiV0013.tex
Olkoon f : R — R,

1, 2% <y <222

f(:v,y)—{

0, muulloin.

Osoita, ettd funktiolla on sama raja-arvo origossa lahestyttédessa mitd tahansa suoraa pitkin,
mutta siitd huolimatta varsinaista raja-arvoa ei ole olemassa. Missé pisteissa funktio on jatkuva
ja missa taas ei?

Suorita Maplella visualisointeja.

Vihje: Kulje erityisesti O:sta alkavaa nousevaa sadetta (kulmakerroin posit.) 1. neljainneksessé
kulkien sité alaspéin kohti origoa. Mité tapahtuu lopulta, kun ollaan riittavén lahelld O:a?

Piirrd kuvaaja funktion rajoittumasta mielivaltaiselle origon kautta kulkevalle suoralle; tutki té-
td varten, missé pisteissa ko. suora leikkaa paraabelit y = 22 ja y = 222 Funktio on epijatkuva
nailla paraabeleilla.

Vaativuus: 2
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplDithntV/mplDiV0013.tex

Avainsanat: mplDiffintV, Maple:Usean muuttujan funktioiden diff-ja intlaskentaa, vektori-
muuttujan funktiot



file:../mplteht/mplDiffintV/mplDiV0012.tex
file:../mplteht/mplDiffintV/mplDiV0013.tex

74. mplV0014.tex
(a) Muodosta funktion In(1+e**#’?) 1. kertaluvun osittaisderivaatat kaikkien muut-
tujien suhteen.

(b) Osoita, etta funktio arctan £ toteuttaa Laplacen osittaisdifferentiaaliyhtdlén

Pu  Pu

@—F@—O.

(Téallaisia funktioita sanotaan harmonisiksi funktioiksi.)

Vihje: Laske ainakin joku késin ja tarkista kaikki Maplella. Tallaiset mekaaniset, tarkkuutta
vaativat tehtdvit ovat onnen omiaan CAS-ohjelmille, kuten Maple, Mathematica. Maplen diff

hoitelee homman.

mplDiV0015.tex

(a) (Sama kuin mplV0014-tehtévan b-kohta)
Osoita, ettd funktio arctan £ toteuttaa Laplacen osittaisdifferentiaaliyhtdlon

Pu  Pu

@—FTZP—O.

(Tallaisia funktioita sanotaan harmonisiksi funktioiks.)

(b) Oletetaan, etta funktioilla u(x,y) ja v(x,y) on jatkuvat toiset osittaisderivaatat ja ne to-
teuttavat ns. Cauchy-Riemannin yhtélot:

ou Ov Ov ou

dr — dy dr  dy
Osoita, ettd u ja v ovat harmonisia.

(¢) Olkoon f(x,y) = 2®y? 4+ a*siny + cos(zy). Laske osittaisderivaatat fizy, foye, fyzz ja totea,
etta ne ovat samat.

Vihje:
Sopii seka kasinlaskuun ettd Maplelle. Maple olettaa saannollisyyttéa tarpeeksi, jotta sekaderi-
vaatat yhtyvit. Kdayttajan on tiedettava, mita pitda olettaa.

Mapletekniikkaa: b) Kirjoita CR~yhtalot tyyliin

diff (u(x,y),x)=diff (v(x,y),y)
Maplen diff-operattorin téytyy tietad, etta lauseke, johon derivointi kohdistuu, siséltad muut-
tujat x ja y. Muussa tapauksessa se raviyttdd ilman muuta tuloksen 0 (nolla), joka on samalla
tehtavan suorituksen arvo.



Vaativuus: 2-
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplDithntV/mplDiV0015.tex

Ratkaisu:

|../mplteht /mplDiffintV /ratkaisut/mplDiVO015R.pdf]

../mplteht /mplDifiintV /ratkaisut /mplDiV0O015R.mw

Avainsanat: mplDiffintV, Maple:Usean muuttujan funktioiden diff-ja intlaskentaa, vektori-
muuttujan funktiot, osittaisderivaatta, Laplacen yhtélo, Cauhy-Riemannin yhtalot, harmoniset
funktiot, sekaderivaattojen yhtyminen

75.

76.

7.

mplV0016.tex
Olkoon f(x,y) = x®y* + 2* siny + cos(zy). Laske osittaisderivaatat fiuy, foyz, fyoz
ja totea, etta ne ovat samat.

Voit antaa Maplen laskea.

mplV0017.tex

Laske yhdistetyn funktion derivoimissdantod (eli ketjusdantod, "chain rule") kayt-
taen %—18” ja %—f, kun

(a) w=zn(z?+9%), x=s+t,y=s—1,

(b) w = e*™sin(2x —y), z=s8>+12, y=2s>—1°

Tee késin ja tarkista Maplella.

mplV0018.tex

Kolmionmuotoisen maa-alan kahden sivun mitatut pituudet ovat 224 m ja 158 m
ja niiden valinen kulma 64° . Pituusmittauksen virheraja on 0.4 m ja kulman 2° .
Mika on pinta-alan likimaérédinen suhteellinen maksimivirhe.

Vast: n. 2 %

mplDiV0019.tex
Osittaisderivoituvan funktion f : R*? — R gradientti V f miéritelliin niin

Vi) = folz,y)i+ fy(2,9)]

Olkoon f(z,y) = |zy| .

(a) Piirra tasa-arvokéyrat(korkeuskayrét) f(z,y) =k, k =1,2,3.

(b) Piirra f:n gradienttikenttévektoreita fieldplot:n avulla samaan kuvaan korkeuskayrapiir-
rosten kanssa. Kun kéytat samaa skaalaa akseleilla pitaisi kuvasta nakya, miten gradienttivek-
torin ja korkeuskayrian suunnat suhtautuvat toisiinsa.


file:../mplteht/mplDiffintV/mplDiV0015.tex
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Vihje:

Gradientti voidaan ladata useastakin kirjastosta. Selvintd on mééritella itse:
gradi2:=(f,x,y)->[diff(f,x) ,diff(f,y)]

(Voit my6s ladata: with(linalg); ja saat kdyttoon funktion grad)

with(plots) lataa contourplot- ja fieldplot-funktiot.
Grafiikkojen yhdistaminen:

kuval:=contourplot(...)
kuva2:=fieldplot(...)
display(kuval,kuva?2) ;

78. mplV00191.tex
Tyoarkilla . ./MattieT/mplteht/ohjeet/pintoja.mw (ja .pdf) kohdassa "toinen
esimerkki'"tarkastellaan funktiota f(z,y) = . Seké plot3d- ettd contourplot-

x
22142
kuvat ovat lievisti sanoen harhaisia. (Toki erﬂaiglla optioilla voi plot3d-kuvaa olen-
naisesti parantaa.) Selvitd, minkélainen kuvaaja todellisuudessa on. Tarvitset taas
sekd Maplea etta kynaa ja paperia. Piirtele myos pystyleikkauksia, oikeita korkeus-
kayria ym. *F*

Hm, tdméa on parasta muuttaa tehtdvéiksi (tai esimerkiksi), ratkaisu on suoraan
tuolla, ja uudemmat versiot ovat poistaneet harhat.

XKk

Vihje: Usein pintapiirrosta voidaan tdsmentéé ja tarkentaa ja ymmértdd paremmin, kun piirre-
tddn sopivia avaruuskéyrid pinnalle spacecurve:lla.

Alla on esimerkki (sama kuin alussa ohjetiedostossa mplV000.tex), jossa piirretdan napasidetta
pitkin kulkevan pystytason ja annetun pinnan leikkauskéyrd sekd kéyrdn projektio xy-tasossa.
Varsin kayttokelpoinen tapa monessa yhteydessd. Tatd voi modifioida tarpeen mukaan.

with(plots):
f:=(x,y)->4-x"2-y"2;
x:=r*cos(Theta) :y:=r*sin(Theta): Theta:=Pi/4:
pystyleikkaus:=spacecurve ({[x,y,f(x,y)], [x,y,0]1},r=0..2,thickness=3,
color=blue, axes=B0X)
# HUOM! html:ssa edellinen nakyy vaarin, pitaa olla:
# pystyleikkaus:=spacecurve(Aaltoauki([x,y,f(x,y)], [x,y,0]Aaltokii,r=0..2,...)
# missa Aalto tarkoittaa aaltosulkua,
x:=’x’:y:=’y’: # Kannattaa muistaa vapauttaa.
pinta:=plot3d(f(x,y),x=-2..2,y=-2..2):
display([pinta,pystyleikkaus],style=patchcontour,transparency=0.5);
display(pystyleikkaus); # Katsotaan pelkkaa leikkauskayraa.



79. mplV00192.tex
Maaston korkeus (merenpinnasta mitattuna) karttakoordinaattien funktiona olkoon

h(z,y) = —2* 4 4oy — 8y* + 300.

Positiivinen x-akseli osoittaa itddn ja positiivinen y-akseli pohjoiseen.

a. Kulkuri K ottaa pisteesta (1,2, h(1,2)) lahtoaskeleen kaakkoon. Nouseeko hén
vai laskeutuuko?
Tama on késinlaskutehtéava, mutta tee Maplella. Havainnollista Maplepiirrok-
sin:
Pintapiirros: plot3d, korkeuskayrat: contourplot tai implicitplot. Leik-
kauskayra kaakko-luode-suuntaisen pystytason kanssa.

b. Muodosta funktion h(z,y) gradienttifunktio (gradienttikenttd). Piirrd gra-
dienttikenttéd plots-pakkauksen funktiolla fieldplot. Yhdistd korkeuskay-
rapiirros taméan kanssa display-funktion avulla.

Vihje: Gradienttikentén voi laskea (tietysti kéisin) tai derivoimalla Maplen diff:1l4 tai linalg-
pakkauksen funktiolla grad. Ei ole pahitteeksi, jos kokeilet kaikkia tapoja.

mplDiV0019a.tex
Osittaisderivoituvan funktion f : R* — R gradientti Vf maédritelliin niin Vf(x,y) =

fo(z, y)i+ fy(z,9)] -

Olkoon f(z,y) = |zy| .

(a) Piirra tasa-arvokayrat(korkeuskéyrét) f(z,y) =k, k= 1,2,3.

(b) Piirrd f:n gradienttivektoreita V f(z,y) tasa-arvokdyrien pisteisiin. Kun kdytat samaa
skaalaa akseleilla (scaling=constrained), pitéisi kuvasta nikyé, miten gradienttivektorin ja
korkeuskdyrdan suunnat suhtautuvat toisiinsa.

Vihje
Aloita tyoarkki nain:

restart:

with(plots): with(plottools):

nuoli:=(alkup, loppup,vari)->arrow(alkup,loppup,0.01,0.05,0.02,color=vari);
korkeuskayra:=k->implicitplot(abs(x*y)=k,x=-2..2,y=-2..2);

# Maariteltiin grafiikka-arvoinen funktio, usein tosi katevaal
kkparvi:=display(seq(korkeuskayra(k) ,k=1..3);

V V V V V V V

Kts. lisda: mplDi0002Apu.mw



mplDiV003.tex

Piirrd avaruuskéyra

cost ., sint,
r(t) = . 1+Tj+arctantk,

kun t € [1,7] ja T = 100. Maarita kayran kaarenpituus ja tutki, onko silld raja-arvoa, kun
T — oo.

Vihje: Kayréd on luontevinta kirjoittaa listaksi r = [cos(t)/t,sin(t)/t,arctan(t)] ja las-
kea kaarenpituus integraalista [ |r/(t)] dt.

80. Miérita funktion f(z,y) = 2? — y suurin arvo ympyrilld 22 + ¢y? = 1. Kéyti La-
grangen menetelméa.

Vihje: (diff, solve, f:= (x,y)->(x2+y). Jos et ehdottomasti osaa Lagrangen menetelmés,

lataa with(Student [MultivariateCalculus]) ja tutki LagrangeMultipliers-dokumentaatiota.

mplDiV006.tex
Lausu neliomuodon ¢(z) = 27 Ax definiittisyydet symmetrisen matriisin A ominaisarvojen
(merkkien) avulla.

(Mééritelmé tehtivipaperin lopussa (jos opettaja sijoitti), TASSA: Kokoelman alussa, teht.
mplDiV000.)

Vihje Lausu neliomuoto padakselikoordinaattien y; avulla, sitten voit lukea kuin avointa kirjaa.
(Puhdas paattelytehtavi, “tietokonevapaa’.)

Vaativuus: 1
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplDitiintV/mplDiV006.tex

Ratkaisu:
|../mplteht /mplDiffintV /ratkaisut /mplDiVOO6R. pd]
../mplteht /mplDiffintV /ratkaisut /mplDiVOO6R.mw

Avainsanat: mplDiffintV, Maple:Usean muuttujan funktioiden diff-ja intlaskentaa, vektori-
muuttujan funktiot, (pos/neg/semi)definiitit matriisit, ominaisarvot

mplDiV006a.tex
(Puhdas paattelytehtavi, “tietokonevapaa’)
Osoita 2 x 2 symmetrisen matriisin A tapauksessa, ettd matriisi on

o definiitti (pos. tai neg.), jos ja vain jos det(A) > 0,
o indefiniitti, jos ja vain jos det(A) <0 ,

o semidefiniitti, jos ja vain jos det(A) =0

Vihje:
Kirjoita


file:../mplteht/mplDiffintV/mplDiV006.tex
file:../mplteht/mplDiffintV/ratkaisut/mplDiV006R.mw

A= [ Z Z ] ja muodosta karakteristinen polynomi. Kayta hyvéiksesi toisen asteen yhtélon

juurien ominaisuuksia. (Jos et muista, niin kerro auki (A — A;)(A — Ag).)
Ratkaisu: mplV006aR.pdf ja .mw (html:ssa ratkaisu-linkki)

Vaativuus: 1
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplDifhintV/mplDiV006a.tex

Ratkaisu:
|../mplteht /mplDithntV /ratkaisut/mplDiV006aR.pdf|
../mplteht /mplDithntV /ratkaisut /mplDiV006aR.mw

Avainsanat: mplDiffintV, Maple:Usean muuttujan funktioiden diff-ja intlaskentaa, vektori-
muuttujan funktiot, (pos/neg/semi)definiitti matriisi,karakteristinen polynomi

Maplefunktioita: with(LinearAlgebra);alias(IdM = IdentityMatrix, Det = Determinant):

81. mplV006b.tex

Maarita seuraavien neliomuotojen matriisit seka definiittisyys:

(a) (21, 29) = 227 + 422 + 2129
(b) q(x1, 22, 73) = 93% + 22123 + 22973
(¢) q(x1, xa, w3, 14) = aF + 207 — daouy

Esité neliomuodot padakselikoordinaateissa. Ei ole pahitteeksi, vaikka piirrét joita-
kin kuvia.

Vihje:

Avainsanat: 1neliomuoto,1poslnegldefiniitti, 1paaakseliprobleema, 1principa-
laxes,lominaisarvot,leigenvalues, ImplVektori

82. mplV006c.tex
Mité kartioleikkausta edustaa yhtdlo 23 + 24129 — 622 = 5

Muunna yhtélo pddakselimuotoon ja piirra kuva. (Voit ottaa mallia KRE Exa 6 s.
396 "Transformation to principal axes".)

tai GRE 11.6 s. 589 Voit my0s katsoa: http://www.math.hut.fi/teaching/y3/harj/tyo/heigen.h
Muista: Hyperbelin luonteva parametriesitys on x = acosht, y = bsinht

Maple-ohjeita: harj6ohje.mws -TODO!-

Vihje:

Avainsanat: 1neliomuoto,1poslnegldefiniitti, 1paaakseliprobleema, 1principa-
laxes,lominaisarvot,leigenvalues, ImplVektori


file:../mplteht/mplDiffintV/mplDiV006a.tex
file:../mplteht/mplDiffintV/ratkaisut/mplDiV006aR.mw

83. TV-yhti6 on (pahaa aavistamatta) palkannut matemaatikon seikkailukilpailun juon-
tajaksi. Kilpailussa tehtédvané on kiertad mahdollisimman lyhyt reitti sen kolmion
sisdlla, jonka kérjet ovat pisteissa (0,0),(2,0) ja (0,2). Lahto tapahtuu pisteesté
(1,0), ja kilpailijan tarvitsee koskettaa jokaista muuta kolmion sivua ja palata sit-
ten alkupisteeseen Maarité lyhin tallainen reitti, ja sen pituus.

Vihje: Muodosta matkan funktio f(x,y) — mieti ensin, mitd kuvaa z ja mitd y, ja sen jilkeen,
kuinka etdisyys laskettaisiin (vihje: Euklidinen etdisyys). Tamén jilkeen etsi funktion f kriittiset
pisteet, eli osittaisderivaattojen nollakohdat, ja tutki niiden laatua. Valitse néisté pisteistd minimin

tuottava, ja laske pituus.

mplDiV010.tex
Maarita funktion f(z,y) = 3 +x172y astetta 2 oleva Taylorin polynomi kehitettyna pisteessa (2, 1)
Tee 2. asteen polynomi ensin késin ja sitten Maplella. Kts. myos ohjetiedostoa (tulee).

Vihje:

http://math.aalto.fi/teaching/v/2/02/L/mtaylor.html Usean muuttujan Taylorin polynomeja
Maple-avusteisesti (Luentomateriaalia v2,/2002)

Vaativuus: 1
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplDithintV/mplDiV010.tex

Ratkaisu: (Samalla tyoarkilla myés mplDiVO11R)
|../mplteht /mplDiffintV /ratkaisut/mplDiVO10R.pd{]
../mplteht /mplDiffintV /ratkaisut /mplDiVO10R.mw

Avainsanat: mplDiffintV, Maple:Usean muuttujan funktioiden diff-ja intlaskentaa, vektori-
muuttujan funktiot, Taylorin 2:n muuttujan polynomi

Maplefunktioita: diff, D

mplDiV011.tex

(a) Muodosta funktion f(z,y) = cos(z + siny) toisen asteen Taylorin polynomi kehitettyné
(0,0):ssa. Miten hyvan approksimaaton saat arvolle f(0.1,—0.2) ? (Vertaa laskimen tai
Maplen antamaan arvoon, ei tarvitse miettié jadnnostermiarviota.)

(b) Maaritd funktion f(z,y) = 3 +$1_2y asteita 2.3 ja 4 olevat Taylorin polynomit kehitettyné

pisteessé (2,1) (vrt. mplDiV010)

(c) Piirrd funktio f(z,y) ja eriasteisia Taylorin polynomeja pintapiirrokisna ja/tai korkeuskéy-
rina.


http://math.aalto.fi/teaching/v/2/02/L/mtaylor.html
file:../mplteht/mplDiffintV/mplDiV010.tex
file:../mplteht/mplDiffintV/ratkaisut/mplDiV010R.mw

Vihje:

a)-kohta on késinlasku, tarkistukseen siindkin Maplen diff.

b)-kohta Maplen diff-funktiolla.

Lopuksi voit kokeilla my6s mtaylor-komentoa. (Tarkoitus on Maple-avusteinen oppiminen, ei
litan valmiiden “nappuloiden” paineleminen.)

Pohjatietoa: http://math.aalto.fi/teaching/v/2/02/L/mtaylor.html Usean muuttujan Taylo-
rin polynomeja Maple-avusteisesti (Luentomateriaalia v2,/2002)

Vaativuus: 2
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplDitintV/mplDiVO011.tex

Ratkaisu: (Samalla tyoarkilla myos mplDiVO10R)
|../mplteht /mplDiffintV /ratkaisut/mplDiVO11R.pd{]
../mplteht /mplDiffintV /ratkaisut /mplDiVO11R.mw

Avainsanat: mplDiffintV, Maple:Usean muuttujan funktioiden diff-ja intlaskentaa, vektori-
muuttujan funktiot, Taylorin 2:n muuttujan polynomi,Usean muuttujan Taylorin polynomi

Maplefunktioita: diff, D, mtaylor, plot3d, contour

mplDiV012.tex
Madrita funktion f(x,y) = 23+ y* — 3wy kriittiset pisteet (KRP) ja niiden luonne. (min/max/-
satula/singulaari) Havainnollista piirroksin.

Avainsanat: Kriittiset pistet, min/max, osittaiderivaatta, nollakohta.

Yhtélosysteemin ratkaisu: solve({yhtl,yht2},{x,y}); Polynomiyhtéloissa kannattaa usein
jatkaa komennolla allvalues. Numeerinen ratkaisu: fsolve

84. mplV013.tex
Maéarita funktion

f(z,y) = cosx + cosy
kriittiset pisteet (KRP) ja niiden luonne. (min/max/satula/singulaari) Havainnol-
lista piirroksin.
Avainsanat: Kriittiset pisteet, min/max, osittaiderivaatta, nollakohta.

Vihje: Yhtélosysteemin ratkaisu: solve({yht1,yht2},{x,y});

mplDiV013a.tex
Maérita funktion

flz,y) =1z +1/y + sin(z”y?)

suurin ja pienin arvo joukossa [1,2] x [1,2].


http://math.aalto.fi/teaching/v/2/02/L/mtaylor.html
file:../mplteht/mplDiffintV/mplDiV011.tex
file:../mplteht/mplDiffintV/ratkaisut/mplDiV011R.mw

Maplen lisaksi kannattaa kokeilla Matlab:lla meshgrid, max/min, find ...-tekniikkaa. Toki
ihan optimointiin raataloityjé funktioitakin kummallakin ohjelmalla. Mutta ensisijaisesti ihan
perustekniikoita, please!. (Osoittautuu sitapaitsi, ettd minimize-tyyppiset “mustat laatikot”
eivat oikein parjéé joka kohdassa.)

Jatkotehtéva: Maarita kaikki kriittiset pisteet yo. alueessa ja niiden luonne (max/min/satula).

Vihje Vaatimattomasta ulkoasustaan huolimatta voi olla hiukan tyolas, mutta sitakin opetta-
vaisempi.
Jatkotehtavassa esiintyy ehké yllattavaakin kaytosta.

Vaativuus: 3+ (Perusteellinen suoritus vie paljon aikaa.)
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplDithntV/mplDiV013a.tex

Ratkaisu:
|../mplteht /mplDiffintV /ratkaisut/mplDiV013aR.pdf]
../mplteht /mplDiffintV /ratkaisut /mplDiV013aR.mw| (Maple-worksheet)

Avainsanat: mplDiffintV, Maple:Usean muuttujan funktioiden diff-ja intlaskentaa, vektori-
muuttujan funktiot

mplDiV014.tex

Joudut tekeméaan vastuunalaisen paatoksen mitoista valmistettaessa laatikkoa. Pohjamateriaali
on kaksi kertaa niin kallista pinta-alayksikkoa kohti kuin sivu- tai kansimateriaali. Milla mitoilla
saat V-tilavuuksisen laatikon materiaalikustannukset minimoiduksi? Perustele, ettd ratkaisusi
on globaali minimi joukossa {(z,y)|z > 0,y > 0}. (Toisia derivaattoja ei valttmétta tarvita.)
Vihje:

Sopii puhtaasti kdsinlaskuun, toki saa kdyttad Maplea laskuapualaisena.

Joskus solve palauttaa RootOf-muotoisia lausekkeita. Kannattaa yrittda niiden sieventamis-
td allvalues-komennolla. (Téssa tehtévissa toimii, tosin ihminen osaa téssi tapauksessa no-
peamminkin “solvata” ilman apuneuvoja.)

Vaativuus: 2-
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplDitiintV/mplDiV014.tex

Ratkaisu:
|../mplteht /mplDiffintV /ratkaisut/mplDiV014R.pd{]
../mplteht /mplDiffintV /ratkaisut /mplDiV0O14R.mw

Avainsanat: mplDiffintV, Maple:Usean muuttujan funktioiden diff-ja intlaskentaa, vektori-
muuttujan funktiot,minimointi,optimointi, osittaiderivaatta, nollakohta.



file:../mplteht/mplDiffintV/mplDiV013a.tex
file:../mplteht/mplDiffintV/ratkaisut/mplDiV013aR.mw
file:../mplteht/mplDiffintV/mplDiV014.tex
file:../mplteht/mplDiffintV/ratkaisut/mplDiV014R.mw

85.

86.

87.

88.

mplV016.tex
Méérita funktion f(x,y) = o3 + y* — 3zy kriittiset pisteet (KRP) ja niiden luonne.
(min/max/satula/singulaari) Havainnollista piirroksin.

Avainsanat: Kriittiset pisteet, min/max, osittaiderivaatta, nollakohta.

Vihje: Yhtélosysteemin ratkaisu: solve({yhtl,yht2},{x,y}); Polynomiyhtél6isséd kannattaa

usein jatkaa komennolla allvalues. Numeerinen ratkaisu: fsolve

mplVO017.tex

a. Olkoon f(z,y) = =

T4y
Maaritd pinnan z = f(z,y) tangenttitaso pisteessd (2, —1). Piirrd pinta ja
tangenttitaso ja pyorittele ja zoomaa.

b. Sama pinnalle z = arctan ¥ pisteessé (2,2, 7/4).

Vihje: (Kts. ..H/harj6ohje.mws) -TODO-

Avainsanat: 1lmplVektori,1tangenttitaso,1tangent1plane,lseverallvariables

mplV018.tex
Maarita lierididen

x2+y2:2’ y2+z2:2
leikkauskéyrédn pisteen (1,—1,1) kautta kulkevan tangentin yhtalo.

Lieriopinnan piirtdminen sujuu hyvin plot3d:lla. Kannttaa ajatella lierio (kahdesta
parametrista riippuvana) parametrimuotoisena pintana. Ensimmaisen lierion luon-
nollinen parametriesitys on = = /2cost,y = /2sint, z = z. Téssi siis ¢ ja z ovat
parametreja.

Edellinen voisi nayttaa talta:
plot3d([sqrt(2)*cos(t),sqrt(2)*sin(t),z],t=0..2+Pi,z=c..d);
Jalkimmaéinen vastaavasti. Kuvat yhdistetaéan:
display(kuval,kuva2);

Huom! plot3d on monipuolinen funktio, sille voi antaa pinnan muodossa f(x,y),
mutta myos parametrimuodossa ylla kaavailtuun tapaan.

Méérita funktion f(z,y) = x? — y suurin arvo ympyralla 22 + y? = 1. Kéyta La-
grangen menetelmaa.

Vihje: (diff, solve, f:= (x,y)->(x2+y). Jos et ehdottomasti osaa Lagrangen menetelmas,

lataa with(Student [MultivariateCalculus]) ja tutki LagrangeMultipliers-dokumentaatiota.



mplteht /mplDiffintV, vektoridiff-int, Maple

Téassd luvussa on tehtdvid usean muuttujan (vektorimuuttujan) differentiaali- ja integraa-
lilaskentaan Maple-ohjelmalla. (Sopivat yhtd hyvin Mathematicalle ja vastaaville.) Ohjeet,
ratkaisut, aputyoarkit ym. on téssé tehty Maplelle/Maplella.

89. mplDi0002.tex
Osittaisderivoituvan funktion f : R? — R gradientti Vf madritelliin niin

Olkoon f(z,y) = |zy| .

(a) Piirra tasa-arvokayrat(korkeuskéyrét) f(z,y) =k, k= 1,2,3.

(b) Piirrd f:n gradienttivektoreita V f(x,y) tasa-arvokdyrien pisteisiin. Kun kéy-
tat samaa skaalaa akseleilla (scaling=constrained), pitdisi kuvasta nikya, miten
gradienttivektorin ja korkeuskayrdn suunnat suhtautuvat toisiinsa.

Vihje:
Aloita tyoarkki néin:

restart:

with(plots): with(plottools):

nuoli:=(alkup, loppup,vari)->arrow(alkup,loppup,0.01,0.05,0.02,color=vari);
korkeuskayra:=k->implicitplot (abs(x*y)=k,x=-2..2,y=-2..2);

# Maariteltiin grafiikka-arvoinen funktio, usein tosi katevaa!
kkparvi:=display(seq(korkeuskayra(k) ,k=1..3);

V V V V V V V

Kts. lisdd: mplDi0002Apu.mw



90. mplDi0004.tex

91.

Maaston korkeus (merenpinnasta mitattuna) karttakoordinaattien funktiona olkoon
h(z,y) = —2* 4 4oy — 8y* + 300.

Positiivinen x-akseli osoittaa itddn ja positiivinen y-akseli pohjoiseen.

a. Kulkuri K ottaa pisteesta (1,2, h(1,2)) lahtoaskeleen kaakkoon. Nouseeko hén
vai laskeutuuko?
Tama on késinlaskutehtava, mutta tee Maplella. Havainnollista Maplelepiir-
roksin:
Pintapiirros: plot3d, korkeuskayrat: contourplot tai implicitplot. Leik-
kauskayra kaakko-luode-suuntaisen pystytason kanssa.

b. Muodosta funktion h(z,y) gradienttifunktio (gradienttikenttd). Piirrd gra-
dienttikenttéd plots-pakkauksen funktiolla fieldplot. Yhdistd korkeuskay-
rapiirros taméan kanssa display-funktion avulla.

Vihje: Gradienttikentén voi laskea (tietysti kéisin) tai derivoimalla Maplen diff:1l4 tai linalg-
pakkauksen funktiolla grad. Ei ole pahitteeksi, jos kokeilet kaikkia tapoja.

mplDi0005.tex
Maarita lierididen

$2+y2:2, y2+22:2
leikkauskéyrén pisteen (1, —1,1) kautta kulkevan tangentin yhtalo.

Lieriopinnan piirtdminen sujuu hyvin plot3d:lla. Kannttaa ajatella lierio (kahdesta
parametristd riippuvana) parametrimuotoisena pintana. Ensimmaisen lierion luon-
nollinen parametriesitys on = = v/2cost,y = /2sint,z = z. Téssé siis ¢ ja z ovat
parametreja.

Edellinen voisi nayttaa talta:
plot3d([sqrt(2)*cos(t),sqrt(2)*sin(t),z],t=0..2%Pi,z=c..d);
Jalkimmaéinen vastaavasti. Kuvat yhdistetaan:
display(kuval,kuva2) ;

Huom! plot3d on monipuolinen funktio, sille voi antaa pinnan muodossa f(x,y),
mutta myos parametrimuodossa ylla kaavailtuun tapaan.



92. mplDi0006.tex

a. Olkoon f(z,y) = =4

Tty
Maarita pinnan z = f(z,y) tangenttitaso pisteessd (2, —1). Piirrd pinta ja
tangenttitaso ja pyorittele ja zoomaa.

b. Sama pinnalle z = arctan ¥ pisteessé (2,2, 7/4).

93. Piirréd seuraavien funktioiden tasa-arvokéyrét:

3y

a) x
b) sin(x)cosh(y)

c) cos®(z) cosh(y)
Vihje: Tasa-arvokéyrié voi piirtdd kommennolla contourplot.

94. Piirrd avaruuskéyra

cost ., sint

r(t) = ; i+ Tj + arctantk,

kun t € [1,T] ja T = 100. Maarita kdyrdn kaarenpituus ja tutki, onko silld raja-
arvoa, kun 7" — oo.

Vihje: Kéyrd on luontevinta kirjoittaa vektoriksi r = {Cos[t]/t,Sin[t]/t,ArcTan[t]} ja las-
kea kaarenpituus integraalista [ |r/(t)|dt.

95. Miérita funktion f(z,y) = 2? — y suurin arvo ympyralld 22 + ¢y?> = 1. Kéyta La-
grangen menetelméa.

Vihje: (diff, solve, f:= (x,y)->(x2+y). Jos et ehdottomasti osaa Lagrangen menetelmés,

lataa with(Student [MultivariateCalculus]) ja tutki LagrangeMultipliers-dokumentaatiota.

96. TV-yhti6 on (pahaa aavistamatta) palkannut matemaatikon seikkailukilpailun juon-
tajaksi. Kilpailussa tehtavina on kiertdd mahdollisimman lyhyt reitti sen kolmion
sisdlld, jonka kérjet ovat pisteissd (0,0),(2,0) ja (0,2). Lahto tapahtuu pisteesté
(1,0), ja kilpailijan tarvitsee koskettaa jokaista muuta kolmion sivua ja palata sit-
ten alkupisteeseen Maarité lyhin tallainen reitti, ja sen pituus.

Vihje: Muodosta matkan funktio f(z,y) — mieti ensin, mitd kuvaa x ja mitd y, ja sen jilkeen,
kuinka etiisyys laskettaisiin (vihje: Euklidinen etéisyys). Tamén jéilkeen etsi funktion f kriittiset
pisteet, eli osittaisderivaattojen nollakohdat, ja tutki niiden laatua. Valitse néista pisteistd minimin

tuottava, ja laske pituus.



97. mplV000.tex

Ohjeita

Kerataan ohjeita ndiden tehtévien aihepiiriin liittyen. “Tehtava’-linkisté saat KTEX-
koodin, josta sopivan osan voit haluamallasi tavalla muokaten liittéa tehtavapape-
riisi.

Taylorin polynomit

Kahden muuttujan Taylorin polynomi kehitettyné pisteesé p voidaan kirjoittaa:

1
P, = kX_% H(thl + haDy)* f(p)

Tasta on helppo arvata, miten useamman muuttujan polynomi rakentuu.

Erityisesti 2. asteen Taylorin kaava voidaan kirjoittaa muotoon

Fp-+h) = F(6) + KTV F(p) + ST Hy(p)h+ Rolh),

joka pétee n:n muuttujan funktiolle sellaisenaan. Téssd jadnnostermi Ro(h) =
[|R|[2O(h) . (Eli riittavin pienessi pmn ystossa pétee: Ro(h) < M]||h|® jollain va-
kiolla M)

Neliomuotojen definiittisyys
Miér: Nelismuoto g(z) = 27 Az (A on symmetrinen matriisi) on

1. positiivisesti definiitti, jos ¢(x) > 0 Vz # 0,

2. negatiivisesti definiitti, jos ¢(x) < 0 Yz # 0,

3. positiivisesti semidefiniitti, jos ¢(x) > 0 Vx € R™ ja Jy # 0, jolla ¢(y) = 0,
4. negatiivisesti semidefiniitti, jos ¢(x) < 0 Vo € R" ja Jy # 0, jolla ¢(y) = 0,
5. indefiniitti, jos 3z, y siten, etta q(z) > 0 ja q(y) < 0.

Samoja definiittisyyskésitteitda kiytetadn myos symmetrisestd matriisista A.

Suunnattu derivaatta ja gradientti
e Suunnattu derivaatta pisteesd pg vektorin v suunassa saadaan lasketuksi pis-
teessa po lasketun gradientin ja suuntayksikkovektorin sisédtulona.

o Siispé funktio kasvaa nopeimmin gradientin suuntaan ja sen kasvu on 0 gra-
dienttia vastaan kohtisuoraan suuntaan.

e Suunta, johon funktion kasvu on 0 on tasa-arvokédyran (tai -pinnan) tangentin
(tangenttitason) suuntainen, joten gradientti on normaalin suuntainen.



98.

99.

100.

mplV0001.tex

Joudut tekeméaan vastuunalaisen paatoksen mitoista valmistettaessa laatikkoa. Poh-
jamateriaali on kaksi kertaa niin kallista pinta-alayksikkoa kohti kuin sivu- tai kan-
simateriaali. Milld mitoilla saat V-tilavuuksisen laatikon materiaalikustannukset mi-
nimoiduksi? Perustele, etté ratkaisusi on globaali minimi joukossa {(x,y)|z > 0,y >
0}. (Toisia derivaattoja ei véilttméatta tarvita.)

(Kayta Maplea sydamesi kyyllydesta, vaikka késinlaskullakin selvidisit.)

DokuT mplV0009.tex
“Pikku projekti”
Maarita funktion
fx,y) = 1/z + 1/y + sin(a?y?)
suurin ja pienin arvo joukossa [1,2] x [1,2].

Maplen lisaksi kannattaa kokeilla Matlab:lla meshgrid, max/min, find .. .-
tekniikkaa. Toki ihan optimointiin raatéaloityja funktioitakin kummallakin ohjelmal-
la. Mutta ensisijaisesti ihan perustekniikoita, please!.

Vihje: Vaatimattomasta ulkoasustaan huolimatta voi olla hiukan tyolas.

mplVO011.tex

a) Muodosta funktion f(z,y) = cos(z + siny) toisen asteen Taylorin polynomi
kehitettyna (0, 0):ssa. Miten hyvan approksimaaton saat arvolle f(0.1,—0.2) 7
(Vertaa Maplen antamaan tarkkaan likiarvoon, ei tarvitse miettia jaddnnoster-
miarviota.)

b) Médrita funktion f(z,y)

= asteita 2,3 ja 4 olevat Taylorin polynomit
kehitettyné pisteessa (2,1)

1
2z—2y

b) Piirra funktio f(z,y) ja eriasteisia Taylorin polynomeja pintapiirrokisna ja/tai
korkeuskayrina.

Kts. myos harj7ohje.mws
Avainsanat: Usean muuttujan Taylorin polynomi, diff, mtaylor,plot3d,contour.

Vihje: a)-kohta on kisinlasku, tarkistukseen siindkin Maplen diff. b)-kohta Maplen diff-funktiolla.
Lopuksi voit kokeilla my6s mtaylor-komentoa. (Tarkoitus on Maple-avusteinen oppiminen, ei liian

valmiiden “nappuloiden” paineleminen.)

Ratkaisut tehtéviin mplV010 ja mplV011: “ratkaisut”-linkista (molemmat samassa
tyoarkissa).



101.

102.

mplV012.tex
Méérita funktion f(x,y) = o3 + y* — 3zy kriittiset pisteet (KRP) ja niiden luonne.
(min/max/satula/singulaari) Havainnollista piirroksin.

Avainsanat: Kriittiset pistet, min/max, osittaiderivaatta, nollakohta.

Vihje: Yhtélosysteemin ratkaisu: solve({yhtl,yht2},{x,y}); Polynomiyhtél6isséd kannattaa

usein jatkaa komennolla allvalues. Numeerinen ratkaisu: fsolve

mplDi005.tex
Maple, Mathematica , Matlab (erityisesti b)-kohta).

Laske integraali
2m CcosT
[ —
o 13 —12cos2x

a) symbolisesti, b) numeerisesti. Piirrd integroitavan funktion kuvaaja. Mika itse
asiassa on integraalin arvo?

Suorita b)-kohta sekd Maplella ettd Matlab:lla (Toki voit kokeilla Matlab:1la myos
a)-kohtaa tyyliin syms x ja sitten Maple-komento int.)

Vihje:

Mathematica:

Symbolinen integrointi tapahtuu funktiolla Integrate, numeerinen funktiolla

NIntegrate. Jilkimmaisessd sovelletaan suoraan jotakin numeerisen integroinnin menetelméé, jon-
ka valintaan myos kiyttdja voi vaikuttaa. Ks. dokumentaatiota, erityisesti Implementation Notes.

Maple:

Symbolinen integrointi tapahtuu funktiolla int, numeerinen funktiolla

int(...,type=numeric) tai evalf (Int(...)). Numeerisessa sovelletaan suoraan jotakin numee-
risen integroinnin menetelméd, jonka valintaan myo6s kayttaja voi vaikuttaa.

Esim: evalf(Int(f, x = 0 .. 2, digits = 20, method = _Dexp))

Matlab:
Integrandi mééritelldén funktioksi (helpoimmin funktiokahvaksi “function handle”). Sitten quad-
alkuiset Matlab-funktiot.

Viitteet:

http://math.tkk.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/m-files.html (Matlab:n
funktiokahva, function handle)

mplSarjat

Laske sarjan

< 2r — 1\F
Z(?)x—i-l)

k=0



summa. Milld arvoilla x € R sarja suppenee? Piirrd summafunktion kuvaaja.
Summa lasketaan komennolla sum

mplFS03 (Maple Mathematica, Matlab)

Maarita seuraavat summat:

1000 ' o 1
k=1 k=1

Maple: Kokeile edelliseen seka sum ettd add - komentoja, jalkimmaéiseen vain sum.

Matlab: Muodosta vektori 1,2, ...1000 ja sitten vain sum. Jalkimmaisesséd voit laskea muuta-
malla, toinen toistaan suuremmalla arvolla. (Numeerisesti et tietenkddn voi summata aéretto-
myyksiin.)

mplFS05

Maarita symboliset summat:
Z k ja Z I
k=1 k=1

Vihje Maple-funktio sum

(Symbolinen summaus on integraalifunktion mééarittdmisté vastaava diskreetti tehtavé, usein
jopa vaikeampi.)

-e

mplGrafiikka

103. Tiedosto: mplG001.tex
Piirrd funktion f(x) = sin(8z) + sin(9z) kuvaaja.

Vihje: Tarkastele riittdavan pitkdsd valia



104. mplG002.tex

a.) Suorita plot(1/x,x=-1..1); Miten saisit kuvan niyttdmaan paremmalta?

b.) Kokeile datan piirtoa tahdn tapaan

h:=0.01: xy=seq([k*h,1/(k*h)],k=1..100);
plot ([xyl)

(Data annettu xy-pisteiden listana.)

c.) ja myos:

x:=[seq(k*h,k=1..100)]: y:=map(z->1/z,%);
plot(x,y)

(Matlab-tyylinen datan piirto (uusissa Maple-versioissa.))

d.) Kokeile nyt sitd Matlab-piirtoa vertailuksi viimeksi mainittuun:

h=0.01; x=h:h:1;
plot(x,1./x)

Vihje: a)-kohtaan:
( ?plot,options ). Etsi options-luettelosta discont=true- kohta. Kokeile myds, mita

discont (1/x,x); vastaa.

105. mplG009.tex

Kun suoritat komennon with(plots): saat kdyttoosi mm. funktiot contourplot
ja implicitplot.

Kokeile vaikkapa contourplot(x~2+y~2,x=-5..5,y=-5..5) ja
implicitplot(x~2+y~2=1,x=-1..1,y=-1..1)

Piirrd funktion f(x,y) = ylnx + xlny korkeuskéyrid pisteen (1,1) ympéristossa.
Piirré erityisesti se, joka kulkee pisteen (1, 1) kautta.

Klikkaa hiirelld kuvaa ja etsi kdyralta piste, joka on ldhelld pistetta (1,1). Seuraa
pisteen koordinaatteja tyokalunauhan vasemmasta laatikosta.



106. [Matlab,Maple,Mathematica] (Vihjeet ja ratkaisut tdssd vain Matlab/Maple.)

Piirra pintakuva ja korkeuskayrapiirros funktiosta

f(z,y) =sin(3y — 2> + 1) + cos(2y* — 21).

Ota alueeksi vaikka [-2 2 -1 1] .

Vihje:

1) Matlab

Kéyttdjan tdytyy itse muodostaa koordinaattihila ja sen pisteisséd korkeusarvomatriisi Z. Tama
hoituu "teho-operaattorilla'meshgrid, johon kannattaa panostaa muutenkin.

Korkeusarvomatriisi Z tehdéén kahden muuttujan funktiolle tdhén tapaan:

x=linspace(a,b,m); y=linspace(c,d,n); % m ja n luokkaa 30.
[X,Y]=meshgrid(x,y);
Z=f (X,Y);

(Kokeile periaatetta pienilld, hiukan erikokoisilla matriiseilla X,Y.)
Tissé funktion f on toimittava pisteittiisin operaatioin. Jos vaikka f(x,y) = 22 — 2, niin kirjoi-
tettaisiin:

Z2=X."2 - Y.72;

Pintoihin mesh(x,y,Z), surf(x,y,Z), ... Kokeile myos colorbar yms.

Matlabilla korkeuskéyriin contour , voit myos kokeilla ezcontour-funktiota. Mahdollisuus on ko-
keilla my6s korkeuskéyrien valitsemistapoja, clabel.

Al# diskretoi liian hienoksi. Linspacessa 100 on ihan liikaa, n. luokkaa 30 olkoon ldhtékohta.

2) Maple:
Helpompaa, koska hila tehddan ohjelman toimesta. Tulos ei aivan niin loistava kuin Matlabissa.
(Osin tosin varsin hienoa tdmaékin, ja “context sensitive”).

with(plots):
plot3d(f (x,y),x=a..b,y=c..d);
contour (f (x,y) ,x=a..b,y=c..d); # Tarkista!

Luokittelu:

mplteht/mplGrafiikka/mplGxx.tex, matlabteht/mlGrafiikka/mlGxx.tex
Avainsanat:

3D-grafiikka, pinta, pinnat, korkeuskayrat, korkeuskayrat



107. [Matlab,Maple,Mathematica] (Vihjeet ja ratkaisut téssi vain Matlab/Maple.)

Piirra pintakuva ja korkeuskayrapiirros funktiosta

f(z,y) =sin(3y — 2> + 1) + cos(2y* — 21).

Ota alueeksi vaikka [-2 2 -1 1] .

Vihje:

1) Matlab

Kéyttdjan tdytyy itse muodostaa koordinaattihila ja sen pisteisséd korkeusarvomatriisi Z. Tama
hoituu "teho-operaattorilla"meshgrid, johon kannattaa panostaa muutenkin.
Korkeusarvomatriisi Z tehdéén kahden muuttujan funktiolle tdhén tapaan:

x=linspace(a,b,m); y=linspace(c,d,n); % m ja n luokkaa 30.
[X,Y]=meshgrid(x,y);
Z=f (X,Y);

(Kokeile periaatetta pienilld, hiukan erikokoisilla matriiseilla X,Y.)
Tissé funktion f on toimittava pisteittiisin operaatioin. Jos vaikka f(x,y) = 22 — 2, niin kirjoi-
tettaisiin:

Z2=X."2 - Y.72;

Pintoihin mesh(x,y,Z), surf(x,y,Z), ... Kokeile myos colorbar yms.

Matlabilla korkeuskéyriin contour , voit myos kokeilla ezcontour-funktiota. Mahdollisuus on ko-
keilla my6s korkeuskéyrien valitsemistapoja, clabel.

Al# diskretoi liian hienoksi. Linspacessa 100 on ihan liikaa, n. luokkaa 30 olkoon ldhtékohta.

2) Maple:
Helpompaa, koska hila tehddan ohjelman toimesta. Tulos ei aivan niin loistava kuin Matlabissa.
(Osin tosin varsin hienoa tdmaékin, ja “context sensitive”).

with(plots):
plot3d(f (x,y),x=a..b,y=c..d);
contour (f (x,y) ,x=a..b,y=c..d); # Tarkista!

Luokittelu:

mplteht/mplGrafiikka/mplGxx.tex, matlabteht/mlGrafiikka/mlGxx.tex
Avainsanat:

3D-grafiikka, pinta, pinnat, korkeuskayrat, korkeuskayrat



108. mplGxx.tex, mlGxx.tex (nare.ex )

Matlab,Maple,Mathematica

f(z,y) =sin(3y —2® + 1) + cos(2y* — 21).

Piirré pintakuva ja korkeuskéyrapiirros.

Ota alueeksi vaikka [-2 2 -1 1] .

Vihje: Tutustu samalla Matlabin meshgrid:n toimintaan.
Korkeusarvomatriisi Z tehdéén kahden muuttujan funktiolle tdhén tapaan:

>> x=linspace(a,b,m); y=linspace(c,d,n); % m ja n luokkaa 30.
>> [X,Y]=meshgrid(x,y);
>> Z=f(X,Y);

(Kokeile periaatetta pienilld, hiukan erikokoisilla matriiseilla X,Y.)
Tissé funktion f on toimittava pisteittiisin operaatioin. Jos vaikka f(z,y) = % —y?, kirjoitettaisiin:
7Z=X."2 - Y."2;

Pintoihin mesh(x,y,Z), surf(x,y,Z), ... Kokeile myds colorbar yms.

Matlabilla korkeuskéyriin contour , voit myos kokeilla ezcontour-funktiota. Mahdollisuus on ko-
keilla my6s korkeuskéyrien valitsemistapoja, clabel.

Al# diskretoi liian hienoksi. Linspacessa 100 on ihan liikaa, n. luokkaa 30 olkoon ldhtokohta.

Maple: Helpompaa, mutta tulos ei aivan niin loistava kuin Matlabissa. (Osin tosin varsin hienoa
tamékin, ja “context sensitive”).

> with(plots):
> plot3d(f(x,y),x=a..b,y=c..d);
> contour(f(x,y),x=a..b,y=c..d); # Tarkista!

Luokittelu:

mplteht/mplGrafiikka/mplGxx.tex, matlabteht/mlGrafiikka/mlGxx.tex
Avainsanat:

3D-grafiikka, pinta, pinnat, korkeuskéayrat, korkeuskayrat

mplGrafiikka

Tiedosto: mplGr001.tex
Piirra funktion f(z) = sin(8x) + sin(9z) kuvaaja.



Vihje: Tarkastele riittavan pitkaa valid

Vaativuus: 1
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplGraphics/mplGr001.tex

Ratkaisu:
.. /mplteht /mplGraphics/ratkaisut /mplGr001R.pdf|
../mplteht /mplGraphics/ratkaisut/mplGrO01R.mw:

Avainsanat: Maplegrafiikkaa, plot, mplGraphics, mplGr, Maplepiirto, kuvat, figure

Maplefunktioita: plot
mplGr002.tex

(a) Suorita plot(1/x,x=-1..1); Miten saisit kuvan nidyttdmaan paremmalta?

(b) Kokeile datan piirtoa tdhan tapaan

h:=0.01: xy=seq([kx*h,1/(k*h)],k=1..100);
plot ([xyl)

(Data annettu xy-pisteiden listana.)

(c) ja myos:

x:=[seq(k*h,k=1..100)]: y:=map(z->1/z,x);
plot(x,y)

(Matlab-tyylinen datan piirto (uusissa Maple-versioissa.))

(d) Kokeile nyt sitd Matlab-piirtoa vertailuksi viimeksi mainittuun:

h=0.01; x=h:h:1;
plot(x,1./x)

Vihje: a)-kohtaan:
( ?plot,options ). Etsi options-luettelosta discont=true- kohta. Kokeile my6s, mita
discont(1/x,x); vastaa.

Vaativuus: 1+
Tehtavin Latex-koodi:
../mplteht /mplGraphics/mplGr002.tex

Avainsanat: Maplegrafiikkaa, plot, mplGraphics, mplGr, Maplepiirto, kuvat
Maplefunktioita: plot,options



file:../mplteht/mplGraphics/mplGr001.tex
file:../mplteht/mplGraphics/ratkaisut/mplGr001R.mw
file:../mplteht/mplGraphics/mplGr002.tex

mplGr009.tex
Kun suoritat komennon with(plots) : saat kayttoosi mm. funktiot contourplot ja implicitplot.

Kokeile vaikkapa contourplot(x~2+y~2,x=-5..5,y=-5..5) ja
implicitplot(x~2+y~2=1,x=-1..1,y=-1..1)

Piirra funktion f(z,y) = ylnx + xIny korkeuskéyrié pisteen (1, 1) ympéristossa. Piirré erityi-
sesti se, joka kulkee pisteen (1, 1) kautta.

Klikkaa hiirelld kuvaa ja etsi kayréltd piste, joka on ldhelld pistettd (1,1). Seuraa pisteen
koordinaatteja tyokalunauhan vasemmasta laatikosta.

Vaativuus: 1+
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplGraphics/mplGr009.tex

Avainsanat: Maplegrafiikkaa, plot, mplGraphics, mplGr, Maplepiirto, kuvat, figure

Maplefunktioita: with(plots), plot, plot3d, contourplot, implicitplot

mplGr010.tex [mlGxx.tex (mzre.ex )]

[Matlab,Maple,Mathematica| (Vihjeet ja ratkaisut tassa vain Matlab/Maple.)

Piirra pintakuva ja korkeuskayrapiirros funktiosta

f(z,y) =sin(3y —2® + 1) + cos(2y* — 21).

Ota alueeksi vaikka [-2 2 -1 1] .

Vihje:
1) Matlab
Kayttdjan taytyy itse muodostaa koordinaattihila ja sen pisteissé korkeusarvomatriisi Z. Téma

hoituu "teho-operaattorilla'meshgrid, johon kannattaa panostaa muutenkin.
Korkeusarvomatriisi Z tehdaén kahden muuttujan funktiolle tahén tapaan:

x=linspace(a,b,m); y=linspace(c,d,n); % m ja n luokkaa 30.
[X,Y]=meshgrid(x,y);
Z=f (X,Y);

(Kokeile periaatetta pienilld, hiukan erikokoisilla matriiseilla X,Y".)
Tissda funktion f on toimittava pisteittiisin operaatioin. Jos vaikka f(x,y) = 2? — y?, niin

kirjoitettaisiin:

2=X."2 - Y.72;


file:../mplteht/mplGraphics/mplGr009.tex

Pintoihin mesh(x,y,Z), surf(x,y,Z), ... Kokeile myos colorbar yms.

Matlabilla korkeuskéyriin contour , voit myos kokeilla ezcontour-funktiota. Mahdollisuus on
kokeilla my0s korkeuskayrien valitsemistapoja, clabel.

Al# diskretoi lilan hienoksi. Linspacessa 100 on ihan liikaa, n. luokkaa 30 olkoon lihtékohta.

2) Maple:
Helpompaa, koska hila tehdédan ohjelman toimesta. Tulos ei aivan niin loistava kuin Matlabissa.
(Osin tosin varsin hienoa tamékin, ja “context sensitive”).

with(plots):
plot3d(f(x,y),x=a..b,y=c..d);
contour (f (x,y) ,x=a..b,y=c..d); # Tarkista!

Vaativuus: 1+
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplGraphics/mplGr010.tex

Ratkaisu:

.. /mplteht /mplGraphics/ratkaisut /mplGrO10R.pdf|

../mplteht /mplGraphics /ratkaisut /mplGrO10R.mw:

Matlab-ratkaisu:

http://math.aalto.fi/ apiola/matlab/opas/lyhyt/ratkaisuja/html/H3teht4.html

Avainsanat: Maplegrafiikkaa, 3D-grafiikka, pinta, pinnat, korkeuskéyrét, korkeuskayrat, mpl-
Graphics, mplGr, Maplepiirto, kuvat, surface

Maplefunktioita: with(plots), plot3d,contourplot

-


file:../mplteht/mplGraphics/mplGr010.tex
file:../mplteht/mplGraphics/ratkaisut/mplGr010R.mw
http://math.aalto.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/ratkaisuja/html/H3teht4.html

mplIntegraalimuunnos

109.

110.

mplI001.tex

Laske méaritelmén perusteella seuraavien funktioiden Laplace-muunnokset ja ilmoi-
ta muunnosfunktion méarittelyalue.

Saat hyodyntad Maplea integroinneissa, mutta kirjoita kuitenkin ainakin jokunen
osittaisintegrointikaava ensin késin. Rajankaynnit tulee pédatella ilman Maplea.

a) f(t)=1%, b) f(t) =te,
c) f(t) =cosat d) f(t) =sinat
Vihje:

Luokittelu:

Avainsanat:

Ratkaisu:
Viitteet:

mplI002.tex

Laske Laplace-muunnokset (samaan tyyliin kuin edelld).
1, te(l,2 t, tel0,1]

a t — b t =

) 50 {O’ TR {O’ <

Vihje: [HAM] ss. ...

Luokittelu:

Avainsanat:

Ratkaisu:

Viitteet: [HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-
ohjelmalla, Otatieto 588, 1998.



mplIntegraalimuunnos

111.

112.

mplI001.tex

Laske méaritelmén perusteella seuraavien funktioiden Laplace-muunnokset ja ilmoi-
ta muunnosfunktion méarittelyalue.

Saat hyodyntad Maplea integroinneissa, mutta kirjoita kuitenkin ainakin jokunen
osittaisintegrointikaava ensin késin. Rajankaynnit tulee pédatella ilman Maplea.

a) f(t)=1%, b) f(t) =te,
c) f(t) =cosat d) f(t) =sinat
Vihje:

Luokittelu:

Avainsanat:

Ratkaisu:
Viitteet:

mplI002.tex

Laske Laplace-muunnokset (samaan tyyliin kuin edelld).
1, te(l,2 t, tel0,1]

a t — b t =

) 50 {O’ TR {O’ <

Vihje: [HAM] ss. ...

Luokittelu:

Avainsanat:

Ratkaisu:

Viitteet: [HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-
ohjelmalla, Otatieto 588, 1998.

mplIntT001.tex

Laske maaritelméan perusteella seuraavien funktioiden Laplace-muunnokset ja ilmoita muun-
nosfunktion méaarittelyalue.

Saat hyodyntda Maplea integroinneissa, mutta kirjoita kuitenkin ainakin jokunen osittaisin-
tegrointikaava ensin késin. Rajankaynnit tulee paatella ilman Maplea.



a) f(t)=1%, b) f(t) =te”,
c) f(t) =cosat d) f(t) =sinat

Vaativuus:
Avainsanat:

Viitteet:

mplIntT002.tex

Laske Laplace-muunnokset (samaan tyyliin kuin edelld).
1, tell,? t, telo1]
t) = b t) =
2) 1) {O’ TR {0, !
[HAM] ss.

Vaativuus: 1
Avainsanat:

Viitteet: [HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-ohjelmalla,
Otatieto 588, 1998.

-€



mplKompleksi

113.

114.

115.

mplKO001.tex
Maple-ohjeita muutamaan seuraavaan tehtiavain

plot, seq, map, subs, with(plots), complexplot, plot3d

seuraavassa xploty tarkoittaa mita tahansa piirtofunktiota.

with(plots): # Ladataan lisédgrafiikkakirjasto
kuval:=xploty(...): # Kuvan tallettaminen muuttujaan.
kuva2:=xploty(...): # ... ja toinen.

display(kuval,kuva2); # Nain yhdistetdan grafiikkoja.

F:=2xx+exp(x*y); # Lausekkeen arvo muuttuu, kun x ja y muuttuvat.

# MUTTA: F(x,y) tai F(a,b) on vailla mielté!

# Jos halutaan laskea F:n arvo, kun x=a, y=b, komennetaan:
subs (x=a,y=b,F) ;

f:=(x,y)-> 2*x+exp(x*y); # Funktiomdaritys.
f(a,b) # toimii nyt.

Lisda tdhan omia ohjeitasi/poista tarpeettomial

Avainsanat: Maple-ohjeita, mapleohjeet.

mplK002.tex
Lausu De Moivren kaavaa hyodyntden cos3y ,cosde ja sinby cosp:mn ja sine:mn
avulla.

Vihje: Sopii késinlaskuksi, mutta voidaan hyodyntdéd myocs Maplea.

Avainsanat: Kompleksiluvut, De Moivre’n kaava, trigonometriset yhtalot.

mplK003.tex

Kasinlasku

Kompleksiluvulla e kertominen suorittaa kierron kulman o« verran. Téméhén on
vanha Cl-tuttu olio, tason R? lineaarikuvaus, jolla niin ollen on matriisiesitys. Johda
kiertokuvauksen matriisiesitys muodostamalla tulo w = €®z, z = x + iy = re'®

Pieni ("vapaaehtoinen") jatko-osa:

Tastd on helppo yleistééd mielivaltaisella kompleksiluvulla Re’® kertomiseen. Miten
kuvausta voi sanoin kuvailla ?

Avainsanat: Kompleksiluvut, tason kiertokuvaus.



116. mplK004.tex
Ykkosen n:nsien juurien késittelyd varten méaérittele Maple-funktio

w:=(k,n)->exp (I*2xk*Pi/n) ;
Piirra yksikkoympyré ja kaikki {/1:t joillakin n:n arvoilla.

Laadi sitten Maple-skripti, jolla voidaan laskea ja piirtda syotteend annetun mieli-
valtaisen kompleksiluvun kaikki n:nnet juuret.

> z:=2+3%I : n:=10: 7 Muuteltava sydterivi
> juuret:=seq(w(k,n),k=0..n-1);
> 7 complexplot

Huomaa, ettd e©, © € [0,27) “piirtdd” yksikkéympyrin. complexplot on juuri
reaalimuuttujan kompleksiplotti.

Kts. tarkemmin
http://www.math.hut.fi/teaching/v/2/02/H/complex6.html

Tassa pikatietoisku kompleksiluvuista:

http://www.math.hut.fi/opetus/Mattie/Mattie0/Luentomatskua/
kompleksianalyysi/kompluvut.html

Avainsanat: Kompleksiluvut, ykkosen juuret, complexplot

117. mplK002.tex
Lausu De Moivre’n kaavaa hyodyntaen cos3y ,cosdy ja sindy cosp:m ja sinem
avulla.

Vihje: Sopii késinlaskuksi, mutta voidaan hyédyntdd myocs Maplea.

Avainsanat: Kompleksiluvut, De Moivre'n kaava, trigonometriset yhtalot.

mplLineaarialgebra

mplLA000.tex

Matriisit Maplessa

Komennolla

with(LinearAlgebra)
ladataan laaja lineaarialgebran kirasto. Maplessa on my6s vanhempi 1inalg. Joissakin yhteyk-
sissa tarvitaan myos tata.



o Matriisin
a b c
A= ld e f]
voi syottaa joko vaakavektoreita paallekkain latomalla:
A =<<alble >, < dle|f >>
tai pystyvektoreita vierekkéain:
A=<<a,d>|<be>|<c f>>.
Ohjetiedoston Latex-koodi:
../mplteht /mplLinalg/mplLA000.tex

Avainsanat: Lineaarialgebraa Maplella, matriisilaskentaa,mplLinalg, mplLA

Maplefunktioita: with(LinearAlgebra); with(linalg); Matrix, matrix, Vector, vector

mplLA0O01.tex
Ratkaise yhtaloryhma

Ax =Db,
kun
5 =13 —-13 -2 7 —196
8 -4 30 -1 -—12 435
A=1|-23 3 7 15 7 |,b=| 11
9 36 -1 14 16 111
3 28 7T 14 5 195
Vihje: Matriisin
a b c
A= [d e f]

voi syottaa joko vaakavektoreita paallekkéin latomalla:
A =<<alble >, < dle|f >>
tai pystyvektoreita vierekkain:

A=<<a,d>|<be>|<ec f>>.

Vaativuus: 1
Tehtavin Latex-koodi:
../mplteht /mplLinalg /mplLA001.tex

Avainsanat: Lineaarialgebraa Maplella, matriisilaskentaa,mplLinalg, mplLLA

Maplefunktioita: with(LinearAlgebra); with(linalg); Matrix, matrix, Vector, vector



file:../mplteht/mplLinalg/mplLA000.tex
file:../mplteht/mplLinalg/mplLA001.tex

mplLA002.tex
Muodosta Maplessa matriisi

A:

—=
o~ O
S = Ot

(a) Maarittele aliakset vihjeen mukaan.

(b) Muodosta karakteristinen polynomi suoraan madaritelmén mukaan hyodyntéden aliaksia
Det, Id.

(¢) Muodosta karakteristinen polynomi LinearAlgebra-kirjaston CharacteristicMatrix ja
Determinant-komentojen avulla.

(d) Sovella factor-komentoa polynomiin (sattuu onnistumaan), ja ratkaise puuttuvat juuret
solve-komennolla.

e) Néappadise hiirelld matriisia A ja paina oikeaa painiketta. Valitse Eigenvalues, ja voit kokeilla
muitakin.

Vihje: Lataa kirjasto ja méarittele alias-nimet pitkille nimille:

> with(LinearAlgebra)
> alias(Det=Determinant,chmat=CharacteristicMatrix,Id=IdentityMatrix)

Vaativuus: 1+
Tehtavin Latex-koodi:
../mplteht /mplLinalg /mplLA002.tex

Avainsanat: Lineaarialgebraa Maplella, matriisilaskentaa,mplLinalg, mplL A, ominaisarvot,ominaisvektorif
polynomi

Maplefunktioita: with(LinearAlgebra); with(linalg); Matrix, matrix, Vector, vector, Eigen-
values,Eigenvectors

mplLA003.tex

Tutustu tahdn: http://www.math.hut.fi/teaching/v/3/02/L/LA html, voit ottaa vastaavan
.mw:n pohjaksi. Kirjoita viitteen http://www.math.hut.fi/teaching/v/3/00/L/G-J.html
Maple-ty6 LinearAlgebra-tyylilla, LA.mw/html:n mallin mukaisesti. Tarkista rivioperaatiot
ref- ja rref-aliaksia kdyttden. Selvitd ratkaisujen “lukuméérd” (olemassaolo ja mahd. vapai-
den parametrien mééra). Tarkista lopuksi komennolla LinearSolve.

Vihje: Maplessa on kaksi lineaarialgebrakirjastoa: vanhempi linalg ja uudempi LinearAlgebra.
Téssa tehtdvissa opetellaan uudemman kéyttod (se on mm. matriisien osien késittelyn kannal-
ta selkedmpdd, selvasti Matlab-vaikutteista). Samalla opitaan/kerrataan oikeaa asiaa liittyen
lineaaristen yhtalosysteemien perusoppiin.

Vaativuus: 1+
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplLinalg /mplLA003.tex


file:../mplteht/mplLinalg/mplLA002.tex
http://www.math.hut.fi/teaching/v/3/02/L/LA.html
http://www.math.hut.fi/teaching/v/3/00/L/G-J.html
file:../mplteht/mplLinalg/mplLA003.tex

Ratkaisu:
.. /mplteht /mplLinalg /ratkaisut /mplLAOO3R.pdf|
../mplteht /mplLinalg/ratkaisut/mplLAO03R.mw

Avainsanat: Lineaarialgebraa Maplella, matriisilaskentaa,mplLinalg, mplLLA, matriisien muo-
dostaminen, Gaussin eliminointi

Maplefunktioita: with(LinearAlgebra); with(linalg); Matrix, matrix, Vector, vector

mplLA004.tex
Nyt emme enaé harjoittele rivioperaatioilla laskemista, vaan kaikissa on lupa kéiyttaa ref/rref-
aliasoituja funktioita.

Méérita kanta R®:n aliavaruudelle, jonka virittavit vektorit vq = (1,1,0,0,1), vo = (0,2,0,1, —1),
vy = (0,-1,1,0,2), va = (1,4,1,2,1), vs = (0,0,2,1,3).

Jos Aatu saa tulokseksi jotkin vektorit ja Ohky saa jotkin toiset (saman méiirin sentdén toi-
vottavasti), niin miten selvitét, kumpi on oikeassa vai kenties kumpikin?

Vihje:

with(LinearAlgebra)
alias(ref=GaussianElimination,rref=ReducedRowEchelonForm)

Vaativuus: 2-
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplLinalg/mplLA004.tex

Ratkaisu:
|../mplteht /mplLinalg/ratkaisut/mplLA004R.pdf]
../mplteht /mplLinalg/ratkaisut /mplLA004R.mw

Avainsanat: Lineaarialgebraa Maplella, matriisilaskentaa,mplLinalg, mplLA kanta,basis,lineaarinen
riippuvuus/mattomuus, viritys

Maplefunktioita: with(LinearAlgebra); with(linalg); Matrix, matrix, Vector, vector, alias(ref=GaussianE

mplLA005.tex

51 2 2 0

Olkoon A = 332 -1 —12 ja merkitdan sarakevektoreita ap,...,as. Olkoon B =
8 4 4 -5 12 |’ T
211 0 =2

[al, ag, 34]-


file:../mplteht/mplLinalg/ratkaisut/mplLA003R.mw
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(a) Selvitd, miksi ag ja as kuuluvat B:n sarakeavaruuteen col(B).

(b) Méaérita nolla-avaruuden N(A) kanta.

(c) Olkoon T : R® s R* A:n méidradmé lineaarikuvaus, ts. Tx = Ax (ts. T = Lg). Selvité,
miksi 7T ei ole injektio eiké surjektio.

Vihje

with(LinearAlgebra)
alias(ref=GaussianElimination,rref=ReducedRowEchelonForm)

Vaativuus: 2-
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplLinalg/mplLA005.tex

Ratkaisu:
|../mplteht /mplLinalg/ratkaisut/mplLAO05R.pdf]
../mplteht /mplLinalg/ratkaisut/mplLAO05R.mw

Avainsanat: Lineaarialgebraa Maplella, matriisilaskentaa,mplLinalg mplLA, sarakeavaruus,
nolla-avaruus, columnspace, nullspace

Maplefunktioita: with(LinearAlgebra); with(linalg); Matrix, matrix, Vector, vector,alias(ref=GaussianEl

mplLA006.tex
1 3 -1 4
Olkoon A=|2 1 5 7
3 4 4 11

(a) Maaritd sarakeavaruuden kanta.

(b) Méaérita riviavaruuden kanta.

(c) Maarita nolla-avaruuden (ytimen) dimensio.

(d) Tarkista dimensioita koskevan peruslauseen toteutuminen.

Vihje

with(LinearAlgebra)
alias(ref=GaussianElimination,rref=ReducedRowEchelonForm)

Sopii my6s késinlaskuun.

Vaativuus: 1+
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplLinalg/mplLA006.tex

Ratkaisu:
.. /mplteht /mplLinalg /ratkaisut /mplLAOOGR.pdf|



file:../mplteht/mplLinalg/mplLA005.tex
file:../mplteht/mplLinalg/ratkaisut/mplLA005R.mw
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../mplteht /mplLinalg/ratkaisut /mplLAOO6R.mw

Avainsanat: Lineaarialgebraa Maplella, matriisilaskentaa,mplLinalg, mplLA kanta, dimensio,
riviavaruus, sarakeavaruus, nolla-avaruus

Maplefunktioita: with(LinearAlgebra); with(linalg); Matrix, matrix, Vector, vector, alias(ref=GaussianE

mplLA007.tex

(a) Olkoon A m x m-matriisi ja Ab = [A D] liitdnndismatriisi. Lausu (valttaméaton ja riittava)
ehto rangien r(A) ja r(Ab) avulla sille, etta yhtélosysteemilla Az = b olisi ratkaisu(ja) (eli on
konsistentti).

(b) Osoita, ettd m x n-matriisille A pitee r(A) + n(AT) =m
Vihje: Puhdas kasinlasku.

Vaativuus: 2
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplLinalg/mplLA007.tex

Ratkaisu:
.. /mplteht /mplLinalg /ratkaisut /mplLAOO7R.pdf|
../mplteht /mplLinalg/ratkaisut/mplLAO07R.mw

Avainsanat: Lineaarialgebraa Maplella, matriisilaskentaa,mplLinalg, mplLA

Maplefunktioita: with(LinearAlgebra); with(linalg); Matrix, matrix, Vector, vector

mplLA00S8.tex

(a) Osoita, ettd monomit 1,x, 22, ... 2" ovat LRT R:ssi (ts. méérittelyjoukkona koko R) .
(b) Osoita, ettd ne ovat LRT my0s jos maaritelyjoukkona on miké tahansa vili [a, b].

(Tietysti riittaa tehda pelkké (b), niinhan.)

Tapoja on monia: (a)-kohdassa vektoriyhtélo voidaan derivoida toistuvasti ja laskea 0:ssa. Tai
voidaan kiyttdi LRV-lemmaa ja todeta raja-arvokiytoksen perusteella, ettd z* ei voi yhtyd
alemmanasteiseen polynomiin.

(b)-kohta hoituu ainakin polynomien tekijoihinjaolla (ei haittaa, vaikka tulee kompleksilukuja
mukaan). Eras tapa olisi osoittaa, ettd ns. Vandermonden matriisi on aina kddntyvé (sarakkeet
LRT). (Toisaalta tamé tulee sivutuotteena, jos kdytdmme jotain muuta tapaa.) Kyseessd on
matriisi, joka saadaan, kun monomit 1, z,...z" lasketaan n + 1:ssd pisteessa xy, . .., z, (Pisteet
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vaakasuuntaan, potenssit pystysuuntaan.) Maplen LinearAlgebra:ssa on VandermondeMatrix

(c) Piirrd monomien kuvaajia vaikkapa valilla [—1, 1] ja yritd ndhda kuvasta lineaarinen riip-
pumattomuus. Piirrd monomeja isoilla perdkkéisilla parillisilla (tai parittomilla) n:n arvoilla
ja totea "melkein LRV". Tama ilmenee numeerisessa laskennassa esim. interpolaatiopolynomin
tapauksessa "hairicalttiutena'.

Lyhenteet:
Lineaarisesti ritppumaton: LRT
Lineaarisesti risppuvaLRV

Vihje: Puhdas késinlasku, paitsi c)-kohta.

Vaativuus: 2
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplLinalg /mplLA0OS.tex

Ratkaisu:
|../mplteht /mplLinalg/ratkaisut/mplLAOOSR.pdf]
../mplteht /mplLinalg/ratkaisut /mplLAOOSR.mw

Avainsanat: Lineaarialgebraa Maplella, matriisilaskentaa,mplLinalg, mplLA monomien line-
aarinen riippumattomuus, monomit

Maplefunktioita: with(LinearAlgebra); with(linalg); Matrix, matrix, Vector, vector

mplLA009.tex
Matriisin N sarakkeet ovat koordinaatteja, jotka rajaavat ison N-kirjaimen.

N_ |0 05 05 6655 55 0
“10 0 642 0 8 8 158 8

Piirra ensin tuo N.

1 0.25
0 1

Sovella N:4an lineaarikuvausta, jonka matriisi on A = [ ] . Téma on tyyppia "leikkaus",

"shear". Piirré tulos.
Skaalaa sen jalkeen x-koordinaatit kertomalla luvulla 0.75 ja piirré taas.

Vapaaehtoinen lisdys. Pyorittele N:4d "keskipisteen"ympari siirtamallé keskipiste ensin O:oon
ja kertomalla sopivalla kiertomatriisilla ja siirtamalla lopuksi takaisin.

Vihje: Ohje piirtoon: Nykyisin voidaan piirtda datapisteita (yhdysjanoineen) Matlab-tyylisesti(kin)
nain: > plot(vi,v2);
Matriisin M rivi k : M[k,1..-1]
(Vrt. Matlab: M(k,:))
Vanhempi tapa: Piirrettava data pisteiden listana:
> convert(Transpose(N),listlist); plot(%);



file:../mplteht/mplLinalg/mplLA008.tex
file:../mplteht/mplLinalg/ratkaisut/mplLA008R.mw

Vaativuus: 2-
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplLinalg/mplLA009.tex

Ratkaisu:
.. /mplteht /mplLinalg /ratkaisut /mplLAOO9R.pdf|
../mplteht /mplLinalg/ratkaisut/mplLAO09IR.mw

Avainsanat: Lineaarialgebraa Maplella, matriisilaskentaa,mplLinalg, mplLA

Maplefunktioita: with(LinearAlgebra); with(linalg); Matrix, matrix, Vector, vector

mplLA010.tex

(Kyné-paperitehtava)

Tarkastellaan lammonjohtumista ohuessa metallilevysséd. Oletetaan, ettéd johtumista tapahtuu
vain levyn suunnassa, ja levyn reunoilla on annetut (ajan suhteen) vakiolampotilat. Levyn
lampotilat eri pisteissd asettuvat ajan kuluessa arvoihin, jotka ovat ajan suhteen vakioita, tél-
16in puhutaan lampotilajakauman tasapainotilasta ("steady state"). Tehtavand on méaarittaa
lampotilajakauma levysséa tasapainotilan vallitessa.

Tarkastellaan kuvan mukaista tilannetta: (Klikkaa oikealla olevaa pdf-linkkid, niin kuva nakyy
kunnolla.)

--- 20----20---20----
I I I | |
I mmm e *--=40
I I I | |
10--——*==---= mmm e *-===40

I I I I I
----20----20----20---

Kuvassa ndkyvét annetut vakioreunalampotilat (reunaehdot). Tehtévana on laskea ratkaisuap-
proksimaatiot *:1la merkityissa sisdsolmupisteissa kdyttden seuraavaa periaatetta: Lampotila
levyn solmupisteessa on naapurisolmujen lampotilojen keskiarvo.

Jos indeksoidaan solmupisteiden lampdétilat vaakarivijarjestyksessa: Ti, ... T, voidaan ryhtya
kirjoittamaan yhtaloita tyyliin:

__ 20410473 +T:
T1 = #,

Kirjoita koko 6 x 6- yhtéalosysteemi "standardimuodossa’.
Huom: Tasapainotilaratkaisu saadaan ns. Laplacen yhtilon V*T = 0 ratkaisuna. Tissé esitet-
tyyn likimaéardismenettelyyn ns. differenssimenetelmddn

Ratkaisua pyydetadn seuraavassa tehtavéssa.


file:../mplteht/mplLinalg/mplLA009.tex
file:../mplteht/mplLinalg/ratkaisut/mplLA009R.mw

Vaativuus: 2
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplLinalg/mplLA010.tex

Avainsanat: Lineaarialgebraa Maplella, matriisilaskentaa,mplLinalg, mplLA

Maplefunktioita: with(LinearAlgebra); with(linalg); Matrix, matrix, Vector, vector

mplLAO11.tex

Ratkaise edellisen (mplLLA010) tehtévéan yhtalosysteemi Maplea (tai Matlabia) kiayttéen. (Téassa
Maple-ohjeet.) Muodosta sitten edellisen tehtédvan kuvan mukainen 4 X 5 matriisi, jossa on
annetut reunalampdétilat seka lasketut sisdlampotilat oikeilla kohdillaan. Ota nurkkapisteiden
lampotiloiksi kahden naapurisolmun lampétilojen keskiarvo. Piirrd kuva, pyorittele hiirella.

Vihje: Tehtéavissa riittaa kéaytelld LinearAlgebra-kirjaston funktiota LinearSolve.

Ratkaisuvektorin muokkaaminen matriisiksi onnistuu mukavasti, kun leikkaat /liimaat alla ole-
van funktioméérityksen Maple-tyoarkillasi. (Suorita leikkaus pdf-tehtévitiedostosta.)

Reshape:=(vek,m,n)->Matrix(linalg[matrix] (m,n,convert(vek,list)));

Funktio on tehty vastaamaan Matlabin funktion reshape kaytosta siina tapauksessa, jossa vek-
tori muutetaan annetun kokoiseksi matriisiksi.

Lampotilamatriisin rakentelu kannattaa hoidella (Matlabinomaiseen) tyyliin:

Tsisa:=Reshape(T,2,3); # vektorissa T on ratkaisulampotilat.
Tiso:=Matrix(4,5,0);
vaaka:=<15|20120|20]30>;

pysty:=...;
Tiso[2..3,2..4] :=Tsisa;

Piirtdminen komennolla matrixplot (muista with(plots):)
matrixplot(Tiso,axes=boxed);
Pyorittele kuvaa hiirella.

Huom: Sanomattakin on selvia, ettd tehtavéi sopii erikoisen hyvin Matlab:lle. Tassa pikem-
minkin naytetadn, ettd Maplen LinearAlgebra-tyokaluilla voidaan matkia Matlab-tyotapaa ja
paasta lahelle samaa kasittelymukavuutta.

Lisatehtava: Tee ratkaisu Matlabilla!

Palataan asiaan perusteellisemmin Matlab-tehtédvien yhteydessa, jolloin kasitelladn l&hemmin
differenssimenetelmaa.

Vaativuus: 2
Tehtdvan Latex-koodi:
../mplteht /mplLinalg /mplLAO11.tex


file:../mplteht/mplLinalg/mplLA010.tex
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Ratkaisu:
.. /mplteht /mplLinalg /ratkaisut /mplLAO11R.pdf|
../mplteht /mplLinalg/ratkaisut/mplLAO11R.mw

Avainsanat: Lineaarialgebraa Maplella, matriisilaskentaa,mplLinalg, mplLA

Maplefunktioita: with(LinearAlgebra); with(linalg); Matrix, matrix, Vector, vector

mplLA012.tex
Olkoon B = {1, cost,...,cos®t} ja C = {1,cost,...,cos6t}.

Suorita Maple-komennot:
> cos(2*t): Y=expand(%);
> cos(6%t): Y=expand(%);

Olkoon H = sp(B). Osoita, ettd B on H:n kanta. (Td4méa on miltei pelkkd toteamus, sehén
palautuu monomien LRT- ominaisuuteen.) Varsinainen tehtéva:

Kirjoita C:n vektorien B-koordinaattivektorit (kdyttaen hyvaksi edella viitatun Maple-istunnon
tuloksia) ja osoita niiden avulla, ettd C on LRT ja siis H:n kanta.

Vihje: Merkinnét kirjan Lay Linear Algebra mukaiset.

Vaativuus: 2
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplLinalg/mplLA012.tex

Ratkaisu:
|../mplteht /mplLinalg/ratkaisut/mplLA012R.pdf]
../mplteht /mplLinalg/ratkaisut/mplLA012R.mw

Avainsanat: Lineaarialgebraa Maplella, matriisilaskentaa,mplLinalg, mplLLA

Maplefunktioita: with(LinearAlgebra); with(linalg); Matrix, matrix, Vector, vector

mplLA013.tex
Lay: Linear Algebra s. 277 teht. 17

Olkoon B = {1,cost,...,cos%t} = {xq,...,%6} ja C = {1,cost,...,cos6t} = {yo,...,¥e},
kuten edelld (teht. mplLA012).

Edellé osoitettiin, ettd my6s C on avaruuden H =sp{xo,...,Xg} kanta.

(a) Muodosta P = {[yO]B | ... [yg]B}, ja laske P71
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(b) Selitd, miksi P~':n sarakkeet ovat vektorien g, ..., xg C-koordinaattivektoreita.

Kirjoita sitten trigonometrisia kaavoja, joilla cost:n potensseja voidaan lausua moninkertaisten
kulmien kosinien avulla. Esimerkkini sopivasta kaavasta olkoon: 5cos®t — 6 cos*t 4+ 5cos’ t —
12 cos® t.

Tallainen esitysmuoto on mm. integroinnin kannalta erityisen hyodyllinen, kuten varmasti tie-
dat.

Vihje: Merkinnét kirjan Lay Linear Algebra mukaiset.

Vaativuus: 2
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplLinalg/mplLA013.tex

Ratkaisu:
.. /mplteht /mplLinalg /ratkaisut /mplLAO13R.pdf|
../mplteht /mplLinalg/ratkaisut/mplLAO013R.mw

Avainsanat: Lineaarialgebraa Maplella, matriisilaskentaa,mplLinalg, mplLA

Maplefunktioita: with(LinearAlgebra); with(linalg); Matrix, matrix, Vector, vector
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mplLineaarialgebra
118. mplV000.tex
Ohjeita

Kerataan ohjeita naiden tehtéavien aihepiiriin liittyen. “Tehtéava”-linkista saat I TEX-
koodin, josta sopivan osan voit haluamallasi tavalla muokaten liittda tehtavipape-
riisi.

Ominaisarvot ja -vektorit

Laskeminen

o Muodosta karakteristinen polynomi p(A\) = det(A — M) ja mééritd sen O-
kohdat, nain saat ominaisarvot.

» Ratkaise kutakin ominaisarvoa A kohti lineaarinen yhtalosysteemi (A—\I)z =
0. Ratkaisu siséltaa ainakin yhden vapaasti valittavan parametrin (muussa ta-
pauksessa teit virheen A\:n laskennassa). Ratkaisuvektorit z ovat ominaisvek-
toreita. (Triviaalia nollavektoria ei kelpuuteta tahén kastiin.)

o “Oikeassa elamassa” ominaisvektorit lasketaan numeerisesti ja sitten ominai-
sarvot. Numeerinen laskenta on oma alansa, johon ei tassa paneuduta, vaan
kaytetdan ohjelmistojen tarjoamia valmiita funktioita “mustina laatikkoina”.

Yleisid ominaisominaisuuksia
o Kaksinkertaisen ominaisarvon tapauksessa voi olla yksi tai kaksi lineaarisesti
riippumatonta ominaisvektoria.

o Eri ominaisarvoihin liittyvit ominaisvektorit ovat LRT.

o Symmetrisen matriisin ominaisarvot ovat reaaliset ja eri ominaisarvoihin liit-
tyvit ominaisvektorit ovat ortogonaaliset.

Matriisin diagonalisointi

Jos n x n- matriisilla on n LRT ominaisvektoria, niin se on diagonalisoituva. Diago-
nalisointi (jos mahdollista) tarkoittaa matriisien X, D ja X ! maérittdmista siten,
etti A= XDX! .

Késin laskettaessa pitaisi osata kadntad 2 x 2-matriisi. Annetaan Maplen tehdé se
yleisessd symbolisessa muodossa (ja generoida KTEX-muotoon), kiyta hyvaksesi:

a b
A pum—
c d
__ d b
A1 — |: —ad+bc —ad+bc ]

_c __a
—ad+bc —ad+bc

Lineaarikuvaus

Matriisi maaraa lineaarikuvauksen (ja kddntden). Tason tapauksessa siis 2 X 2-
matriisi. Tehtdavésséd 6 on tarkoitus vain ottaa yleinen tason vektori (z,y), laskea
sen kuva ao. matriisilla kerrottaessa, havainnollistaa piirroksella ja keksia kuvaava
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mplLi001.tex
Ratkaise yhtaloryhma

Ax = Db,
kun
5 =13 —-13 -2 7 —196
18 —4 30 -1 -12 435
A=|-23 3 7 15 7 |.b=]| 11
9 36 -1 14 16 111
3 28 7T 14 5 195
Vihje: Matriisin
a b c
A= {d e f}

voi syottda joko vaakavektoreita pédllekkéin latomalla:
A =<< alble >, < dle|f >>
tai pystyvektoeita vierekkéin:

A=<<a,d>|<be>|<ec f>>.

mplLi002.tex
Muodosta Maplessa matriisi

a 0 5
A= 1 1 1
—a 0 0

(a) Maaérittele aliakset vihjeen mukaan.

(b) Muodosta karakteristinen polynomi suoraan mééritelmén mukaan hyddyntaen
aliaksia Det, Id.

(c) Muodosta karakteristinen polynomi LinearAlgebra-kirjaston
CharacteristicMatrix ja Determinant-komentojen avulla.

(d) Sovella factor-komentoa polynomiin (sattuu onnistumaan), ja ratkaise puut-
tuvat juuret solve-komennolla.

e) Néappdise hiirelld matriisia A ja paina oikeaa painiketta. Valitse Eigenvalues, ja
voit kokeilla muitakin.

Vihje: Lataa kirjasto ja maéérittele alias-nimet pitkille nimille:

> with(LinearAlgebra)
> alias(Det=Determinant,chmat=CharacteristicMatrix,Id=IdentityMatrix)
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mplLi003.tex
Tutustu tahan: http://www.math.hut.fi/teaching/v/3/02/L/LA.html,
voit ottaa vastaavan .mMwWs:n pohjaksi. Kirjoita viitteen

http://www.math.hut.fi/teaching/v/3/00/L/G-J.html

Maple-ty6 LinaerAlgebra-tyylilla, LA.mws/html:n mallin mukaisesti. Tarkista
rivioperaatiot ref- ja rref-aliaksia kayttden. Selvitd ratkaisujen “lukuméard”
(olemassaolo ja mahd. vapaiden parametrien mééri). Tarkista lopuksi komennolla
LinearSolve.

Vihje: Maplessa on kaksi lineaarialgebrakirjastoa: vanhempi linalg ja uudempi LinearAlgebra.
Téassi tehtéavissi opetellaan uudemman kiyttod (se on mm. matriisien osien késittelyn kannalta
selkeAmpéd, selvasti Matlab-vaikutteista). Samalla opitaan/kerrataan oikeaa asiaa liittyen lineaa-

risten yhtélosysteemien perusoppiin.

mplLi004.tex
Nyt emme enaa harjoittele rivioperaatioilla laskemista, vaan kaikissa on lupa kayttaa
ref/rref-aliasoituja funktioita.

Méérita kanta R5:n aliavaruudelle, jonka virittévit vektorit vq = (1,1,0,0,1), vo =
(0,2,0,1,—1), va = (0,-1,1,0,2), va = (1,4,1,2,1), v5 = (0,0,2,1,3).

Jos Aatu saa tulokseksi jotkin vektorit ja Ohky saa jotkin toiset (saman méiérin
sentddn toivottavasti), niin miten selvitat, kumpi on oikeassa vai kenties kumpikin?

Vihje:

with(LinearAlgebra)
alias(ref=GaussianElimination,rref=ReducedRowEchelonForm)

mplLi005.tex

5 1 2 2 0
3 3 2 -1 —12
Olkoon A = , ja merkitddn sarakevektoreita ay,...,as. Ol-
8 4 4 -5 12
211 0 =2

koon B = [ay, ag, a4).

(a) Selvitéd, miksi ag ja as kuuluvat B:n sarakeavaruuteen col(B).

(b) Méérita nolla-avaruuden N(A) kanta.

(c) Olkoon T : R — R* A:n médraama lineaarikuvaus, ts. Tx = Ax (ts. T = La).
Selvita, miksi 7" ei ole injektio eikd surjektio.

Vihje:

with(LinearAlgebra)
alias(ref=GaussianElimination,rref=ReducedRowEchelonForm)



124. mplLi006.tex

125.

1 3 -1 4
Olkoon A=|2 1 5 7
34 4 11

(a) Maéarita sarakeavaruuden kanta.

(b) Méérita riviavaruuden kanta.

(c) Maéarita nolla-avaruuden (ytimen) dimensio.

(d) Tarkista dimensioita koskevan peruslauseen toteutuminen.

Vihje:

with(LinearAlgebra)
alias(ref=GaussianElimination,rref=ReducedRowEchelonForm)

mplLi007.tex

(a) Olkoon A m x n-matriisi ja Ab = [Ab] liitdnnaismatriisi. Lausu (valttdmaton ja
riittava) ehto rangien r(A) ja r(Ab) avulla sille, ettd yhtélosysteemilla Az = b olisi
ratkaisu(ja) (eli on konsistentti).

(b) Osoita, ettd m x n-matriisille A pitee r(A) +n(AT) =m
Vihje: Puhdas kisinlasku.
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mplLi008.tex

(a) Osoita, ettd monomit 1,z, 2%, ..., 2" ovat LRT R:ssd. (b) Osoita, ettd ne ovat
LRT myo0s jos méaritelyjoukkona on mika tahansa vili [a, b].

(Tietysti riittaéd tehda pelkké (b), niinhén.)

Tapoja on monia: (a)-kohdassa vektoriyhtdlo voidaan derivoida toistuvasti ja laskea
O:ssa. Tai voidaan kédyttda LRV-lemmaa ja todeta raja-arvokédytoksen perusteella,
ettd x* ei voi yhtyd alemmanasteiseen polynomiin.

(b)-kohta hoituu ainakin polynomien tekijoihinjaolla (ei haittaa, vaikka tulee
kompleksilukuja mukaan). Erds tapa olisi osoittaa, ettd ns. Vandermonden mat-
riisi on aina kdantyva (sarakkeet LRT). (Toisaalta tdmé tulee sivutuotteena, jos
kdytdmme jotain muuta tapaa.) Kyseessd on matriisi, joka saadaan, kun monomit
1,z,... 2" lasketaan n+ 1:ssé pisteessa xo, . . ., x, (Pisteet vaakasuuntaan, potenssit
pystysuuntaan.) Maplen LinearAlgebra:ssa on VandermondeMatrix .

(c) Piirrd monomien kuvaajia vaikkapa valilla [—1, 1] ja yritd ndhda kuvasta lineaa-
rinen riippumattomuus. Piirrd monomeja isoilla perdakkaisilla parillisilla (tai paritto-
milla) n:n arvoilla ja totea "melkein LRV". Tama ilmenee numeerisessa laskennassa
esim. interpolaatiopolynomin tapauksessa "hairivalttiutena".

Vihje: Puhdas késinlasku, paitsi c¢)-kohta.

mplLi009.tex
Matriisin N sarakkeet ovat koordinaatteja, jotka rajaavat ison N-kirjaimen.

N 0 05 05 6 6 55 55 0
0 0 642 0 8 &8 158 8

Piirra ensin tuo N.
1 0.25

0 . Taémaé on tyyppia

Sovella N:dan lineaarikuvausta, jonka matriision A =

"leikkaus", "shear". Piirré tulos.
Skaalaa sen jalkeen x-koordinaatit kertomalla luvulla 0.75 ja piirré taas.

Vapaaehtoinen lisays. Pyorittele N:aa "keskipisteen"ympari siirtamaélla keskipiste en-
sin O:oon ja kertomalla sopivalla kiertomatriisilla ja siirtdmalld lopuksi takaisin.

Vihje:  Ohje piirtoon: Nykyisin voidaan piirtdd datapisteitd (yhdysjanoineen) Matlab-
tyylisesti(kin) ndin: > plot(vi,v2);
Matriisin M rivi k : M[k,1..-1]
(Vrt. Matlab: M(k,:))
Vanhempi tapa: Piirrettavi data pisteiden listana:
> convert(Transpose(N),listlist); plot(%);



128. mplLi010.tex

(Kyné-paperitehtavi)

Tarkastellaan lammonjohtumista ohuessa metallilevyssa. Oletetaan, etta johtumista
tapahtuu vain levyn suunnassa, ja levyn reunoilla on annetut (ajan suhteen) vakio-
lampotilat. Levyn lampotilat eri pisteissa asettuvat ajan kuluessa arvoihin, jotka
ovat ajan suhteen vakioita, talloin puhutaan lampotilajakauman tasapainotilasta
("steady state"). Tehtavind on madrittdd lampotilajakauma levysséd tasapainotilan
vallitessa.

Tarkastellaan kuvan mukaista tilannetta: (Klikkaa oikealla olevaa pdf-linkkid, niin
kuva néakyy kunnolla.)

—-= 20----20---20----

I | I | I
I mm e *===40
I I I | I
10--——*-—--- mmm e *====40

I I I | I

~--=20----20----20---

Kuvassa nékyvit annetut vakioreunalampétilat (reunaehdot). Tehtavéna on laskea
ratkaisuapproksimaatiot *:11a merkityissa sisasolmupisteissa kdyttaen seuraavaa pe-
riaatetta: Lampotila levyn solmupisteessé on naapurisolmujen lampdotilojen keskiar-
vo.

Jos indeksoidaan solmupisteiden lampotilat vaakarivijarjestyksessa: 11, ... T, voi-
daan ryhtya kirjoittamaan yhtaloité tyyliin:

T, = 20T

Kirjoita koko 6 x 6- yhtélosysteemi "standardimuodossa’.
Huom: Tasapainotilaratkaisu saadaan ns. Laplacen yhtdlon V?T = 0 ratkaisuna.
Tassa esitettyyn likimaédraismenettelyyn ns. differenssimenetelmdadn

Ratkaisua pyydetdan seuraavassa tehtavassa.



129. mplLi011.tex
Ratkaise edellisen tehtévan yhtalosysteemi Maplea (tai Matlabia) kayttéden. (Téssa
Maple-ohjeet.) Muodosta sitten edellisen tehtavin kuvan mukainen 4 X 5 matriisi,
jossa on annetut reunalampotilat seka lasketut sisalampdotilat oikeilla kohdillaan.
Ota nurkkapisteiden lampdétiloiksi kahden naapurisolmun ldmpotilojen keskiarvo.
Piirré kuva, pyorittele hiirella.

Vihje: Tehtévissa riittdéd kéytelld LinearAlgebra-kirjaston funktiota LinearSolve.

Ratkaisuvektorin muokkaaminen matriisiksi onnistuu mukavasti, kun leikkaat/liimaat alla olevan
funktioméaarityksen Maple-tyoarkillasi. (Suorita leikkaus pdf-tehtévéitiedostosta.)

Reshape:=(vek,m,n)->Matrix(linalg[matrix] (m,n,convert(vek,list)));

Funktio on tehty vastaamaan Matlabin funktion reshape kaytosté siind tapauksessa, jossa vektori
muutetaan annetun kokoiseksi matriisiksi.

Lampétilamatriisin rakentelu kannattaa hoidella (Matlabinomaiseen) tyyliin:

Tsisa:=Reshape(T,2,3); # vektorissa T on ratkaisulampotilat.
Tiso:=Matrix(4,5,0);
vaaka:=<15|20[20]20130>;

pysty:=...;
Tiso[2..3,2..4] :=Tsisa;

Piirtdminen komennolla matrixplot (muista with(plots):)
matrixplot(Tiso,axes=boxed);
Pyorittele kuvaa hiirella.

Huom: Sanomattakin on selvaa, etta tehtava sopii erikoisen hyvin Matlab:lle. Tés-
sd pikemminkin nédytetddn, ettd Maplen LinearAlgebra-tyokaluilla voidaan matkia
Matlab-tyotapaa ja paasta lahelle samaa kasittelymukavuutta.

Lisatehtava: Tee ratkaisu Matlabilla!

Palataan asiaan perusteellisemmin Matlab-tehtavien yhteydessé, jolloin kasitellaédn
lahemmin differenssimenetelmad.
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mplLi012.tex
Olkoon B = {1, cost,...,cos®t} ja C = {1,cost,...,cos6t}.

Suorita Maple-komennot:
> cos(2#*t): Y%=expand(%);
> cos(6%*t): Y=expand(%);

Olkoon H = sp(B). Osoita, ettd B on H:n kanta. (Tamé on miltei pelkka toteamus,
sehén palautuu monomien LRT- ominaisuuteen.) Varsinainen tehtavé:

Kirjoita C:n vektorien B-koordinaattivektorit (kéayttden hyvéiksi edelld viitatun
Maple-istunnon tuloksia) ja osoita niiden avulla, ettd C on LRT ja siis H:n kan-
ta.

Vihje: Merkinnit kirjan Lay Linear Algebra mukaiset.

mplLi013.tex

Lay: Linear Algebra s. 277 teht. 17

Olkoon B = {1,cost,...,cos®t} = {xo,...,x¢} ja C = {1,cost,...,cosbt} =
{¥yo,...,¥e}, kuten edellé (teht. mplLi012).

Edellé osoitettiin, ettd myo6s C on avaruuden H =sp{xXo,...,Xe} kanta.
(a) Muodosta P = {[yO]B | [yg]B}, ja laske P~
(b) Selitd, miksi P~1:n sarakkeet ovat vektorien Xg, . . ., xg C-koordinaattivektoreita.

Kirjoita sitten trigonometrisia kaavoja, joilla cost:n potensseja voidaan lausua
moninkertaisten kulmien kosinien avulla. Esimerkkind sopivasta kaavasta olkoon:
5cos®t —6costt +5cos®t — 12 cosb t.

Tallainen esitysmuoto on mm. integroinnin kannalta erityisen hyodyllinen, kuten
varmasti tiedat.

Vihje: Merkinnét kirjan Lay Linear Algebra mukaiset.
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mplLi020.tex

Muodosta matriisin A = QR - hajotelma ja méaritd sen avulla PNS-

—_ = =

1 4
ratkaisu yhtalolle Az = b, missi b = [—1,6,5,7]"

Mika on PNS-virhe (“residuaali”) ||Az — b|| ?
Kirjoita myos normaaliyhtdlot (mutta ei tarvitse ratkaista).

Vihje: Tamaé on késinlaskuksi tarkoitettu. Ainakin tarkistukseen ja ehké vélivaiheisiin sopii kéyt-
tad Maplea (Matlab-puolella - arvaa mité!)

Huom: PNS-tehtévid on myos hakemistoissa mlLinis, mplCurveFit mlCurveFit

Maple:
Muodosta Maplessa matriisi
a 0 5
A= 1 11
—a 0 0
(a) Muodosta karakteristinen polynomi LinearAlgebra-kirjaston

CharacteristicMatrix ja Determinant-komentojn avulla.

(b) Sovella factor-komentoa polynomiin (sattuu onnistumaan), ja ratkaise puut-
tuvat juuret solve-komennolla.

c) Néppdise hiirelld matriisia A ja paina oikeaa painiketta. Valitse Eigenvalues, ja
voit kokeilla muitakin.

Vihje:

mplLi030.tex
Laske matriisien A ja B ominaisarvot sekd B:n ominaisvektorit, kun

R

Voidaanko matriisien ominaisvektoreista muodostaa avaruuden R? kanta? (A-
matriisin tapauksessa ei todellakaan tarvitse tata johtopadtosté varten laskea omi-
naisvektoreita.)

Vihje: Kisinlasku/péaattely

Avainsanat: 1mplLinis,lominaisarvot,leigenvalues
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mplLi031.tex

Matriisilla A = C9S9 —sind kertominen kiertda tason vektoreita kulmalla 0.
sinf cos®

Mieti ensin geometriselta kannalta, voiko talld olla reaalisia ominaisarvoja jollain/-
milldan 0:1la.

Laske sitten ominaisarvot ja -vektorit.

Vastaus laskutehtévaan: Ominaisarvot: cos(f) + isin(6), cos(f) — isin(f#) Ominais-
vektorit: [1, —i], [1, ]

Vihje: Kisinlasku/pééttely, saa kokeilla myos Maple/Matlab/Mathematicalla

Avainsanat: 1mplLinis,1ominaisarvot,leigenvalues,lkiertokuvaus,1planelrotation

2 1
A=
2 1
ominaisvektoreista R?mn kanta ja diagonalisoi matriisi. (eli muodosta matriisit

X,D, X1

Vihje: Huomaa, ettd ominaisarvo saa olla 0, se ei edes estd diagonalisointia. Katso myos
mplLi000.tex-ohjeita

mplLi032.tex
Muodosta matriisin

Kaisinlasku/pééttely, saa kokeilla my6s Maple/Matlab/Mathematicalla

Avainsanat: 1mplLinis,1ominaisarvot,leigenvalues,lkiertokuvaus,1planelrotation,
Imatriisinldiagonalisointi, 1matrixldiagonalization

mplLi033.tex
Osoita, ettd vanha kunnon Fibonaccin jono (F,) saadaan matriisin

L

Diagonalisoi matriisi A, ja laske sen avulla kaava F),:1le.

potensseja muodostamalla.

Avainsanat: 1mplLinis,lominaisarvot,leigenvalues,1Fibonacci, Imatrii-
sinldiagonalisointi, 1matrixldiagonalization



138. mplLi034.tex

1/2 1/4 1/4
Olkoon A= | 1/4 1/2 1/4
1/4 1/4 1/2

(a) Varmista, ettd niet paaltapéin, ettd ominaisvektoreista voidaan muodostaa R3:n
ortonormaali kanta.

(b) Laske ominaisarvot ja -vektorit Maplella kasinlaskutyylid simuloiden (kts.
L /ominaisarvot.mws), saat laskea késinkin. Tarkista komennolla Eigenvectors
(with(LinearAlgebra))

(c) Muodosta matriisin A ominaisvektoreista ortonormeerattu kanta R3:1le. Eli muo-
dosta matriisi X, jonka sarakkeina ovat normeeratut ominaisvektorit.

Vihje: Tarkista ortonormaalisuus kertomalla X7 X.
Tarkista, etti diagonalisointi meni oikein kertomalla X7 AX.

Huom: Vektorin v euklidinen normi Maplella: norm(v,2); (Kts. myds ..L/ominaisarvot.mws)
-TODO-

Avainsanat: 1mplLinis,lominaisarvot,leigenvalues, Imatriisinldiagonalisointi,
Imatrixldiagonalization, lortonormaailominaisvektorikanta, orthonor-
mallbasisofleigenvectors



139. mplLi035.tex
Spektri tarkoittaa ominaisarvojen joukkoa kompleksitasossa (n pistetté, joista osa
saattaa yhtyd, spektraaliside on r = max(|)\;|) ja spektraaliympyré siis r-siteinen
ympyra.) Spektri kertoo yleensa paljon matriisin luonteesta.

Tehtava Piirrd symmetristen, vinosymmetristen ja ortogonaalisten matriisien spekt-
reja. Lisda kuhunkin myos spektraaliympyra.

Vihje: Jos A on mielivaltainen matriisi, niin sen avulla voit muodostaa symmetrisen
matriisin esim: AT A tai A+ AT, vinosymmetrisen AT — A Ortogonaalimatriiseja voit
kehitella vaikkapa soveltamalla GramSchmidt-funktiota satunnaismatriisin sarake
(tai rivi)vektoreihin. Muista map.

Satunnaismatriisin tapauksessa toiminta voisi olla taméntapaista:

with(LinearAlgebra) ;

z2xy:=z->[Re(z) ,Im(z)]; # Apufunktio, jolla muutetaan x+iy muotoon [x,y]
A:=RandomMatrix(20,20): # Hiiren oikea -> ‘‘browse’’ n"aytt"a"a alkiot.
A:=convert(A,float); # Jotta siirryt numeeriseen menetelm"a"an...
lam:=Eigenvalues(A); # ... ominaisarvojen laskennassa.

plot(map(z2xy, [lam]),style=point,symbol=circle);

Riisu vaikka ensin plot pois, niin n"aet piirrett"av'"an rakenteen.

# V V V V Vv VvV

Selvité, vastaavatko kuvat odotuksiasi.

Avainsanat: 1mplLinis,1ominaisarvot,leigenvalues, 1spektri

140. mplLi036.tex
Viite: Lay s. 340 exa 8, s. 342 exe 27/28, vrt TE Huom 4.1 s. 44

Olkoon T : R* — R* lineaarikuvaus, jonka matriisi luonnollisen kannan suhteen on

15 —66 —44 —-33
0 13 21 -—15
1 =15 =21 12
2 —18 =22 8

A=

Mééarita R*:n kanta F, jonka suhteen 7:n matriisi [T 7 on diagonaalinen ja muodosta
tuo diagonaalimatriisi.

Saat kayttda Eigenvectors:ia.

Avainsanat: 1mplLinis,lominaisarvot,leigenvalues,1matriisinldiagonalisointi,
1diagonalization



mplYhtilot

mplNLE004 Maple y Matlab (HZTQ)

Tarkastellaan vaestonkasvumallia

jossa otetaan huomioon biologisen lisdéantymisen ohella myos maahanmuutto, jonka oletetaan
tapahtuvan vakionopeudella v yksil6d vuodessa (netto). Oletetaan, ettéd tietty populaatio on
alunperin 10° yksilod, 435000 yksilod muuttaa "maahan"l. vuoden aikana ja populaatiossa on
1564000 yksiloa vuoden lopulla. Méarita luku A Kéayta tata A:n arvoa ennustamaan populaation
koko toisen vuoden lopussa, kun oletetaan maahanmuuttovauhdin séilyvin vakiona.

Vihje:

Maple: fsolve, Matlab: fzero

Vaativuus: 2

Tehtavin Latex-koodi:

../mplteht /mplNonlinEqu/mpINLE004.tex

Ratkaisu:
.. /mplteht /mplNonlinEqu/ratkaisut /mpINLEO04R.pdf|
../mplteht /mplNonlinEqu/ratkaisut /mpINLEOO4R.mw

Avainsanat: MapleNonlinEqu,mpINonlinEqu, mpINLE, epéalineaariset yhtélot, Epélineaarinen
yhtélo, viestonkasvumalli, epalineaarinen yhtalo, vaestonkasvumalli.

Maplefunktioita: solve, fsolve
mpINLE004 Maple , Matlab (wzro)

Tarkastellaan viaestonkasvumallia

N(t) = Noe + %(e” —1),
jossa otetaan huomioon biologisen lisdéantymisen ohella myos maahanmuutto, jonka oletetaan
tapahtuvan vakionopeudella v yksilod vuodessa (netto). Oletetaan, ettéd tietty populaatio on
alunperin 10° yksilod, 435000 yksilod muuttaa "maahan"l. vuoden aikana ja populaatiossa on
1564000 yksiloa vuoden lopulla. Maarita luku A Kéayta tata A:n arvoa ennustamaan populaation
koko toisen vuoden lopussa, kun oletetaan maahanmuuttovauhdin séilyvan vakiona.
Vihje:
Maple: fsolve, Matlab: fzero
Vaativuus: 2
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplNonlinEqu/mpIN1004.tex

Ratkaisu:
.. /mplteht /mplNonlinEqu /ratkaisut /mpIN1004R.pdf|



file:../mplteht/mplNonlinEqu/mplNLE004.tex
file:../mplteht/mplNonlinEqu/ratkaisut/mplNLE004R.mw
file:../mplteht/mplNonlinEqu/mplNl004.tex

../mplteht /mplNonlinEqu/ratkaisut /mpINI004R.mw

Avainsanat: MapleNonlinEqu,mplNonlinEqu, mplNI, epélineaariset yhtéalot, Epélineaarinen
yhtélo, viestonkasvumalli, epalineaarinen yhtalo, vaestonkasvumalli.

Maplefunktioita: solve, fsolve

mplNI006, Fixed point iteration
Tutki funktion f(z) = ax — 2? iterointia, kun a = 3.8.

Muodosta iteraatiojono zg = 1.5, 2,41 = f(x,),n = 0,...,50. Piirrd iteraatiopisteet (n,z,)
(style=point).

Kuvassa pitaisi nakya kaoottinen kaytos.

Muuta alkupisteksi wg = 1.5001, ja vertaa jonoja. Vertailua on helppo visualisoida erotusten
avulla tyyliin:

plot([seq([k,wlk]-x[k]],k=0..50)],style=point);

Vihje: Maplen for-luuppi toimii tdhan tapaan:

x[0]:=...

for kk to 10 do % Oletus: from 1
x[kk] := f(x[kk-1])

end do

Y14 olevan kaltaisessa pisteiden piirrossa ei ole muuta vaikeaa kuin sulkujen ymmaértaminen.
Kokeile ensin tyyliin:
[seq([k, x[k]], k = 0 .. 10)] Tassa nakyy muoto, xy-pisteiden lista, joka kelpaa suoraan
plot:n argumentiksi.

Vaativuus: 2-

Tehtavan Latex-koodi:

../mplteht /mplNonlinEqu/mplNI1006.tex

Avainsanat: Epélineeriset yhtélot, Nonlinear equations, Maple ;mplNonlinEqu,mplNI, iteroin-
ti, kiintopiste, fixedpointiteration

Maplefunktioita: fsolve

Differentiaaliyhtalot

Differentiaaliyhtaloita Maplella, analyyttisid ja numeerisia, suuntakenttié, faasitasoja (grafiik-

kaa).

mplODE000.tex


file:../mplteht/mplNonlinEqu/ratkaisut/mplNl004R.mw
file:../mplteht/mplNonlinEqu/mplNl006.tex

Maple-ohjeita ja esimerkkeja

1. http://math.aalto.fi/teaching /k3/luentomateriaali/L17.html Suuntakentét, anal. ratk.
dsolvella, 2. kertaluvun vakiokert., lineaarinen systeemi.

2. http://math.aalto.fi/teaching/k3 /luentomateriaali/lindys1.html Diffyhtdlosysteemin rat-
kaisu Maplella
http://math.aalto.fi/teaching/k3/luentomateriaali/lindysl.mws Sama Maple mws:né (la-
taa Mapleen)

3. http://math.aalto.fi/teaching/k3/luentomateriaali/ Lisdd saman kurssin luentolinkkeja
(diffyhtéloihin ja muihin).

Latex-koodi:
../mplteht /mplODE /mplODE000. tex

mplODE0009.tex

Putoavan kappaleen nopeus v = v(t) toteuttaa differentiaaliyhtalon mv'(t) = mg — kv(t)?, jos
positiivinen suunta on alaspiin ja ilmanvastus on verrannollinen nopeuden neli6on kertoimella
k> 0.

a) Ratkaise differentiaaliyhtalo alkuehdolla v(0) = 0.

b) Miké on rajanopeus lim; ., v(t)?

Vihje: Ohjelma ei osaa laskea raja-arvoa, koska se ei tiedd vakioiden etumerkkia. Lisaa késky
assume (m>0 and k>0 and g>0) ja kokeile uudelleen sen jélkeen.

Vaativuus: 2
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplODE /mplODE0009.tex

Ratkaisu:

ipdf-muodossal
Maple worksheet, mw-tiedosto

Avainsanat:MatlabDy, diffyhtalot, diffyhtalot, mplDifferentiaali(yhtélot),... add more ...

mplODEQ0O01.tex
Ratkaise yhtalo

(a) Muodosta yleinen ratkaisu.

(b) Méérita vakio _C1 alkuehdolle y(0) = 1.


http://math.aalto.fi/teaching/k3/luentomateriaali/L17.html
http://math.aalto.fi/teaching/k3/luentomateriaali/lindys1.html
http://math.aalto.fi/teaching/k3/luentomateriaali/lindys1.mws
http://math.aalto.fi/teaching/k3/luentomateriaali/
file:../mplteht/mplODE/mplODE000.tex
file:../mplteht/mplODE/mplODE0009.tex
file:../mplteht/mplODE/ratkaisut/mplODE0009R.mw

(c) Ratkaise alkuarvotehtéva suoraan dsolve:lla.

Vihje: Maplen funktio dsolve.

b)-kohdassa voit ottaa ratkaisulausekkeen rhs (Righthand side) kiinni. Tarvitset lisdksi komen-
toja subs ja solve

c) 7dsolve, [HAM] ss. 162-165

Vaativuus: 1+
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplODE /mplODE001.tex

Ratkaisu:
../mplteht /mplODE /ratkaisut/mplODE0O01R.mpltxt Maple-teksti

Avainsanat: diffyhtalot, diffyhtalot, mplODE,dsolve
Maplefunktioita: solve, subs, dsolve

mplODE002.tex (infoverkostot (iv) s. 2001)

Ratkaise differentiaaliyhtélo sijoittamalla ratkaisuehdotus (REh) annettuun yhtaléon tai esim.
integroimalla, arvaamalla tms.:

(a) ¥ +y=2" =2, REh: y = Ce™™ + 27 — 2z
(b) " +y =0, REh: y = acosz + bsinz

(C) ,ylll — 633’

(d) x +yy =0, REh: 22 + y? = C (C > 0, vakio).

Vihje:

(d)-kohta: Derivoi implisiittisesti, ts. oleta, ettd on olemassa derivoituva funktio xz — y(x)
s.e. 2 + y(x) = C ja derivoi puolittain. (Téssé tapauksessa olemassaolo tiedetdén, onhan

y(x) = VO — 22 téllainen. Tamén eksplisiittisen lausekkeen kaytto ei silti kannata, se vain
mutkistaa asioita, olkaamme siis implisiittisia.)
Vaativuus: 1+

Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplODE /mplODE002.tex

Ratkaisu:
ipdf-muodossal
Maple worksheet, mw-tiedosto

Avainsanat:MatlabDy, diffyhtélot, diffyhtalot, mplDifferentiaali(yhtalot),ratkaisu sijoittamal-
la yhtaloon, sijoittamalla yhtaloon, implisiittinen derivointi

mplODEQ0021.tex
Vrt. ... mlODE0021 ja mlODE0022


file:../mplteht/mplODE/mplODE001.tex
file:../mplteht/mplODE/ratkaisut/mplODE001R.mpltxt
file:../mplteht/mplODE/mplODE002.tex
file:../mplteht/mplODE/ratkaisut/mplODE002R.mw

Totea Maple:n avulla suoraan yhtaloon sijoittamalla , etta

y(t) = ce™

toteuttaa differentiaaliyhtalon iy’ = —5y.

Maarita myos diffyhtalon yleinen ratkaisu seké alkuhdon y(0) = ¢ toteuttava ratkaisu dsolve-
komennolla (kts. vihje)

Piirra ratkaisukayraparvi, kun vakio ¢ saa 21 arvoa tasavélisesti valilla [0,4]. (Tai suunnilleen
tuonverran)

Piirra paksummalla viivalla alkuehdon y(0) = 1 toteuttava kuvaaja ja merkitse alkupiste rin-
kulalla.

Vihje:
Huom:Maplen syntaksi muistuttaa laheisesti muPad:ia (Matlabin Symbolic Toolbox). Grafii-
koiden yhdistamiseen on Maplessa monipuolisemmat vélineet.

Komentoja: subs,diff,dsolve,plot,with(plots),display

Differentiaaliyhtalon maarittely:

diffyht:=diff(y(t),t) =-5*y(t)
# tai:
diffyht2:=y’ (t)=-5*y(t)

Néiden késittely eroaa, edellinen on lauseketyylinen, jalkimmaéainen funktiotyylinen, kuten tu-
lostusmuodosta nékyy.

Normaal subs-toimii edellisessa, mutta ei jalkimmaisessé.

Kayta siis alkuosassa edellisté.

Grafiikkojen yhdistdminen yleisesti Maplella hoituu display-komennolla (edellyttad with(plots)-
komentoa):
display(kuval,kuva2,kuva3)

Vaativuus: 1+
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplODE /mplODE0021.tex

Ratkaisu:
../mplteht /mplODE /ratkaisut /mplODE0021R.mpltxt (Maple-komennot tekstiné)

Avainsanat:MapleDy, diffyhtalot, diffyhtalot, mplODE Maplediffyhtalot,ratkaisukayraparvi,
grafiikoiden yhdistdminen, dsolve, display

mplODE003.tex [Matlab-versio: ...mIODE002.tex] (iv3/2001, harj. 1, teht. 2)

Milla xy-tason kéyrilld on ominaisuus: Kéyran tangentin kulmakerroin jokaisessa pisteessé (z, y)
_dx o
on /


file:../mplteht/mplODE/mplODE0021.tex
file:../mplteht/mplODE/ratkaisut/mplODE0021R.mpltxt

Ratkaise yhtalé muuttujien erottelulla (“separation of variables”). Piirra suuntakentté isoklii-
neja apuna kayttden késin vaikkapa alueessa [—2,2] x [—2, 2].

Ota sitten Maple avuksi. Kokeile ja selita!
Kts. [HAM] ss. 169-170

> with(DEtools)
> with(plots)

Suuntakenttaan: DEplot,
grafiikkojen yhdistamiseen: display.
Suoraparven saat tyyliin

> yparvi:=seq(...,c=[-2,-1,-.5,.5,2,1]) # tms.
> isokl:=plot([yparvi],x=...)

Yleisemmin isokliinit saadaan piirretyksi implicitplot-funktiolla, mutta tassa saatiin ratkaistus-
sa muodossa suoraan.

Vaativuus: 2
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht/mplODE /mplODE003.tex

Ratkaisu:
|../mplteht /mplODE /ratkaisut/mplODE003R.pdf|
../mplteht /mplODE /ratkaisut/mplODEO03R.mw

Avainsanat:MapleDy, diffyhtalot, suuntakentté, isokliinit, mplDifferentiaali(yht&lot)
Maplefunktioita: dsolve,DEplot,display,with(plots),with(DEtools)

Viitteet: [HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-ohjelmalla,
Otatieto 588, 1998

mplODE004.tex [Matlab-versio: ...mIODE004.tex] (iv3/2001, harj. 1, LV teht. 1-2)

Laskuvarjohyppéaajan yhtalo. Oletetaan, ettd hyppadjan + varustuksen massa = m ja ilman-
vastus on verrannollinen nopeuden neli6on, olkoon verrannollisuskerroin = b. Talloin Newtonin
2. laki antaa liikeyhtélon:

mv’ = mg — bv?.

Olkoon yksinkertaisuuden vuoksi m = 1,b =1 ja g = 9.81m/s>.

Piirra suuntakentta.


file:../mplteht/mplODE/mplODE003.tex
file:../mplteht/mplODE/ratkaisut/mplODE003R.mw

Oletetaan, ettd laskuvarjo aukeaa, kun v = 10m/s, valitaan tdmé alkuhetkeksi ¢ = 0. Piirra
tamaé ratkaisukayra suuntakenttapiirrokseen. Yritd nahda suuntakentésta, etta kaikki ratkaisut
nayttavat lahestyvan rajanopeutta v = 3.13 ja etté ratkaisut ovat joko kasvavia tai pienenevia
(ja milla alkuarvoilla mitdkin, ja mitd tarkoittaa fysikaalisesti)

Maarita rajanopeus suoraan yhtélosta.

Maplessa DEtools-kirjaston DEplot-funktiota.
(Matlab-piirroksiin dfield8, kts. mIODE004 )

Kts. [HAM] ss. 169-170 tai ?DEplot

> with(DEtools)
> with(plots)

Suuntakenttaan: DEplot,
grafiikkojen yhdistamiseen: display.

(Matlab: dfield-ohje:

Hae m-tiedosto dfield8 sivulta http://math.rice.edu/~dfield/ ja sijoita se Matlab-polkusi var-
relle.

Kirjoita Matlab-istuntoon : dfield8

Vaativuus: 2
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplODE /mplODE004.tex

Ratkaisu: ** PUUTTUU, etsi/tee **
|../mplteht /mplODE /ratkaisut/mplODEQ04R.pdf|
../mplteht /mplODE /ratkaisut /mplODE004R.mw

Viitteet: [HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-ohjelmalla,
Otatieto 588, 1998

Avainsanat: mplODE, Maplediffyht,differentiaaliyhtaloita Maplella

Maplefunktioita: dsolve, with(DEtools), DEplot, with(plots), display

mplODE005.tex (iv3/2001, harj. 1, LV teht. 2)

Muodosta edelld olevan laskuvarjotehtdvian (mplODE004) analyyttinen ratkaisu muuttujien
erottelulla. Maarité edelld mainittu (v(0)=10)-ratkaisukéyré. Tarkista ratkaisu Maplella ja ko-
keile lopuksi Maplen dsolve- komentoa. (Ohje [HAM]-kirjassa.)


http://math.rice.edu/~dfield/
file:../mplteht/mplODE/mplODE004.tex
file:../mplteht/mplODE/ratkaisut/mplODE004R.mw

Ohje analyyttiseen: Muistathan, ettd osamurtohajoitelma on hyodyllinen rationaalilausek-
keen integroinnissa (Maple: convert (lauseke,parfrac,muuttuja); mutta osattava myos ka-
sin).

Viitteet: [HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-ohjelmalla,
Otatieto 588, 1998

Vaativuus: 2-
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht/mplODE/mplODE005.tex

Ratkaisu: *** PUUTTUU, etsi/tee Il ***

Avainsanat: mplODE,Maplediffyht,differentiaaliyhtaloita Maplella,MapleODE, Maplediffyh-
talot, muuttujien erottelu, mplDifferentiaaliyhtalot
Maplefunktioita: dsolve, convert(lauseke,parfrac)

mplODE006.tex (iv3/2001, harj. 1, LV teht. 3)
Vaihdamme tassd LAODE-tyyliseen notaatioon: ¢ on riippumaton muuttuja, x on “riippuva”
muuttuja. Kannattaa totutella eri tyyleihin.

Ratkaise alkuarvotehtévd 2’ = 5 — et 2(0) = —1. Kyseessé on lineaarinen epihomogeeninen
(EHY). Tama lasku ei edellytd mitédén uutta muuttujien erottelun lisdksi (ainoastaan uskomis-
ta), kaikki on tassi neuvottu.

Vihje:

Suorita ratkaisu néin:

+ Ratkaise ensin vastaava (HY) 2’ = ¢ (yleinen ratkaisu).

« Yrita keksié jokin (EHY):n erityisratkaisu (siis miké tahansa (EHY):n toteuttava). Keksi-
minen on helppoa, kun mietit exp-funktion derivointia. (Maarddméaton kerroin ratkaistaan
sijoittamalla yrite (EHY):yyn).

Lineaaristen teoria sanoo, ettd (EHY):n yleinen = (HY):n yleinen + (EHY):n erikoinen.

Piirrd my6s suuntakenttd ja ratkaisukayria (Maple: DEtools[DEplot], Matlab: dfield8 tai
suuntakl).
Miten néet suuntakentésté, ettd yhtélo ei ole autonominen?

Viitteet: [LAODE] Golubitzky-Dellnitz: Linear Algebra and Differential Equations using Mat-
lab, Brooks/Cole 1999.

Vaativuus: 2-

Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplODE /mplODE006.tex


file:../mplteht/mplODE/mplODE005.tex
file:../mplteht/mplODE/mplODE006.tex

Ratkaisu: ** ETSI/TEE **

Avainsanat: mplODE, Maplediffyht,differentiaaliyhtaloita Maplella
Maplefunktioita: dsolve, DEtools|Deplot]

mplODE007.tex (iv3/2001, harj. 2, AV teht. 1)

Ratkaise (AA)-tehtava ¢y —2zy =1, y(0) = —0.5

Téassa nayttad silta, ettd (EHY):n erikoinen olisi helppo 16ytéé, mutta huomaat pian, etta luon-
nolliset yritteet eivit toimi. (Kyseessdhan on lineaarinen, mutta ei-vakiokertoiminen yhtélo.)

Ratkaise vaan sitten kiltisti integroivan tekijin menettelylla.

Integrointi johtaa erf-funktioon, Maple antaa sen suoraan, voit myos konsultoida KRE-kirjaa
hakusanalla erf. Lausu siis ratkaisu erfn avulla.

Piirra suuntakenttapiirros Maplen DEtools-pakkauksen DEplot-funktion avulla (kts [HAM] s.
169), voit toki kéyttdd myos Matlab:n dfield8-funktiota (ohje alla).

Valitse alkuarvoja yo valiltd (—1,—0.5) yrittden loytaéd kriittistd arvoa yg, joka jakaa ratrkai-
sukdyrat plus tai miinus daretontd ldhestyviin. (Tuo kriittinen ratkaisukdyrd on rajoitettu.)
Kéyta hyvéksesi erf-funktion ominaisuutta lim, .. erf(z) = 1 laskeaksesi tarkan arvon yo:lle.

(Matlab: dfield-ohje:
Hae m-tiedosto dfield8 sivulta http://math.rice.edu/~dfield /| ja sijoita se Matlab-polkusi var-
relle. Kirjoita Matlab-istuntoon : dfield8 )

Viitteet: [KRE] E. Kreyszig: Advanced Engineering Mathematics, Wiley
[HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-ohjelmalla, Otatieto 588,
1998.

Vaativuus: 2
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht / mplODE /mplODE007.tex

Ratkaisu: ** ETSI/TEE **

Avainsanat: MapleDy, mplODE ,Maplediffyhtalot,erf, mplDifferentiaaliyhtélot, integroiva te-
kija/tekija
Maplefunktioita: dsolve,erf, DEtools[DEplot]

mplODEQ008.tex (iv3/2001, harj. 2, AV teht. 2)
Tarkastellaan (AA)-tehtdvaa zy = 4y, y(0) = 1.

(a) Osoita, ettd tehtavilla ei ole ratkaisua. Osoita, ettd tamé ei ole ristiriidassa 3;-lauseen
kanssa. (Huom: Lauseen avulla ei voi todistaa epdeksistenssid, koska lauseen ehdot eiva ole
valttamattomaét. )


http://math.rice.edu/~dfield/
file:../mplteht/mplODE/mplODE007.tex

(b) Vaihdetaan alkuehdoksi: y(0) = 0. Miten nyt on ratkaisujen laita.

(c) Mita voit sanoa alkuehdon y(xy) = yo tapauksessa, jos zg # 0,
(A) suoraan ratkaisukaavan avulla, (B) 3;-lauseen avulla.

Tama on puhtaasti “perinteinen” tehtédvéd, mutta havainnollistus Maple/Matlab-vélineilld on
hyvinkin paikallaan.

Vaativuus: 2
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplODE /mplODE00S8.tex

Ratkaisu: ** Ei ole **

Avainsanat: diffyhtdlot, ratkaisun (epé)olemassaolo, eksistenssilause, mplDifferentiaaliyhté&lot
mplODE009.tex (iv3/2001, harj. 2, AV teht. 3)

Muodosta Picardin iteraatiojonon muutama termi (AA)-tehtéville

(@) y'=z+y, y(0)=0 (b)y =z+y, y0)=-1

€y =y> y0)=1

Maarita myos tarkka ratkaisu.

LV-tehtéavassa palataan asiaan Maple-hommana. Téma on tyypillistd symbolilaskennan vah-
vuusaluetta.

Vaativuus: 2
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht/mplODE/mplODE009.tex

Ratkaisu: ** EI vield, etsi/tee **

Aputiedostoja,viitteita
.. /mplteht /mplODE /apusrc/PicardF.pdf] Apu- ja esimerkkityoarkki oppilaille (pdf)
../mplteht /mplODE /apusrc/PicardF.mw Sama Maplen mw-tiedostona:

Avainsanat: diffyhtélot, ratkaisun (epé)olemassaolo, Picard-Lindel6f-menetelmé, Picardin ite-
raatio, mplODE

mplODEO010.tex (iv3/2001, harj. 2, LV teht. 1)
Muodosta Picardin iteraatiojonoa pitemmaélle kuin AV-tehtévassa samoille (AA)-tehtéville (a),
(b), (c) ja lisdksi vield (d): lle.

@)y =z+y, y0)=0 (b)y=x+y, y(0)=-1

(©y =y* y0)=1(d)y =3

Laske myos tarkka ratkaisu Maplella ja piirré se ja iteraatiojonon funktioita. (Jos tuntuu liian
pitkéltd, niin jaté yksi pois, hyvé olis saada kaikki yhteisesti katetuksi (vaikka parityoskente-
lyssé sopimalla).


file:../mplteht/mplODE/mplODE008.tex
file:../mplteht/mplODE/mplODE009.tex
file:../mplteht/mplODE/apusrc/PicardF.mw

4% Prosessoi nama, ***
Malli: Aputiedostossa mplODEO10apu.zip on L4Picard.mw,L4Picard.pdf,L4exa2.mw, Ldexa2.pdf,
kts. myos [HAM] ss. 162-165 (dsolve)ja s. 126 Picard—Lindeldf

Avainsanat: diffyhtalot, Picard-Lindel6f-menetelmé, Picardin iteraatio, mplODE(yht&lot)
Viitteet: [HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-ohjelmalla,
Otatieto 588, 1998.

Vaativuus: 2
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplODE /mplODE010.tex

Aputiedostoja,viitteita
.. /mplteht /mplODE /apusrc/PicardF.pdf] Apu- ja esimerkkityoarkki oppilaille (pdf)
../mplteht /mplODE /apusrc/PicardF.mw Sama Maplen mw-tiedostona:

Avainsanat: diffyhtélot, ratkaisun (epé)olemassaolo, Picard-Lindel6f-menetelmé, Picardin ite-
raatio, mplODE

mplODEO11.tex

(a) Sovella Picardin iteraatiota (tuttuakin tutumpaan) (AA)-tehtédvaan
vy =y, y(0)=1. Osoita, ettd iteraatiojono ldhestyy ratkaisufunktiota y(z) = e® .
(b) (Olkoon vaihteeksi z(t) .)

Olkoon alkuarvotehtéviné edelleen 2’ =z, x(0) = 1.

Osoita, ettd jos lasketaan likiarvo x, = xp(t,) EM:1I4 pisteessd t = ¢, kiyttden askelpi-
tuutta h, niin z,,(¢,) = c(h)', missa c(h) = (1 + )"
Osoita taméan nojalla, etta kiintedlla ¢t = t,, patee limy,_,o 2 (t) = €’
Tehtévassa tuskin tarvitaan ohjelmistoja.
EM = Fulerin menetelma

Vaativuus: 2
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht/mplODE /mplODE011.tex

Avainsanat: Maplediffyhtélot, diffyhtalot, mplODE,Picard-Lindel6f, Eulerin menetelmé

mplODE012.tex

Seuraava toistokéasky soveltaa Eulerin menetelméa alkuarvotehtavian y' = sin(xy), y(0) =
ratkaisun likiarvon y(1) laskemiseen. Kokeile késkyja askelpituuksilla h = 0.25,h = 0.1,h
0.01 ja h = 10~%. Miki menee pieleen viimeisessi kohdassa?


file:../mplteht/mplODE/mplODE010.tex
file:../mplteht/mplODE/apusrc/PicardF.mw
file:../mplteht/mplODE/mplODE011.tex

f:=(x,y)-> sin(x*y);

Digits:= 4;

n:= 4;

h:=1/n;

y[0] := 1;

for k from 0 to n-1 do # (paina téssd kohti Shift+Enter)
y[k+1] := evalf (y[k]+h*f (kxh,y[k])) # (samoin)

end do;

Piirrd Eulerin murtoviivat eri véreilld samaan koordinaatistoon.
Vihje
Datan piirto sujuu nykyisin “Matlab-tyylisesti”:

> xlista:=[seq(j*h,j=0..n)];

> ylista:=[seq(y[j],j=0..n)]
> plot(xlista,ylista)

[HAM]-viitteessa ss. 94-96 esitetyt tavat pisteparien listana toimivat myos, mutta s. 96 zip-
temppu ei ole endéa tarpeen.

Viitteet: [HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-ohjelmalla,
Otatieto 588, 1998.

Vaativuus: 1
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplODE /mplODE012.tex

Avainsanat: diffyhtalot, diffyhtalot, mplODE, Eulerin menetelma, diffyhtoloiden numeriik-
kaa(ensi askel)

mplODEO13.tex
Ratkaise alkuarvotehtéva
y'+3y +3y=1-¢"y(0)=2,y(0) =0,
ja piirrd ratkaisun kuvaaja valilld 0 < x < 10.
Vihje
Diffyhtélon saat ratkaistuksi komennolla dsolve. Yhtélossa esiintyvit derivaatat voit ilmoittaa
komennolla diff, ja derivaatan pisteessa 0 voit ilmaista derivaattaoperaattorilla D(y) (0).

Vaativuus: 1+
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplODE /mplODE013.tex

Avainsanat: Maplediffyhtalot, Maplediffyhtalot, mplODE, dsolve
mplODE014.tex Maple,(Matlab)


file:../mplteht/mplODE/mplODE012.tex
file:../mplteht/mplODE/mplODE013.tex

(a) Ratkaise alkuarvotehtava
y —y=cosz, y(0)=1

analyyttisesti Maplella ja numeerisesti Maplella (tai Matlabilla). Piirra ratkaisukéyré.

(b) Anna alkuarvoksi symboli ¢ ja piirrd ratkaisukédyrdparvi sopivalla valilld, kun ¢ =
—-0.9,-0.8,...,0.

Milta parvi ndyttaa suurilla x :n arvoilla. Téassa pitéisi erottua kolmenlaista kaytosta.

Maple: dsolve, Matlab: ode45

Vaativuus: 2
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplODE /mplODE014.tex

Ratkaisu:
|../mplteht /mplODE /ratkaisut/mplODE014R.pdf| (pdf-muodossa)
../mplteht /mplODE /ratkaisut/mplODEO14R.mw (Maple worksheet,mw-tiedosto)

Avainsanat: MapleDifferentiaaliyhtdlo, mplODE, alkuarvotehtéava, analyyttinen ratkaisu, nu-
meerinen ratkaisu.

Viitteet:
Coombes et al: Differential equations with Maple, Wiley
Boyce - DiPrima’s: Elementary Differential Equations and Boundary Value Problems, Wiley

mplODEO015.tex Maple,Matlab
Tarkastellaan (AA)-tehtavaa
, 3t?
Y =193 _ v
(3y* —4)

(a) Laske EM:114 ratkaisuapproksimaatiot pisteissa t = 1.2,1.4, 1.6, 1.8 kiyttaen askelta h = 0.1

y(1) =0.

(b) Tee sama askeleella h = 0.05 .
(c) Vertaa tuloksia.

(d) Piirrd suuntakenttd ja ratkaisuapproksimaatioita, sekd EM-ratkaisuja. Osaatko selittaa,
miksi EM toimii kohtuullisesti alussa, mutta kelvottomasti lopussa?

Fulerin menetelméaa voi tassa kayttad ohjelman Maple laskintyylilla, kuten edella tai sitten
oikeaksi funktioksi koodatulla versiolla, annetaan tassa nuo koodit.

Eulerin menetelméan koodit (sisaltyviat myos apupakettiin *apu.zip):

¥ unzippaa apu ja laita kaikki 1 klikin taakse ***

Maple: [HAM s. 206] (copy/paste — Maple-istuntoon)


file:../mplteht/mplODE/mplODE014.tex
file:../mplteht/mplODE/ratkaisut/mplODE014R.mw

Euler:=proc(f,a,b,ya,m)
local n,h,t,y;
h:=evalf ((b-a)/m);
t[0]:=a;y[0]:=ya;
for n from 0 to m do
y [n+1] :=y [n]+h*f (t [n] ,y[n]);
t[n+1] :=t [n]+h;
end do;
seq([t[n],y[n]],n=0..m);
end:

Esim: ¢y =t — 12

f:=(t,y)->t-y"2;
e3:=Fuler(f,0,5,1,3);
plot([e3]);

Matlab: (Kts. vastaava Matlab-teht.)

Vaativuus: 2
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplODE /mplODE015.tex

Avainsanat:, Maplediffyhtdlot, differentiaaliyhtalot, mplODE,ODEnumeeriset menetelmaét,
Eulerin menetelméa

Viitteet:

[KRE] E. Kreyszig: Advanced Engineering Mathematics, Wiley

[HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-ohjelmalla, Otatieto 588,
1998.

mplODEO016.tex (vrt. Matlab: mIODEO007.tex)
Tarkastellaan (AA)-tehtavaa

2y —Int 1
y/:f‘f‘? y(1) =0

valilla ¢ € [1,1.8] Ratkaise tehtava

(a) Eulerin menetelmaélla askelpituudella A = 0.1
(b) Heunin menetelmalla askelpituudella h = 0.2

(¢) RK4- menetelmalld askelpituudella h = 0.4.


file:../mplteht/mplODE/mplODE015.tex

Maarita tarkka ratkaisu Maple:n dsolve-komennolla ja laske sen avulla virheet, piirra ja tau-
lukoi kussakin tapauksessa.

Huomaa, etté nailla askelpituuksien valinnoilla funktion arvojen laskentaméarat ovat samat.

Eulerin menetelméan koodit (sisdltyviat myo6s apupakettiin *** Etsi/pura/tee *** mplO-
DEO16apu.zip):

Maple: [HAM s. 206] (copy/paste — Maple-istuntoon)

Euler:=proc(f,a,b,ya,m)
local n,h,t,y;
h:=evalf ((b-a)/m);
t[0]:=a;y[0] :=ya;
for n from 0 to m do
y[n+1] :=y [n]+h*f (t [n] ,y[n]);
t[n+1] :=t [n] +h;
end do;
seq([t[n],y[n]],n=0..m);
end:

Esim: ¢/ =t — 12

f:=(t,y)->t-y°2;
e3:=FEuler(f,0,5,1,3);
plot([e3]);

*i* Laitetaan myos Heun ja RK4 ***

Matlab: (Kts. vastaava Matlab-teht.)

Huom: Tésta voi kehitelld monenlaisia tehtavéivariaatioita, myos ilman numeeristen menetel-
mien korostusta.

Vaativuus: 2
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplODE /mplODE016.tex

Avainsanat:diffyhtalot, diffyhtalot, mplODE, mpldifferentiaaliyhtalot,differentiaaliyhtélon
numeriikka, numeeriset menetelmat, Eulerin menetelma, Heunin menetelmé, Runge-Kutta,

RK4

Viitteet:
[KRE] E. Kreyszig: Advanced Engineering Mathematics, Wiley


file:../mplteht/mplODE/mplODE016.tex

[HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-ohjelmalla, Otatieto 588,
1998.

mplODE017.tex, mlIODE007.tex

Kayran sovituksen yhteydessa huomasimme, etté eksponentiaalinen kasvumalli, ns. Malthusn
laki ' = ky ei toimi USA:n vaestodataan pitkilla aikavalilld. Mallia voidaan tarkentaa lisaé-
malla sopiva kasvua rajoittava termi, talloin johdutaan ns. logistiseen kasvulakiin:

y' = ay — by’
USA:n viestodataan liityen Verhulst arvioi v. 1845 arvot a = 0.03 ja b = 1.610~%, kun ¢ mitataan
vuosissa ja vékiluku y(¢) miljoonissa.

Opettajalle: Tehtava voidaan kéasitella ehka luontevamminkin kokonaan erillisena numeeristen
diffyhtaloratkaisujen opetuksesta. Talloin otetaan vain alla olevat kohdat (c) ja/tai (d).

(a) Ratkaise tehtéva (y(0) = 5.3) Eulerin menetelmélla kayttamalla askelpituussa h = 10
(b) rk4:114 kdyttden n. nelinkertaista askelta (voit kokeilla pienempiékin)

(c¢) Matlabin ode45:1l4.

(d) Laske analyyttinen ratkaisu Maplella. (Kyseessahdan on Bernoullin yhtalo.)

Piirrd kuvia ja laske kaikissa tapauksessa ratkaisujen arvot annetuissa taulukkopisteissa.
(oded5-tapauksessa onnistuu ainakin sovittamalla dataan splini funktiolla spline, joka on maa-
ilman helppokayttoisin.)

kts. http://www.math.hut.fi/teaching/v/matlab/opas.htmlsplinit

(Nykyddan (2012) ei tarvita erillistd splinisovitusta, laskentapisteet voidaan antaa suoraan
ode45-funktiolle syotteend.)

function [T,Y]=eulerS(f,Tspan,ya,n)

% Téamad vain kehittely- ja opettelutarkoituksessa.

% Funktio eulerV hoitaa niin skalaari- kuin vektoriversion.
% (24.2.04, modifioitu 21.8.2010)

% Esim: y’=t+y, y(0)=1

yA f=0(t,y)t+y
A [T,Y]=eulersS(f, [0 4],1,6), plot(T,Y,T,Y,’.r’);shg
a=Tspan(1) ;b=Tspan(2) ;
h=(b-a)/n;
Y=zeros(n+1,1);T=(a:h:b)’; %Pystyvektorit yhdenmukaisesti ode45:n
Y(1)=ya; % kanssa
for j=1:n
Y(G+1)=Y(§)+h*£(T(3),Y());
end;

Vaativuus: 2+
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplODE /mplODE017.tex


http://www.math.hut.fi/teaching/v/matlab/opas.html#splinit
file:../mplteht/mplODE/mplODE017.tex

Ratkaisu: *** Hukassa, etsi/tee ***

Viitteita:
http://math.aalto.fi/opetus/kp3-ii/06 /L/L14dynumkalvot.pdf

http://www.math.hut.fi/ apiola/matlab/opas/lyhyt/esim/eulerS.m
(Listaus ylla)

Avainsanat: mplODE, Maplediffyht,differentiaaliyhtaloita Maplella, logistinen kasvu, numee-
riset menetelmét, Eulerin menetelmé, Heunin menetelmé, Runge Kutta

Maplefunktioita: dsolve

mplODEO018.tex, mIODE00S8.tex
Tarkastellaan yhtalod y' = —2a(t — 1)y. Ratkaise aluksi analyyttisesti (Osannet ilmankin,
mutta harjoittele myos Maplella.)

Totea kuvasta ja derivaattachdosta yhtalon stabiilisuus/epéstabiilisuusalueet. Ota kuvassa ja
aina tarvittaessa vaikkapa a = 5.

Ratkaise yhtélo sekd Eulerilla ettd BE:114 (“Bacward Euler”). Sopivia arvoja voisivat olla vaik-
kapa h = 0.2, vali: [1,4.5], y(1) = 1.

Vertaa kokeellisesti stabiilisuukéyttaytymista teorian ennustamaan ja pane merkille, miten
epastabiilisuus kaytdnnossa ilmenee.

Tama tehtava soveltuu erityisen hyvin Maplella tehtéavéksi, se on pitkélle ideoitu [HAM] sivul-
la 124, my6s Euler ja BE ovat valmiina. (Koodit saa kurssin maple-hakemistosta.) ** Tulee
aputiedostoon **

K apu puuttuu ***

Viitteita:

http://math.aalto.fi/opetus/kp3-ii/06 /L/L14dynumkalvot.pdf
http://www.math.hut.fi/ apiola/matlab/opas/lyhyt/esim/eulerS.m (Listaus yll&)

Vaativuus: 2
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplODE /mplODEQ18.tex

Ratkaisu: *** ETSI/TEE***

Avainsanat: mplODE, ,Maplediffyht,differentiaaliyhtaloita Maplella, bacward Euler, stabiili-
suus, implisiittinen Eulerin menetelmé, diffyhtédlonumeriikkaa

Maplefunktioita: dsolve

Avainsanat:MatlabDy, diffyhtalot, diffyhtalot, mplDifferentiaali(yhtéléot),... add more ...

mplODEO019.tex [mplBas017.tex]
Opiskelija ottaa lainaa 10000 euroa hetkelld £ = 0 ja ryhtyy maksamaan sité takaisin kuukau-


http://math.aalto.fi/opetus/kp3-ii/06/L/L14dynumkalvot.pdf
http://www.math.hut.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/esim/eulerS.m
http://math.aalto.fi/opetus/kp3-ii/06/L/L14dynumkalvot.pdf
http://www.math.hut.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/esim/eulerS.m
file:../mplteht/mplODE/mplODE018.tex

den paasté hetkelld £ = 1. Kuukausikorko on 1% (huh!) ja takaisinmaksu tapahtuu kiintein
maksuerin 450 EUR/kk

Olkoon y;, k:n kuukauden kuluttua jaljella olevan velan méaré. Kirjoita differenssiyhtalo yy:lle.

Muodosta taulukko ja graafinen esitys, jossa on pisteet (k, yx), ja selvita sen perusteella, miten
kauan velan maksu kestda ja miten paljon rahaa opiskelijaparka kayttdaa koko projektiin.

Vaativuus: 1
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplODE /mplODE019.tex

Ratkaisu:
|../mplteht /mplODE /ratkaisut /mplODE019R.pdf]
../mplteht /mplODE /ratkaisut/mplODE019R.mw

Avainsanat: mplODE, Mapledifferenssiyhtalot, Mapleperusteet,mplBasic

Luokittelu: Differenssi- ja differentiaaliyhtalot, Maple-perusteet.
Ratkaise differentiaaliyhtdloryhma

G = —ox+py
%zax—y—xz
&= Bz 4y

numeerisesti valilla [0, 20], kun o = 10, p = 28 ja § = 8/3. Piirra ratkaisukéyréit samaan kuvaan,
ja piirra kayrat x(t) ja z(f) parametrisesti. Taméan jalkeen piirrd 3-ulotteinen parametrisoitu
kayra kaikista koordinaateista.

Onko ratkaisu rajoitettu? Suppeneeko se kohti jotain arvoa?

Kokeile muuttaa alkuarvoja, seka parametrien arvoja. Vallitsevan teorian mukaan systeemi on
kaoottinen dynaaminen systeemi, jonka kayttaytyminen voi muuttua merkitsevasti jo pienis-
td muutoksista lahtotilanteessa; itse asiassa termi perhosvaikutus keksittiin kuvaamaan juuri
tamén systeemin kaytosta.

Kolmiulotteinen parametrisoitu kéayra (tai pistejoukko) piirretddn MATLABissa funktiolla
plot3.

Vaativuus: 1-3+
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplDifferentiaali/mplD105.tex

Avainsanat:MatlabDy, diffyhtalot, diffyhtalot, mplDifferentiaali(yhtélot),... add more ...

Kirjoita heiluriyhtdlé ©” + £ sin(0) = 0 ensimmaéisen kertaluvun systeemiksi, tai toisen kerta-
luvun differentiaaliyhtéloksi. Voit ottaa g/L = 1.


file:../mplteht/mplODE/mplODE019.tex
file:../mplteht/mplODE/ratkaisut/mplODE019R.mw
file:../mplteht/mplDifferentiaali/mplD105.tex

Laske ratkaisu sopivalla aikavélilld (esim. [0, 10]) ja kolmella erilaisella alkuarvolla, joilla saat
erityyppiset ratkaisut.

Piirréd ratkaisukéyrat aikatasoon ja trajektorit faasitasoon.

Vaativuus: 1-3+
Tehtévan Latex-koodi:
../mplteht /mplDifferentiaali/mplD15.tex

Avainsanat:MatlabDy, diffyhtélot, diffyhtalot, mplDifferentiaali(yhtalot),... add more ...

mplODE17.tex Ratkaise reuna-arvotehtéva

y'=y*—1, y(0)=0, y(1)=1.

Maplella. Yrita ensin analyyttista. Jos/kun mitdéan ei palaudu, voit asettaa esim infolevel [dsolve] :=3:.
Néet ainakin, mitd Maple yrittaa.
Siirry sitten tyyppiin numeric.

Suorita Maplella suoraan reuna-arvotehtavén ratkaisu, ja piirra ratkaisufunktion kuvaaja.
Vihje:

Helpin esimerkkien avulla padset kiinni ratkaisufunktioon. Kannattanee kayttda tarkennetta:
output=listprocedure.

Vaativuus: 2
Tehtavan Latex-koodi:
../mplteht /mplODE /mplODE17.tex

Ratkaisu:
|../mplteht /mplODE /ratkaisut/mplODE17R.pdf{]
../mplteht /mplODE /ratkaisut/mplODE17R.mw

Avainsanat: mplODE, Maplediffyht,differentiaaliyhtaloita Maplella
Maplefunktioita: dsolve

mplPDE

mlIPDEO000.tex

Tahan tiedostoon kootaan laskaripaperiin sopivia pikaohjeita ja mielen virkistyksia.


file:../mplteht/mplDifferentiaali/mplD15.tex
file:../mplteht/mplODE/mplODE17.tex
file:../mplteht/mplODE/ratkaisut/mplODE17R.mw

141. mIPDE018.tex
Maérita sivuiltaan eristetyn sauvan L = 10 ldmpotila ¢ = 2 sekunnin kuluttua
alkuhetkesta kayttamalla eksplisiittista menetelmad numeeriseen approksimointiin.
Valitse h = 1 ja k = 0.5 Alkulampdétila: f(x) = x — 0.12? ja sauvan péit pidetdin
“jaissa”. Tehtéva on siis:
Ut = Uy, (Olkoon lampoyhtélon vakio = 1.)
u(0,t) = 0,u(L,t) = 0 (Reunaehdot)
u(z,0) = f(x) (Alkuehto).

Piirra alkulampoatilafunktion f(z) ja ratkaisufunktiota u(z, 2) approksimoivan lam-
potilamurtoviivan kuvaaja.



142. mIPDE020.tex

Nelidalueessa diskretoidun Laplacen yhtalon matriisi on muotoa:

B I O @) [ -4 1 0 0
I B I O 1 -4 1 0
O O 0 0
A= , missd B =
@) I B I 0 1 -4 1
O I B 0 1 —4

ja I on yksikkématriisi seké O nollamatriisi.

Jos solmuja on reunat mukaan lukien n x n kpl., niin sisdsolmuja on (n — 2)? kpl.
T&llsin B, 1,0 ovat (n—2) x (n—2) ja A on (n—2)% x (n —2)? matriisi. A koostuu
siis kolmesta lohkonauhasta, diagonaalilohkoina B ja yli- ja alanauhalohkoina 1.

Tallaisen matriisin muodostamiseen on monta tapaa. Kaikkein helpoin on valmiiksi
ohjelmoitu MATLAB-funktio delsq. Koska matriisit ovat yleensd suuria, on syyté
késitelld niitd harvoina (engl. sparse), ts. nollia ei talleteta, ainoastaan nollasta
poikkeavat indekseineen. Niinpa delsq rakentaa matriisista automaattisesti harvan.
Jos haluat katsoa sita tai sen osaa taytend, kaytd komentoa full. Kokeile:

help delsq

help numgrid

G=numgrid(’S’,10) % ’S’ viittaa alueeseen ‘‘Square’’. Muitakin
A=delsq(G) % on Matlabin numgrid-repertuaarissa.
full(A)

ans(1:10,1:10)

(Yhtd helppoa nelioalueen tapauksessa on kayttdd omatekoista lapm-funktiota
matlab-hakemistossa.)
Lopussa muita tapoja:

Kokeile niitd komentoja muutellen sopivasti parametreja. Suorita myos komento
help sparfun, saadaksesi katsauksen tarkedan osaan MATLAB:ia: harvojen matrii-
sien késittelyfunktioihin.

Ratkaise tehtivi, AV 3 kiyttden 50 x 50-hilaa reunat mukaan lukien, siis 482 x 48%-
matriisia A. Tulosvektori kannattaa muotoilla 48 x 48—matriisiksi komennolla
U=reshape (u,48,48), jolloin sen voi heti visualisoida komennolla surf (U). Teepé
se.

Esitys taululla: Kerro kokeiluistasi ja havainnoista, mita opit harvoista matriiseista
ja miten lopun suorit ja mitd tunnelmia kuva heratti. (Jos joku kohta, kuten kuva
ei onnistunut, voit ihmetella &d&neen, miksi.)

Vihje:



mplPerusteet

143. Tiedosto: mplP001.tex
Ohjelmat: Maple, [Mathematica]

Sievenna lauseke

1 1\"
(1-2)1+ %)
Vihje: Kokeile funktiota simplify.

144. mplP002.tex (PA P1 s.2011)

1. Klikkaa hiirelld (Viikkoharjoitukset-sivun) tiedostoa (maplel.mw) téssé
mplP002Pohja.mw ja avaa se ohjelmalla Maple 15. K&y lapi tyoarkin tehtavat
ja siirry sen jélkeen alla oleviin tehtaviin.

2. a) Kokeile Maplen voimia seuraavien sarjojen kohdalla:

;ﬁ’ n; ’ ;2n+1’ 2 o

n=1

S|

b) Montako termid hajaantuvasta sarjasta

on otettava mukaan, jotta vastaava osasumma olisi vahintdan 1007
(sum, evalf, infinity)

Vihje:



145.

146.

147.

mplP002a.tex (PA P1 s.2011)

Fibonaccin lukujono (f,,) méaaritellian alkuehdoilla fo = 0, f; = 1 ja palautuskaa-
valla f,10 = fn + for1, kun n > 2. Samat luvut saadaan suoraan lausekkeesta

fn = i(@" —(=o)™")

S

arvolla ¢ = % Maarittele f,, = f(n) funktiona ja osoita, etta seké alkuehdot etta
palautuskaava toteutuvat.

Vihje: Méarittele aluksi phi:= ... Palautuskaavan kohdalla on helpompi osoittaa
jokin lauseke nollaksi kuin verrata kahta hankalaa lauseketta.

(sqrt, simplify, expand)

Vihje: Muista funktiomé&aritys:
fi=n->...

mplP002b.tex (PA P1 s.2011)
Intialaisen matemaatikon Srinivasa Ramanujanin (1887-1920) keksiméan kaavan mu-
kaan

1 2v/2 & (1103 + 26390n)(4n)!

= o801 2 3964 (nl)4

n=0

Tutki (numeerisesti), monennenko osasumman avulla saadaan luvun 1/7 likiarvo 50
desimaalin tarkkuudella.
b) Méérittele sarjan yleinen termi a, = a(n) funktiona ja laske raja-arvo

An1

g = lim .
n—oo an

Sarja suppenee siis suunnilleen samaa vauhtia kuin sellainen geometrinen sarja, jon-
ka suhdeluku on gq.
(Pi, sqrt, sum, evalf(luku, desimaalien lkm), limit)

Vihje: Muista funktioméaritys:

a:=n-> ...
Suorita Maplella :

> series(exp(x), x = 0, 10); # tai taylor(...);
> p:=convert (% ,polynom) ;

> c:=coeffs(p,x);

> evalf (%) ;

Selitd, mitd néissé tapahtuu. (Tutki tarvitessasi helpilla tyyliin ?convert.)

Piirré polynomin p kuvaaja sopivalla valilla.



148. Etsi lukujen 12343243 ja 7681 suurin yhteinen tekiji.

Vihje: Suurin yhteinen tekija lasketaan funktiolla igcd. Jos my6s kertoimet halutaan tietdé,

kannattaa kayttaa funktioita igcdex.

Luokittelu, avainsanat: Mapleperusteet, mplPerusteet, syt, gcd, lukuteoriaa

149. mplP006.tex (HA:n Maple-kirja ss. 48-50)

1. Laske 2! 73 €5 neljallikymmenelld (40) numerolla.

. . . . . Q & @ . . . X ?
2. Mika rationaaliluvuista <=, <5, 132 approksimoi parhaiten 7:té

3. Kumpi luvuista 7¢ , €™ on suurempi?

Vihje:

7evalf
?factor

150. mplP007.tex (HA:n Maple-kirja ss. 48-50)

Madrittele polynomilauseke p = 23 — 422 + 32 + 2.
Maarita p:n juuret ja piirrd kuvaaja valilla, joka sisaltaéd juuret. Madritd myos pai-
kalliset aériarvot.

Vihje:
p:= ... (ei siis p = ... (kuten Matlabissa))
plot(p,x=a..b)
7plot

solve yrittaa tarkkaa analyyttista ratkaisua (vaikka onnistuisi, voi olla turhan mutkikas)
fsolve numeerinen ratkaisija

Luokittelu: Maple perusteet, lausekkeet, yhtalot, nollakohdat, grafiikka



151.

152.

153.

154.

mplP008.tex (HA:n Maple-kirja ss. 48-50)

Piirrd samaan kuvaan x* ja 27 ja selvitd, kuinka monessa pisteessi ne leikkaavat.
Varmaan joudut piirtaméaan useita kuvia eri alueilta.

Suurimman juuren etsimisessa voi oikean alueen ehka loytda nopeimmin tyyppid
seq([x74,27x] ,x=a..b); olevalla komennolla.
Tutki fsolve-komennon help-teksti ja maéarita likiarvo suurimmalle juurelle.

Vihje: seq(f (x),x=a..b) toimii kokonaislukuaskelin.
Toki askel voidaan sdatdaa halutuksi tahan tyyliin:

jono:=seq(a+i*h,i=0..10);

Luokittelu: Maple perusteet, jonot (seq), yhtélot, nollakohdat, grafiikka

mplP009.tex (HA:n Maple-kirja ss. 48-50)
Mita tekevat seuraavat Maple-komennot:

> sum(i~2,i=1..10);

> ifactor(1998); # Maple-oppaan kirjoitusvuosi
> ifactor(2012); # Aikaa on kulunut.

> solve ({x+2xy=5,x"2+y"2=10},{x,y});

> solve([x+2*xy = 5, x72+y"2 = 10], [x, yl)

Vihje: Kaksi solve-komennon muotoa liityvét tietorakenteisiin. Edellinen késittelee joukkoina,
jalkimméinen listoina. (Joukon alkioilla ei ole marattyd jarjestystd painvastoin kuin listassa.)

jako.

mplP010.tex
Muodosta funktion cos(x) sin(z) ensimméinen ja toinen derivaatta ja piirrd kunkin
kuvaaja sopivaksi katsomallasi vélilla kenties mieluiten eri koordinaatistoihin.

Vihje:
mplP011.tex (HA:n Maple-kirja ss. 48-50)

Funktiolausekkeen derivaatta muodostetaan diff-komennolla.

Maarita seuraavien funktioiden 1. ja 2. derivaatta ja sievenné tulokset simplify-
komennolla.

62° + 322 — 20 + 1, ZL  cos(2® 4+ 1) , arcsin(2x + 3) , V1 + 2% | arctanx

$2+1 )

Luokittelu, avainsanat: Mapleperusteet, Maplediffint, lauseke, symbolinen deri-
vointi, diff



155. mlP014.tex, mplP014.tex
Maple [Mathematica] , Matlab (erityisesti b)-kohta).

Tarkastellaan funktiota

sin(x)
=1 .
fla) =1+ 3
a) Maple: Maarittele f lausekkeeksi, laske fin arvo pisteessid © = —2.0 ja piirré
kuvaaja valilla [—5, 5].
Matlab:

Tee vastaava asia Matlabilla, kirjoita skripti. Huomaa, etta Matlabissa tdytyy ensin
antaa x:lle numeerinen (vektori)arvo.

b) Tee samat asiat, mutta nyt mééritteleméalla f funktioksi.

Vihje:
a)
Maple Matlab:
> fi=1-... >> x=...
> subs... >> f=...
> plot >> plot
b)
Maple Matlab
> fi=x->1-... >> f:=0(x) 1-...

Ratkaisu: Ratkaisu:

mplPerusteet/mplPO14R.mw ja .pdf
mlPerusteet/mlP014R.m ja .pdf

Luokittelu:

mplteht/mplPerusteet/mplP014.tex, matlabteht/mlPerusteet/ml1P014.tex
Avainsanat:

Mapleperusteet, funktiot, lausekkeet, Matlabperusteet



156. Laske funktion f(z) = e=* arvoja 0.5:n vilein valilli 0. .. 5, ja piirré taulukoiduista
arvoista kuvaaja

Vihje: Maiarittele f funktioksi tyyliin f:=x-> ...

Muodosta jono seq-funktion avulla ja ymparoi se listasuluilla tyyliin:
h:=0.5: x:=[seq(k+*h) ,k=...]

Muodosta funktion arvot tyyliin y:=map(f,x)

Taulukon saat esim. array-funktiolla.

Datan voi piirtda nykyisin myos "Matlab-tyylilld": plot(x,y)
Ratkaisu:

x := [seq(.5*k, k = 0 .. 10)]
f = x->exp(-x~2)

y := map(f, x)

array([x, yl)

plot(x,y)

157. Laske funktion f(x) = e~ arvoja 0.5:n valein valilla 0. . .5, ja piirrd taulukoiduista
arvoista kuvaaja

Vihje:

158. mplP017.tex [mplD019.tex]
Opiskelija ottaa lainaa 10000 euroa hetkella k = 0 ja ryhtyy maksamaan sité takaisin
kuukauden padsté hetkelld & = 1. Kuukausikorko on 1% (huh!) ja takaisinmaksu
tapahtuu kiintein maksuerin 450 EUR /kk

Olkoon y, k:n kuukauden kuluttua jaljelld olevan velan méaaré. Kirjoita differens-
siyhtélo yy:lle.

Muodosta taulukko ja graafinen esitys, jossa on pisteet (k,yx), ja selvitd sen pe-
rusteella, miten kauan velan maksu kestda ja miten paljon rahaa opiskelijaparka
kayttaa koko projektiin.

Luokittelu: Maple-perusteet, Differenssi- ja differentiaaliyhtalot

Vihje:

mplTodennikoisyyslaskenta

mplPr01
Luo 30 satunnaislukua valilta [0, 1). Kuinka moni luvuista osuu vélille [0,0.1)? Kuinka monen
pitéisi osua?

Vihje:
> with(Statistics)

> X := RandomVariable((’Uniform’) (0, 1));
> S := Sample(X, 3); # 3:n pituinen satunnaisvektori.



Lisda aiheesta: http://www.mapleprimes.com/questions/137189-Using-Random-Numbers

Vaativuus: 1
Tehtdvan Latex-koodi:
../mplteht /mplProbability /mplPr01.tex

Avainsanat: Stokastiikkaa Maplella,todennakédisyyslaskentaa, tilasto, mplPr, Probability and
statistics

Maplefunktioita: with(Statistics)

mplSarjat

159. Laske sarjan

i (29: — 1)k
i—o \3z+1

summa. Milld arvoilla x € R sarja suppenee? Piirrd summafunktion kuvaaja.

Vihje: Summa lasketaan komennolla sum

160. (Maple ja Matlab)

Maéérita seuraavat summat:

000 o
Zk‘ ja Zﬁ
k=1 k=1

Vihje: Maple: Kokeile edelliseen seké sum ettéd add - komentoja, jailkimmaéaiseen vain sum.

Matlab: Muodosta vektori 1,2, ...1000 ja sitten vain sum. Jalkimmaisessa voit laskea muutamalla,

toinen toistaan suuremmalla arvolla. (Numeerisesti et tietenkddn voi summata direttomyyksiin.)

161. (Maple)

Maarita symboliset summat:
n n
Z k ja Z k2.
k=1 k=1

Vihje: Maple-funktio sum
(Symbolinen summaus on integraalifunktion méérittamistd vastaava diskreetti tehtévé, usein jopa

vaikeampi.)


http://www.mapleprimes.com/questions/137189-Using-Random-Numbers
file:../mplteht/mplProbability/mplPr01.tex

mplTodennikoisyyslaskenta

162. Luo funktiolla RND 30 satunnaislukua valiltd [0,1]. Kuinka moni luvuista osuu
vélille [0,0.1)? Kuinka monen pitéisi osua?

Vihje:

mplVektorianalyysi

mplV000.tex

Ohjeita

Kerédtadn ohjeita nédiden tehtédvien aihepiiriin liittyen. “Tehtava’-linkistd saat KXTpX-koodin,
josta sopivan osan voit haluamallasi tavalla muokaten liittaa tehtavapaperiisi.

Taylorin polynomit

Kahden muuttujan Taylorin polynomi kehitettyna pisteesé p voidaan kirjoittaa:

"1

o (h1iDy + haDs)* f(p)

k=0
Tasta on helppo arvata, miten useamman muuttujan polynomi rakentuu.

Erityisesti 2. asteen Taylorin kaava voidaan kirjoittaa muotoon

F(p-+h) = S(0) + K9 £(p) + ShTH (o) + Rafh),

joka pétee n:n muuttujan funktiolle sellaisenaan. Tésséd jaannostermi Ry(h) = ||h|[?O(h) . (Eli
riittavin pienessi pn ystossi pitee: Ro(h) < M]||h|]? jollain vakiolla M.)

Neliomuotojen definiittisyys

Miir: Neliomuoto g(z) = 27 Az (A on symmetrinen matriisi) on
1. positiivisesti definiitti, jos g(z) > 0 Vo # 0,
2. negatiivisesti definiitti, jos ¢(x) < 0 Vz # 0,

3. positiivisesti semidefiniitti, jos ¢(x) > 0 Vo € R™ ja Jy # 0, jolla ¢(y) = 0,



4. negatiivisesti semidefiniitti, jos ¢(z) < 0 Vo € R" ja Jy # 0, jolla q(y) = 0,

5. indefiniitti, jos Jx,y siten, ettd ¢(z) > 0 ja ¢(y) < 0.

Samoja definiittisyyskésitteita kiytetadn myos symmetrisestd matriisista A.

Suunnattu derivaatta ja gradientti

e Suunnattu derivaatta pisteesd py vektorin v suunassa saadaan lasketuksi pisteessa py
lasketun gradientin ja suuntayksikkovektorin sisdtulona.

« Siispa funktio kasvaa nopeimmin gradientin suuntaan ja sen kasvu on 0 gradienttia vas-
taan kohtisuoraan suuntaan.

« Suunta, johon funktion kasvu on 0 on tasa-arvokdyran (tai -pinnan) tangentin (tangent-
titason) suuntainen, joten gradientti on normaalin suuntainen.

Pinnan normaali ja tangenttitaso

Jos pinnan yhtalo esitetddn muodossa F(z,y,z) = 0, saadaan edellisen perusteella pinnan
tangenttitason yhtalo pisteessa py néin:

VE(po)(p—po) =0

Jos pinta on annettu muodossa z = f(z,y), saadaan siten normaalin suunta funktion
F(z,y,2) = f(x,y) — z gradienttina.

Tasta seuraa, ettd pisteeseen py asetetun tangenttitason yhtéald voidaan kirjoittaa muotoon

z— 20 = fi(po)(x — x0) + f2(po)(y — Yo).

(fija fo tarkoittavat osittaisderivaattoja.)
Kahden pinnan leikkauskdyrian tangentti

Leikkauskayran tangentti on kohtisuorassa molempien pintojen normaalia vastaan (eiké vain!).
Siten leikkauskayran tangentin suuntainen vektori saadaan pinnan normaalivektorien ristitulo-
na t =mn; X n,.

Kriittiset pisteet, dariarvot

Kriittinen piste (KRP) p: V f(p) = 0.

Kriittisen pisteen laatu selvidé (jos selvida) Hessen matriisin Hy(p) definiittisyydesta.
Symmetrisen matriisin definiittisyyskaytos selvitetdan ominaisarvojen avulla. Jos matriisi on
2 %2, voidaan kiyttida determinanttia (kts. tehtavd mplV006a). Isommillekin matriiseille on de-
terminanttiehtoja, mutta ne on hankala muistaa ja kayttaa, jaakoot muistoksi “determinanttien
kulta-ajoilta”.



Maple-ohjeita
Vektorikentta ja gradientti

with(linalg): with(plots):
fieldplot(grad(f(x,y), [x,y]),x=a..b, y=c..d,arrows=slim,color=x);
# a:1lla, b:1la jne. oltava tietysti numeeriset arvot.

Uusissa Maplen versioissa on kirjastopakkaus VectorCalculus ja sielld funktio Gradient lu-
kuisine valitsimineen. Kts. helppi. Vanhan linalg-kirjaston kunnon grad on perustarpeisiin
ehka yksinkertaisin ja helppokayttoisin.

Oma pikku funktio on usein selkein, se voidaan méaritelld ongelmakohtaisesti esim. toimi-
maan vain 2d-tilanteessa. Téllainen gradienttifunktio voitaisin kaikessa yksinkertaisuudessaan
madritelld ndin: gradi2:=(f,x,y)->[diff(f,x),diff(f,y)]

Pintapiirroksen “valaiseminen” esim. avaruuskayrilla

Usein pintapiirrosta voidaan tasmentaéd ja tarkentaa ja ymmartad paremmin, kun piirretdan
sopivia avaruuskéyrié pinnalle spacecurve:lla.

Alla on esimerkki, jossa piirretadn napasadettéd pitkin kulkevan pystytason ja annetun pinnan
leikkauskayra sekd kayran projektio xy-tasossa. Varsin kayttokelpoinen tapa monessa yhtey-
dessi. Tata voi modifioida tarpeen mukaan.

with(plots):
f:=(x,y)->4-x"2-y"2;
x:=r*cos(Theta) :y:=r*sin(Theta): Theta:=Pi/4:
pystyleikkaus:=spacecurve({[x,y,f(x,y)], [x,y,0]},r=0..2,thickness=3,
color=blue,axes=B0X)
# HUOM! html:ssa edellinen nakyy vaarin, pitaa olla:
# pystyleikkaus:=spacecurve(Aaltoaukil[x,y,f(x,y)], [x,y,0]Aaltokii,r=0..2,...)
# missa Aalto tarkoittaa aaltosulkua,
X:=’x’:y:="y’: # Kannattaa muistaa vapauttaa.
pinta:=plot3d(f(x,y),x=-2..2,y=-2..2):
display([pinta,pystyleikkaus],style=patchcontour,transparency=0.5);

163. mplV001.tex
Piirra seuraavien funktioiden tasa-arvokayrét:

3 gy

a) x

b) sin(x)cosh(y)

c) cos®(z) cosh(y)

Vihje: Tasa-arvokéyrid voi piirtd4 kommennolla contourplot (ensin with(plots)).



164.

165.

166.

mplVO0011.tex

Mitké ovat seuraavien funktioiden luonnolliset méaarittelyjoukot:
a) f(z,y) =322, b) f(z,y) =In(l+ay) c) fla,y) = arcsin(z +y) .

Piirrd (ensin késin ja sitten Maplella) tasoon kunkin maéérittelyjoukon kuva. Mi-
ta topologisia ominaisuuksia joukoilla on? (avoin, suljettu, rajoitettu, yhtendinen,
joukon reuna, jne.)

Muodosta néiden funktioiden korkeuskayrien (tasa-arvokayrien) yhtalot. Muodosta
myoOs pystyleikkauskayréit tasojen x = 1 ja y = 1 kanssa kussakin tapauksessa.
Hahmottele kasin ja piirra Maplella.

Vihje: Tasa-arvokéyrid voi piirtdd kommennolla contourplot (ensin with(plots))). Lisdd
Maple-ohjeita 1. “tehtéavéssd” mplV000.tex.

mplV0012.tex
Onko seuraavilla funktioilla raja-arvo, kun (z,y) — (0,0) :

x x?

T )
2] + 1] 2] + [yl

a)

Suorita Maplella visualisointeja.

Vihje: Tasa-arvokiyriin: contourplot (ensin with(plots))), pintoihin: plot3d (ei tarvitse la-
tauksia) .
Lisad Maple-ohjeita “tehtavissa”1.(mplV000.tex).

mplV0013.tex
Olkoon f:R?* — R,

1, 2?2 <y <2a®,

flz,y) =

0, muulloin.

Osoita, ettéd funktiolla on sama raja-arvo origossa lahestyttéessa mité tahansa suoraa
pitkin, mutta siitd huolimatta varsinaista raja-arvoa ei ole olemassa. Missé pisteissa
funktio on jatkuva ja misséi taas ei?

Suorita Maplella visualisointeja.

Vihje: Kulje erityisesti O:sta alkavaa nousevaa séddettd (kulmakerroin posit.) 1. neljdnneksessé

kulkien sité alaspdin kohti origoa. Mité tapahtuu lopulta, kun ollaan riittdvan ldhelld O:a?

Ratkaisu: Piirrd kuvaaja funktion rajoittumasta mielivaltaiselle origon kautta kulkevalle suoralle;
tutki tétd varten, missé pisteissd ko. suora leikkaa paraabelit y = 22 ja y = 222. Funktio on

epéjatkuva niilld paraabeleilla.



167.

168.

169.

mplV0014.tex
(a) Muodosta funktion In(1+e**#’?) 1. kertaluvun osittaisderivaatat kaikkien muut-
tujien suhteen.

(b) Osoita, etta funktio arctan £ toteuttaa Laplacen osittaisdifferentiaaliyhtdlén

Pu  Pu

@—F@—O.

(Téallaisia funktioita sanotaan harmonisiksi funktioiksi.)

Vihje: Laske ainakin joku késin ja tarkista kaikki Maplella. Tallaiset mekaaniset, tarkkuutta
vaativat tehtdvit ovat onnen omiaan CAS-ohjelmille, kuten Maple, Mathematica. Maplen diff

hoitelee homman.

mplV0015.tex

(My6s mplDi017.tex (poistetaan))

Oletetaan, etta funktioilla u(z,y) ja v(z,y) on jatkuvat toiset osittaisderivaatat ja
ne toteuttavat ns. Cauchy-Riemannin yhtalot:

ou Ov Ov ou

dr  dy O0r Oy

Osoita, ettd u ja v ovat harmonisia, eli toteuttavat Laplacen differentiaaliyhtélon:

Pu  Pu

@—F@—O.

Vihje: Sopii sekd kasinlaskuun ettd Maplelle. Maple olettaa sdannéllisyytta tarpeeksi, jotta se-
kaderivaatat yhtyvéit. Kéyttdjan on tiedettdvi, mita pitda olettaa.
Mapletekniikkaa: b) Kirjoita CR-yhtélot tyyliin

diff (u(x,y),x)=diff(v(x,y),y)
Maplen diff-operattorin taytyy tietda, ettd lauseke, johon derivointi kohdistuu, sisdltdd muuttujat
X ja y. Muussa tapauksessa se raviyttdd ilman muuta tuloksen 0 (nolla), joka on samalla tehtavin

suorituksen arvo.

Ratkaisu: mplVektori/mplV0015R.mw ja .pdf

mplV0016.tex
Olkoon f(z,y) = 2*y? + x*siny + cos(zy). Laske osittaisderivaatat frey, feye, fyex
ja totea, etta ne ovat samat.

Voit antaa Maplen laskea.



170. mplV0017.tex

171.

172.

Laske yhdistetyn funktion derivoimissdéntoa (eli ketjusdéntod, "chain rule') kayt-
taen %—’;’ ja %’, kun

() w=zIn(z*+y?), v=s+t,y=s—1,

(b) w = e sin(2x —y), =35>+t y=2s>—t>

Tee késin ja tarkista Maplella.

mplV0018.tex

Kolmionmuotoisen maa-alan kahden sivun mitatut pituudet ovat 224 m ja 158 m
ja niiden valinen kulma 64° . Pituusmittauksen virheraja on 0.4 m ja kulman 2° .
Miké on pinta-alan likiméarainen suhteellinen maksimivirhe.

Vast: n. 2 %

mplV0019.tex
Osittaisderivoituvan funktion f : R? — R gradientti V f mééaritelldin niin

Viz,y) = folz,y)i+ fy(2,9)]

Olkoon f(z,y) = |zy| .

(a) Piirra tasa-arvokayrat(korkeuskéyrét) f(z,y) =k, k =1,2,3.

(b) Piirrd f:n gradienttikenttavektoreita fieldplot:n avulla samaan kuvaan kor-
keuskayrapiirrosten kanssa. Kun kédytat samaa skaalaa akseleilla pitdisi kuvasta
nakyéd, miten gradienttivektorin ja korkeuskédyran suunnat suhtautuvat toisiinsa.

Vihje: Gradientti voidaan ladata useastakin kirjastosta. Selvintd on méaaritella itse:
gradi2:=(f,x,y)->[diff (£f,x),diff (£,y)]
(Voit myos ladata: with(linalg); ja saat kdyttoon funktion grad)

with(plots) lataa contourplot- ja fieldplot-funktiot.
Grafiikkojen yhdistdminen:

kuval:=contourplot(...)
kuva2:=fieldplot(...)
display (kuval,kuva?2) ;



173. mplV00191.tex
Tyoarkilla . ./MattieT/mplteht/ohjeet/pintoja.mw (ja .pdf) kohdassa "toinen

esimerkki"tarkastellaan funktiota f(z,y) = xzzfyz Seka plot3d- ettd contourplot-

kuvat ovat lievasti sanoen harhaisia. (Toki erilaisilla optioilla voi plot3d-kuvaa olen-
naisesti parantaa.) Selvitd, minkélainen kuvaaja todellisuudessa on. Tarvitset taas
sekd Maplea etta kynaé ja paperia. Piirtele myos pystyleikkauksia, oikeita korkeus-
kayrid ym. ¥

Hm, tdméa on parasta muuttaa tehtdvéiksi (tai esimerkiksi), ratkaisu on suoraan
tuolla, ja uudemmat versiot ovat poistaneet harhat.

okok

Vihje: Usein pintapiirrosta voidaan tdsmentéé ja tarkentaa ja ymmaértadd paremmin, kun piirre-
taan sopivia avaruuskéyrid pinnalle spacecurve:lla.

Alla on esimerkki (sama kuin alussa ohjetiedostossa mplV000.tex), jossa piirretdén napasidetti
pitkin kulkevan pystytason ja annetun pinnan leikkauskéyrd sekd kédyrdn projektio xy-tasossa.
Varsin kayttokelpoinen tapa monessa yhteydessid. Téta voi modifioida tarpeen mukaan.

with(plots):
f:=(x,y)->4-x"2-y"2;
x:=r*cos(Theta) :y:=r*sin(Theta): Theta:=Pi/4:
pystyleikkaus:=spacecurve({[x,y,f(x,y)], [x,y,0]1},r=0..2,thickness=3,
color=blue,axes=B0X)
# HUOM! html:ssa edellinen nakyy vaarin, pitaa olla:
# pystyleikkaus:=spacecurve(Aaltoauki[x,y,f(x,y)], [x,y,0]Aaltokii,r=0..2,...)
# missa Aalto tarkoittaa aaltosulkua,
x:="x’:y:="y’: # Kannattaa muistaa vapauttaa.
pinta:=plot3d(f(x,y),x=-2..2,y=-2..2):
display([pinta,pystyleikkaus],style=patchcontour,transparency=0.5);
display(pystyleikkaus); # Katsotaan pelkkaa leikkauskayraa.



174. mplvV00192.tex

175.

Maaston korkeus (merenpinnasta mitattuna) karttakoordinaattien funktiona olkoon
h(z,y) = —2* 4 4oy — 8y* + 300.

Positiivinen x-akseli osoittaa itddn ja positiivinen y-akseli pohjoiseen.

a. Kulkuri K ottaa pisteesta (1,2, h(1,2)) lahtoaskeleen kaakkoon. Nouseeko hén
vai laskeutuuko?
Tama on késinlaskutehtéava, mutta tee Maplella. Havainnollista Maplepiirrok-
sin:
Pintapiirros: plot3d, korkeuskayrat: contourplot tai implicitplot. Leik-
kauskayra kaakko-luode-suuntaisen pystytason kanssa.

b. Muodosta funktion h(z,y) gradienttifunktio (gradienttikenttd). Piirrd gra-
dienttikenttéd plots-pakkauksen funktiolla fieldplot. Yhdistd korkeuskay-
rapiirros taméan kanssa display-funktion avulla.

Vihje: Gradienttikentén voi laskea (tietysti kéisin) tai derivoimalla Maplen diff:1l4 tai linalg-
pakkauksen funktiolla grad. Ei ole pahitteeksi, jos kokeilet kaikkia tapoja.

mplDi0019a.tex

Osittaisderivoituvan funktion f : R? — R gradientti Vf madritellidn niin
Vi(z,y) = folz,y)i+ fylz,y)j -

Olkoon f(z,y) = |zy| .

(a) Piirra tasa-arvokayrat(korkeuskéyrét) f(z,y) =k, k =1,2,3.

(b) Piirrd f:n gradienttivektoreita V f(x,y) tasa-arvokdyrien pisteisiin. Kun kéy-
tat samaa skaalaa akseleilla (scaling=constrained), pitisi kuvasta nikyé, miten
gradienttivektorin ja korkeuskayrdn suunnat suhtautuvat toisiinsa.

Vihje:

Aloita tyoarkki néin:

V V V V V V V

restart:

with(plots): with(plottools):

nuoli:=(alkup, loppup,vari)->arrow(alkup,loppup,0.01,0.05,0.02,color=vari);
korkeuskayra:=k->implicitplot (abs(x*y)=k,x=-2..2,y=-2..2);

# Maariteltiin grafiikka-arvoinen funktio, usein tosi katevaa!
kkparvi:=display(seq(korkeuskayra(k) ,k=1..3);

Kts. lisdd: mplDi0002Apu.mw



176. mplV003.tex

Piirré avaruuskéyra

cost ., sint,
r(t) = . 1+Tj+arctantk,

kun t € [1,7] ja T = 100. Méaéarita kdyrdn kaarenpituus ja tutki, onko silld raja-
arvoa, kun 7" — oo.

Vihje: Kayra on luontevinta kirjoittaa listaksi r = [cos(t)/t,sin(t)/t,arctan(t)] ja laskea
kaarenpituus integraalista [ |r’(¢)]dt.

177. Mairitd funktion f(z,y) = 2% — y suurin arvo ympyralld 22 + y? = 1. Kéyti La-
grangen menetelmas.

Vihje: (diff, solve, f:= (x,y)->(x2+y). Jos et ehdottomasti osaa Lagrangen menetelméé,

lataa with(Student [MultivariateCalculus]) ja tutki LagrangeMultipliers-dokumentaatiota.

178. mplV006.tex
Lausu neliémuodon ¢(z) = 27 Az definiittisyydet symmetrisen matriisin A ominai-
sarvojen (merkkien) avulla.

(Mé&éaritelmé paperin lopussa (tai kokoelman alussa).)

Vihje: Lausu neliomuoto padakselikoordinaattien y; avulla, sitten voit lukea kuin avointa kirjaa.

(Puhdas pééttelytehtava, “tietokonevapaa”.)

179. mplV006a.tex
(Puhdas paattelytehtavé, “tietokonevapaa”.)
Osoita 2 x 2 symmetrisen matriisin A tapauksessa, ettd matriisi on

o definiitti (pos. tai neg.), jos ja vain jos det(A) > 0,
o indefiniitti, jos ja vain jos det(A) < 0,
« semidefiniitti, jos ja vain jos det(A) =0

a ¢
Vihje: Kirjoita A =
c
asteen yhtdlon juurien ominaisuuksia. (Jos et muista, niin kerro auki (A — A1)(A — A2).)

Ratkaisu: mplV006aR.pdf ja .mw (html:ssa ratkaisu-linkki)

1 ja muodosta karakteristinen polynomi. Kaytd hyvéksesi toisen



180. mplV006b.tex

Maérita seuraavien neliomuotojen matriisit seké definiittisyys:

(a) Q(xla 1‘2) = 21’% + 4$% + T1T2

(b) Q(%, T2, 1‘3) = x% + 22173 4+ 22573

(¢) q(x1, xa, k3, x4) = a5 + 227 — daowy

Esita neliomuodot padakselikoordinaateissa. Ei ole pahitteeksi, vaikka piirrét joita-
kin kuvia.

Vihje:

Avainsanat: Ineliomuoto,lposlnegldefiniitti, 1paaakseliprobleema, 1principa-
laxes,lominaisarvot,leigenvalues, I1mplVektori

181. mplV006e.tex
Mité kartioleikkausta edustaa yhtélo z3 + 241209 — 623 = 5

Muunna yhtélo pédakselimuotoon ja piirrda kuva. (Voit ottaa mallia KRE Exa 6 s.
396 "Transformation to principal axes".)

tai GRE 11.6 s. 589 Voit myos katsoa: http://www.math.hut.fi/teaching/y3/harj/tyo/heigen.h
Muista: Hyperbelin luonteva parametriesitys on x = acosht, y = bsinht

Maple-ohjeita: harj6ohje.mws -TODQO!-

Vihje:

Avainsanat: Ineliomuoto,lposlnegldefiniitti, 1paaakseliprobleema, 1principa-
laxes,lominaisarvot,leigenvalues, lmplVektori

182. TV-yhtié on (pahaa aavistamatta) palkannut matemaatikon seikkailukilpailun juon-
tajaksi. Kilpailussa tehtavana on kiertdd mahdollisimman lyhyt reitti sen kolmion
sisdlld, jonka kérjet ovat pisteissd (0,0),(2,0) ja (0,2). Lahto tapahtuu pisteesté
(1,0), ja kilpailijan tarvitsee koskettaa jokaista muuta kolmion sivua ja palata sit-
ten alkupisteeseen Maarité lyhin tallainen reitti, ja sen pituus.

Vihje: Muodosta matkan funktio f(z,y) — mieti ensin, mitd kuvaa x ja mitd y, ja sen jilkeen,
kuinka etaisyys laskettaisiin (vihje: Euklidinen etéisyys). Tamén jélkeen etsi funktion f kriittiset
pisteet, eli osittaisderivaattojen nollakohdat, ja tutki niiden laatua. Valitse néista pisteistd minimin

tuottava, ja laske pituus.

183. mplV010.tex
Maérita funktion f(x,y) = m
pisteessd (2,1) Tee 2. asteen polynomi ensin késin ja sitten Maplella. Kts. myos
ohjetiedostoa (tulee).

astetta 2 oleva Taylorin polynomi kehitettyna

Avainsanat: Usean muuttujan Taylorin polynomi, diff, D, perushelppo .

Ratkaisut tehtéviin mplV010 ja mplV011: “ratkaisut”-linkistd (molemmat samassa
tyoarkissa).



184.

185.

186.

mplVO011.tex

a) Muodosta funktion f(z,y) = cos(z + siny) toisen asteen Taylorin polynomi
kehitettyna (0, 0):ssa. Miten hyvan approksimaaton saat arvolle f(0.1, —0.2) 7
(Vertaa laskimen tai Maplen antamaan arvoon, ei tarvitse miettid jaddnnoster-
miarviota.)

b) Maaritd funktion f(x,y) = m asteita 2,3 ja 4 olevat Taylorin polynomit
kehitettyné pisteesséa (2,1)

b) Piirra funktio f(z,y) ja eriasteisia Taylorin polynomeja pintapiirrokisna ja/tai
korkeuskéyriné.

Kts. myos harj7ohje.mws
Avainsanat: Usean muuttujan Taylorin polynomi, diff, mtaylor,plot3d,contour.

Vihje: a)-kohta on kéisinlasku, tarkistukseen siindkin Maplen diff. b)-kohta Maplen diff-funktiolla.
Lopuksi voit kokeilla myos mtaylor-komentoa. (Tarkoitus on Maple-avusteinen oppiminen, ei liian

valmiiden “nappuloiden” paineleminen.)

Ratkaisut tehtéviin mplV010 ja mplV011: “ratkaisut”-linkista (molemmat samassa
tyoarkissa).

mplV012.tex
Méérita funktion f(x,y) = 23 + y* — 3zy kriittiset pisteet (KRP) ja niiden luonne.
(min/max/satula/singulaari) Havainnollista piirroksin.

Avainsanat: Kriittiset pistet, min/max, osittaiderivaatta, nollakohta.

Vihje: Yhtélosysteemin ratkaisu: solve({yht1,yht2},{x,y}); Polynomiyhtaloissid kannattaa

usein jatkaa komennolla allvalues. Numeerinen ratkaisu: fsolve

mplV013.tex
Maarita funktion

f(x,y) = cosx + cosy
kriittiset pisteet (KRP) ja niiden luonne. (min/max/satula/singulaari) Havainnol-
lista piirroksin.
Avainsanat: Kriittiset pisteet, min/max, osittaiderivaatta, nollakohta.

Vihje: Yhtélosysteemin ratkaisu: solve({yht1,yht2},{x,y});



187.

188.

189.

DOKU mplV013a.tex
Maarita funktion

fl@.y) =1/z +1/y + sin(z”y?)
suurin ja pienin arvo joukossa [1,2] x [1,2].

Maplen lisdksi kannattaa kokeilla Matlab:lla meshgrid, max/min, find ...-
tekniikkaa. Toki ihan optimointiin rédatéloityja funktioitakin kummallakin ohjelmal-
la. Mutta ensisijaisesti ihan perustekniikoita, please!. (Osoittautuu sitapaitsi, etté
minimize-tyyppiset “mustat laatikot” eivét oikein péarjaa joka kohdassa.)

Jatkotehtava: Maarita kaikki kriittiset pisteet yo. alueessa ja niiden luonne (max/-
min/satula).

Vihje: Vaatimattomasta ulkoasustaan huolimatta voi olla hiukan tyolds, mutta sitdkin opettavai-
sempi.

Jatkotehtéavissa esiintyy ehka yllattavaakin kiytosta.

mplV014.tex

Joudut tekemaan vastuunalaisen paatoksen mitoista valmistettaessa laatikkoa. Poh-
jamateriaali on kaksi kertaa niin kallista pinta-alayksikkoa kohti kuin sivu- tai kan-
simateriaali. Milla mitoilla saat V-tilavuuksisen laatikon materiaalikustannukset mi-
nimoiduksi? Perustele, etté ratkaisusi on globaali minimi joukossa {(z,y)|z > 0,y >
0}. (Toisia derivaattoja ei véalttmétté tarvita.)

Avainsanat: minimointi,optimointi, osittaiderivaatta, nollakohta.

Vihje: Sopii puhtaasti kdsinlaskuun, toki saa kéiyttda Maplea laskuapualaisena.

mplV016.tex
Maérita funktion f(z,y) = 23 + y> — 3zy kriittiset pisteet (KRP) ja niiden luonne.
(min/max/satula/singulaari) Havainnollista piirroksin.

Avainsanat: Kriittiset pisteet, min/max, osittaiderivaatta, nollakohta.

Vihje: Yhtélosysteemin ratkaisu: solve({yht1,yht2},{x,y}); Polynomiyhtéloissi kannattaa

usein jatkaa komennolla allvalues. Numeerinen ratkaisu: fsolve



190. mplVO017.tex

191.

192.

a. Olkoon f(z,y) = =4

Tty
Maarita pinnan z = f(z,y) tangenttitaso pisteessd (2, —1). Piirrd pinta ja
tangenttitaso ja pyorittele ja zoomaa.

b. Sama pinnalle z = arctan ¥ pisteessé (2,2, 7/4).

Vihje: (Kts. ..H/harj6ohje.mws) -TODO-

Avainsanat: 1mplVektori,1tangenttitaso,1tangent1plane,lseverallvariables

mplV018.tex
Madérita lierididen

I S S )
leikkauskéyrdn pisteen (1, —1,1) kautta kulkevan tangentin yhtalo.

Lieri6pinnan piirtdminen sujuu hyvin plot3d:lla. Kannttaa ajatella lierio (kahdesta
parametristd riippuvana) parametrimuotoisena pintana. Ensimmaisen lierion luon-
nollinen parametriesitys on = = v/2cost,y = /2sint,z = z. Téssé siis ¢ ja z ovat
parametreja.

Edellinen voisi nayttaa talta:
plot3d([sqrt(2)*cos(t),sqrt(2)*sin(t),z],t=0..2%Pi,z=c..d);
Jalkimmainen vastaavasti. Kuvat yhdistetaan:
display(kuval,kuva2) ;

Huom! plot3d on monipuolinen funktio, sille voi antaa pinnan muodossa f(x,y),
mutta myos parametrimuodossa ylla kaavailtuun tapaan.

Maérita funktion f(z,y) = 2? — y suurin arvo ympyralli 22 + y* = 1. Kéyta La-
grangen menetelméa.

Vihje: (diff, solve, f:= (x,y)->(x2+y). Jos et ehdottomasti osaa Lagrangen menetelméé,

lataa with(Student [MultivariateCalculus]) ja tutki LagrangeMultipliers-dokumentaatiota.

mplYhtalot

193.

Ratkaise yhtalo 22 + 423 — 1422 +1 = 0.

Vihje: Maplen funktio solve.



194.

195.

196.

197.

Maérita polynomin
p(z) =2° —42® + 42 — 1

nollakohdat ja paikalliset minimit ja maksimit. Piirra kuva.

Suorita sekda Maplella ettd Matlabilla.

Vihje: Maplella voit yrittda 3. asteen yhtalon ratkaisua myos symbolisesti solve-komennolla.
Numeerisesti fsolve.

Matlabilla vain numeerisesti: roots.
Polynomin derivaatta: polyder

Maple , Matlab (u2ro)

Tarkastellaan vaestonkasvumallia

jossa otetaan huomioon biologisen lisdantymisen ohella my6s maahanmuutto, jon-
ka oletetaan tapahtuvan vakionopeudella v yksilod vuodessa (netto). Oletetaan, et-
ta tietty populaatio on alunperin 10° yksilod, 435000 yksilod muuttaa "maahan'l.
vuoden aikana ja populaatiossa on 1564000 yksilod vuoden lopulla. Maarita luku
A Kayta tatd A:n arvoa ennustamaan populaation koko toisen vuoden lopussa, kun
oletetaan maahanmuuttovauhdin sailyvén vakiona.

Vihje: Maple: fsolve, Matlab: fzero

Avainsanat: Epélineaarinen yhtalo, vaestonkasvumalli, epalineaarinen yhtalo, vaes-
tonkasvumalli.

Maple tai Matlab Etsi yhtédlon 28 — 3627 + 54625 — 453625 + 224492 — 6728423 +
1181242% — 109584 + 40320 = 0 vélilld [5.5,6.5] oleva juuri. Muuta x7:n kerroin
luvuksi —36.001 ja katso, mika vaikutus silld on juureen.

Vihje: Maple: fsolve
Matlab: roots

Maple
Méérité ellipsin 922416y* = 144 sisédén piirretyn (akselien suuntaisen) suorakulmion
maksimaalinen pinta-ala. Piirra ellipsi ja suorakulmio.



198.

199.

200.

Matlab/Maple/Mathematica
H2T17/mIN1100/mplY100/mmaY 100

Etsi yhtalon 2® — 3627 + 5462°% — 453625 + 224492* — 6728423 + 1181242% — 109584z +
40320 = 0 vélilla [5.5,6.5] oleva juuri. Muuta z”:n kerroin luvuksi —36.001 ja katso,
miké vaikutus silld on juureen.

Vihje: Maple: fsolve
Matlab: roots Mathematica: ...

Ratkaisu: Ratkaisutiedostossa lisdéd variaatioita ja analyysid tehtévéaan.
Avainsanat: Polynomin juuret, numeriikka, hairidalttius, ill-conditioned

Matlab/Maple/Mathematica
H2T17/mIN1100/mplY100/mmaY100

Etsi yhtéilon 2® — 3627 + 5462 — 453625 4 224492* — 6728423 + 11812422 — 1095842 +
40320 = 0 valilla [5.5,6.5] oleva juuri. Muuta z":mn kerroin luvuksi —36.001 ja katso,
mika vaikutus silld on juureen.

Vihje: Maple: fsolve
Matlab: roots Mathematica: ...

Ratkaisu: Ratkaisutiedostossa lisdé variaatioita ja analyysiéd tehtavaan.
Avainsanat: Polynomin juuret, numeriikka, héiricalttius, ill-conditioned

Laske sen alueen pinta-ala, jota rajoittavat kiayriat y?> =z ja o —y = 3.

Vihje: Mieti, kumpi on helpompaa: integrointi x- vai y-suunnassa.



