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BV -funktiot (engl. bounded variation) muodostavat geometrisen mittateorian
ja variaatiolaskennan kannalta tédrkein Sobolev-funktioavaruuden laajennuksen.
Euklidisessa avaruudessa BV -funktiot ovat lokaalisti integroituvia funktioita,
joiden ensimmadiset heikot osittaisderivaatat ovat Radon-mittoja. Metrisis-
sid avaruuksissa BV-funktiot maéaéritellain kayttden relaksoitua méadritelmad
Lipschitz-funktioavaruuden sulkeumana sopivan suppenemisen suhteen. Vastaa-
vasti voidaan edelleen mééritelld funktion variaatiomitta.

Tarkedn osan BV-funktioiden teoriaa muodostavat &arellisperimetriset jou-
kot, eli joukot joiden karakteristiset funktiot ovat BV -funktioita ja siten
joukon karakteristisen funktion variaatiomitta mééaritdd joukolle perimetrimitan.
Adrellisperimetristen joukkojen tutkimuksessa keskeisimpié tyokaluja ovat isope-
rimetrinen epayhtélo, joka antaa yhteyden joukon mitan ja sen perimetrin vélille,
seké koareakaava, joka antaa variaatiomitalle esityskaavan funktion tasojoukkojen
perimetrien avulla.

Joukon perimetri kuvaa tietyssdé mielessd joukon reunan mittaa. Fuklidises-
sa avaruudessa perimetrimitta saadaan joukon mittateoreettisen reunan n — 1
-ulotteisena Hausdorffin mittana. Tyon péadtuloksena esitetédén vastaava esitys-
kaava metrisessd tapauksessa, jonka mukaan &dédrellisperimetrisen joukon perimetri
saadaan rajoitetun Borel-funktion integraalina joukon mittateoreettisen reunan
yli Hausdorff-tyyppisen mitan suhteen.

Avainsanat: BV -funktio, variaatiomitta, perimetri, isoperimetrinen epéyhtalo,
koareakaava, struktuurilause
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Functions of bounded variation, abbreviated as BV functions, define an important
extension of the Sobolev functions, which is used in the calculus of variations
and geometric measure theory. In the Euclidean case, BV functions are locally
integrable functions, whose weak first partial derivatives are Radon measures.
In the metric case BV functions are defined using relaxation as the closure of
Lipschitz functions with respect to suitable convergence. In a similar manner the
variation measure of a function is defined.

An important part of the BV theory is the sets of finite perimeter, i.e. the
sets whose characteristic functions are in BV. Thus the variation measure of the
characteristic function defines the perimeter measure of the set. Main tools for
the study of sets of finite perimeter are the isoperimetric inequality, which relates
the measure of a set and its perimeter, and the coarea formula, which relates the
variation measure of a function and the perimeters of its level sets.

The perimeter of a set gives, in a sense, a measure for the boundary of the
set. In the Euclidean case the perimeter of a set is given by n — 1 dimensional
Hausdorff measure of the measure theoretic boundary of the set. As a main result
of the thesis, a corresponding structure theorem is given in the metric setting.
The theorem states that the perimeter of a set of finite perimeter is given by an
integral of a bounded Borel function over the measure theoretic boundary of the
set with respect to a Hausdorff type measure of codimension 1.

Keywords: Functions of bounded variation, variation measure, perimeter, isope-
rimetric inequality, coarea formula, structure theorem
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1 Johdanto

Téssé diplomityossé tarkastellaan BV -funktioiden (engl. bounded variation) yleis-
tystd metrisiin mitta-avaruuksiin. Geometrisessa mittateoriassa ja variaatiolasken-
nassa BV-funktiot muodostavat usein Sobolev-avaruutta W1t luontevamman funk-
tioavaruuden, silli avaruus W't ei ole refleksiivinen, ja siten ei toteuta toivottuja
kompaktisuustuloksia. BV -funktiot esiintyvit variaatiolaskennan ja osittaisdifferen-
tiaaliyhtaloiden sovelluksissa geometriseen mittateoriaan, kuten minimipinta ongel-
missa ja lineaarisesti kasvavien funktionaalien tarkastelussa. Taméi tyo rajoittuu
tarkastelemaan puhtaasti BV -funktioiden teoriaa.

BV -funktioavaruus avaruuden R” yli koostuu L!-funktioista, joiden ensimméisen
kertaluvun heikot osittaisderivaatat ovat Radon-mittoja. Selvésti kaikki Sobolev-
funktiot toteuttavat tdmén, jolloin BV -funktiot muodostavat Sobolev-avaruuden
laajennuksen. Voidaan osoittaa, ettd variaatiomitta on alaspéin puolijatkuva L] -
suppenemisen suhteen. BV -funktioiden teoriaa R™:ssi on tarkasteltu l&hteessd [7].
Metrisesséd avaruudessa méadrittely heikkojen osittaisderivaattojen avulla ei onnistu,
joten luontevin tapa méarittelyyn on niin kutsutun relaksoidun méaéritelméan kaut-
ta, jossa BV -funktioavaruus médritellian Lipschitz-funktioavaruuden sulkeumana
sopivan suppenemisen suhteen.

Kappaleessa 2 esitellaéan lyhyesti tarvittavia metristen avaruuksien analyysin tu-
loksia, seké yleisid oletuksia avaruuden rakenteesta. Sobolev-avaruuksien yleistami-
seksi metrisiin avaruuksiin méaritelldédn gradientin vastineeksi ylédgradientit ja heikot
yligradientit. Heikkojen yligradienttien avulla méiritelliin Newton-avaruus N7,
joka koostuu LP-funktioista, joiden heikot ylagradientit ovat LP-funktioita. Newton-
avaruudet médrittavat tdaten erddn Sobolev-avaruuksien yleistyksen metrisiin ava-
ruuksiin. Newton-avaruuksia késitelldén tarkemmin lihteessé [4].

Avaruudessa (X, d, i) mitan p oletetaan olevan tuplaava, jolloin samankeskeisten
pallojen mitat ovat vertailtavissa kesken#dn. Liséksi avaruuden oletetaan toteutta-
van Poincarén epdyhtédlon, joka antaa yhteyden funktion keskihajonnan ja funktion
yligradienttien L'-normin vilille. Mitan tuplaavuus ja Poincarén epiyhtild ovat
standardioletuksia yleisesti metristen avaruuksien analyysissé.

BV -funktioiden mééritelmé ja perusominaisuuksia metrisissd avaruuksissa tar-
kastellaan kappaleessa 3. Funktion f variaatiomitan mééarittelyssa tarkastellaan funk-
tioon f Lj,.-mielessi suppenevaa jonoa lokaalisti Lipschitz-funktioita f;. Avaruudes-
sa R™ funktion variaatiomitta joukosta A on alaspéin puolijatkuvuuden perusteel-
la pienempi tai yhtéisuuri kuin limes infimum funktioon L] -mielessé suppenevien
BV -funktioiden variaatiomitoista. Vastaavasti metrisessi tapauksessa on mielekés-
td kayttiaa relaksoitua méadritelméd, méadritellen variaatiomitan infimumina funktio-
jonojen f; heikkojen yldgradienttien L'-normien limes infimumista. Lauseessa 3.1
osoitetaan, ettd avaruudessa R"™ maéaritelmé johtaa samaan tulokseen perinteisen
médritelmén kanssa. Tamén jélkeen esitellddn variaatiomitan perusominaisuuksia
metrisissé avaruuksissa.

Variaatiomitan erikoistapauksena mééaritelldén joukolle perimetri, joka saadaan
joukon karakteristisen funktion variaatiomittana. Joukon perimetri kuvaa tietys-
sd mielessé joukon reunan mittaa. Avaruudessa R™ joukon F perimetri saadaan



sen mittateoreettisen reunan, eli joukon, jossa joukolla E ja sen komplementilla on
positiivinen tiheys, n — 1 -ulotteisena Hausdorffin mittana. Vastaavasti metrisessé
avaruudessa perimetrille saadaan esityskaava integraalina joukon mittateoreettisen
reunan yli. Tyon péadtulosta, eli tita esityskaavaa tarkastellaan kappaleessa 6.

Kappaleen 3 lopuksi ndytetéén, ettéd variaatiomitta méarittelee Borel-sdédnnollisen
ulkomitan avaruuteen X. Namé BV -funktioiden perustulokset pohjautuvat pééosin
ldhteeseen [9].

Kappaleessa 4 todistetaan isoperimetrinen epayhtdlé BV -funktioille metrisissa
mitta-avaruuksissa, jotka toteuttavat Poincarén epéyhtélon. Isoperimetrisen epéyh-
talon mukaan joukon perimetrin pallossa B(z, Ar) avulla saadaan yldraja joukon
ja sen komplementin mittojen minimille pallossa B(x,r). Tamé vastaa relatiivista
isoperimetristd epayhtalod Euklidisessa tapauksessa.

[soperimetrinen epéyhtild on keskeinen tyokalu aérellisperimetristen joukkojen
tutkimuksessa, ja se pelaakin suurta roolia tyén péadtuloksen todistuksessa kappa-
leessa 6. Lisiksi on mahdollista osoittaa, etté isoperimetrisen epayhtéalon toteuttavat
avaruudet toteuttavat myos Poincarén epéyhtélon, jolloin tulokset ovat yhtapitavit.

Toista BV -funktioiden teorian tarkeda tyokalua, koareakaavaa, tarkastellaan kap-
paleessa 5. Koareakaavan antaa funktion variaatiomitalle esityskaavan integraalina
funktion tasojoukkojen perimetrimitoista. Liséksi koareakaavan seurauksena néh-
déan, ettd BV -funktioiden melkein kaikki tasojoukkot ovat dérellisperimetrisia. Koa-
reakaavaa on tarkasteltu lihteessé [10].

Tamén tyon padtuloksena esitetdédn ddrellisperimetrisen joukon perimetrille esi-
tyskaava kappaleessa 6. Kaavan avulla joukon E perimetri Borel-joukossa B voi-
daan esittdd Borel-funktion integraalina joukon mittateoreettisen reunan ja joukon
B leikkauksen yli Hausdorff-tyyppisen mitan suhteen. Oleellisena tuloksena saadaan
ylé- ja alarajat integroitavalle funktiolle. Vastaavan esityskaavan olemassaolo ei-
ddrellisperimetrisille joukoille on yhé avoin ongelma. Léhteessd [1] todistetaan esi-
tyskaava Ahlfors-sdénnollisille avaruuksille integraalina alhaalta rajoitetun Borel-
funktion integraalina, ja lihteessi [2] yleistetéaéin kaava ei-Ahlfors-sddnnollisille ava-
ruuksille, jotka toteuttavat tietyt rakenne-ehdot. Lihteessd [3] osoitetaan, ettéd esi-
tyskaavassa integroitavalle funktiolle saadaan myos ylidraja.



2 Ennakkotietoja ja merkintoja

BV -funktioiden teorian yleistdmiseksi metrisiin avaruuksiin esitetdén ensin tarvit-
tavia tuloksia metristen avaruuksien analyysistd. Sobolev- ja BV-funktioiden yleis-
tdmiseksi metrisiin avaruuksiin tarvitaan vastine funktioiden heikkojen derivaatto-
jen kisitteelle. Vaikka gradientin késite ei metrisessé tapauksessa ole mielekés, voi-
daan funktiolle méaritella heikko ylagradientti erdénldisena gradientin normin yleis-
tyksend. Koska Sobolev-funktioiden mééaritelméssa esiintyy vain gradientin normi
gradientin sijaan, on luontevaa mééritelld Newton-avaruudet Sobolev-avaruuksien
yleistyksené korvaamalla maéritelméssa gradientin normit heikoilla yldgradienteilla.

Tyossa avaruus (X, d, u) on tdydellinen metrinen avaruus, jossa p on Borel-
sdannollinen ulkomitta. Lisdksi oletetaan mitan p olevan tuplaava eli on olemassa
vakio C'p > 0 siten, etta

u(B(2,2r)) < Cop(B(x,r))

kaikilla x € X ja r > 0. Mitan tuplaavuudesta seuraa epéayhtilo

pBly, ) _ C(E)s
p(B(x,r)) = A\r
kaikilla r < R ja y € B(z,r), sekd joillakin vakioilla s > 1 ja C' > 0. Vakiota s
kutsutaan avaruuden tuplausdimensioksi.
Seuraavaksi méaaritelladn polkuparvelle moduli. Polkuparven moduli méaarittaa
ulkomitan polkujen joukolle.

Maaritelma 2.1. Olkoon T kaikkien avaruuden X suoristuvien ei-vakiopolkujen
joukko ja I € T. Mééritelladan F(I") kaikkien Borel-funktioiden p : X — [0, co] joille
patee

/ pds > 1 kaikilla v € T,
gl
joukkona. Polkuparvelle I' C T mééritelldan p-moduli,

Mod,(T") = inf /ppdu, jossa p € [1,00).
X

peF(I)

Seuraavaksi madritelladn heikko yldgradientti. Heikko yldgradientti yleistéda tie-
tyssd mielessd gradientin metrisiin avaruuksiin. Eréds Sobolev-avaruuksien yleistys
metrisiin avaruuksiin on ns. Newton-avaruudet, joissa gradientin vastineena toimii
ylagradientti. Avaruuden taydellisyyssyistd maaritelldin se kayttden heikon ylagra-
dientin késitetta.

Maéaritelmi 2.2. Olkoon p € [1, oo]. Ei-negatiivinen Borel-funktio g on funktion f
p-heikko ylagradientti avaruudessa X, jos

uww»—ﬂwwﬂs/éw

.
p-melkein kaikilla poluilla v € T, eli lukuunottamatta polkujoukkoa I' C T, jolle
pétee Mod, (I') = 0. Vastaavasti ylagradientin mééritelméssi ehdon on toteuduttava
kaikilla poluilla.



Heikkojen ylagradienttien avulla voidaan méaéritellda Newton-avaruus.

Maéritelmé 2.3. Newton-avaruus N'7(X,d, 1) koostuu funktioista f € LP(X),
joilla on p-heikko yldgradientti ¢ € LP(X). Méiritelliin funktiolle f € N'P(X)

normi 1
1 Allwre = ([ 1P int [ ),
X 9 Jx

jossa infimum otetaan kaikkien p-heikkojen ylégradienttien joukosta.

Huomautus 2.1. Funktiolla f € N'"P(X) on olemassa minimaalinen p-heikko yld-
gradientti gp € LP(X). Funktio g; on minimaalinen p-heikko yligradientti, jos gg on
p-heikko yligradientti ja pditee gr < g melkein kaikkialla, kaikilla p-heikoilla yldgra-
dienteilla g € LP(X). Tulos on osoitettu Bjornien kirjan [4] lauseessa 2.5.

Huomautus 2.2. Funktio f € N (X) on on absoluuttisesti jatkuva melkein kaikil-
la poluilla v avaruudessa X . Newton-avaruuden funktioiden absoluuttista jatkuvuutta
kasitellidn esimerkiksi Bjornien kirjassa [4].

Metrisessé tapauksessa ei sileitd funktioita voida mielekka#sti maaritelld, vaan
paras saannollisyystulos, jota voidaan toivoa on Lipschitz-jatkuvuus. Havaitaan, et-
td mikali L on funktion f Lipschitz-vakio, ¢ = L on funktion f erds heikko ylagra-
dientti. Madritelldén nyt Lipschitz-funktioiden muodostama funktioavaruus.

Maiaritelméi 2.4. Funktioavaruus Lip(A) koostuu Lipschitz-jatkuvista funktioista
f: A=Y jossa AC X jaY on Banach-avaruus. Vastaavasti f € Lipy.(A), jos
f € Lip(B) kaikilla avoimilla joukoilla B CC A.

Huomautus 2.3. Merkitiin B CC A, jos joukon B sulkeuma on kompakti ja
BCA.

Esitetdan seuraavaksi tulon derivointikaavan yleistys funktioiden heikoille yla-
gradienteille.

Lemma 2.1. Olkoon v : X — R ja v : X — R absoluuttisesti jatkuvia p-melkein
kaikilla polwilla v € Y ja olkoon g, ja g, funktioiden p-heikot ylagradientit. Tdlloin
funktio

|ulgy + [v]gu

on funktion uv p-heikko yldgradientti.

Lemman 2.1 todistus 16ytyy Heikkildn lisensiaattityostd [9, s.12, Theorem 2].
Seuraava lemma antaa kaavan paloittain méariteltyjen funktioiden heikoille ylégra-
dienteille.

Lemma 2.2. Olkoon E C X matallinen joukko, f : X — R absoluuttisesti jatkuva
funktio p-melkein kaikilla poluilla v € T ja u ja v mitallisia funktioita, joilla on
p-heikot ylagradientit g,, g, € LP(X). Jos pdtee f‘E =u ja f‘X\E = v, nun funktio
9 = guXE + goXx\E on funktion [ p-heikko yldgradientti. Lisiksi, jos g, ja g, ovat
manimaalisia p-heikkoja yldgradientteja, niin g on funktion f minimaalinen p-heikko
yldagradientti.



Lemman 2.2 todistus 16ytyy Bjornien kirjasta [4, Lemma 2.18]. Seuraava lemma
on tarked tyokalu todistettaessa variaatiomitan olevan Borel-sdédnnollinen ulkomitta.

Lemma 2.3. Olkoon u,v € N'P(A) ja ¢ € Lip(A) siten, etti 0 < ¢ < 1. Mddri-
telldin funktio w = u(l — @) + vo. Tdalloin funktioiden w,u,v ja ¢ minimaalisille
p-heikoille yligradienteille g, gu, g» ja gy pétee

9w < gu(1 — @) + 9o + |u —vlgy  melkein kaikilla x € A.

Lemman 2.3 todistus 16ytyy Heikkildn lisensiaattityostd [9, s. 18, Lemma 8].
Eréas merkittdava tyokalu metristen avaruuksien analyysissd on Poincarén epayhtilo
(2.1), jonka mukaan funktion heikkojen yldgradienttien avulla saadaan yldraja funk-
tion keskihajonnalle palloissa. Téten Poincarén epéyhtélé antaa yhteyden heikkojen
ylagradienttien ja funktion lokaalin kaytatytymisen vilille.

Maéaritelmi 2.5. (Poincaré-avaruus) Avaruus (X, d, 1) on Poincaré avaruus, mikali
i on tuplaava mitta, ja on olemassa vakiot C' > 0 ja A\ > 1 siten, etté jokaisen Borel-
funktion f : X — R U {oco, —o0} ja funktion jokaisen heikon yldgradientin g vélilla

pétee yhteys
][ \f = fB@nldn < C'f’][ gdp (2.1)
B(x,r) B(z,\r)
kaikilla x € X jar > 0.

Huomautus 2.4. Poincaré-avaruuksille voidaan osoittaa pdtevin myos Poincarén
epayhtdlod vahvempi tulos, Sobolev-Poincarén epdyhtdlo. Sobolev-Poincarén epdyh-
tdlon mukaan on olemassa vakiot C' > 0 ja A > 1 siten, ettd funktioiden ja niiden
heikkojen ylagradienttien vilille saadaan yhteys

s—1

(][ U — Uz, ﬁdﬂ) < CT][ gdp (2.2)
B(z,r) B(z,Ar)

kaikilla x € X jar > 0. Tdssd s on avaruuden tuplausdimensio. Sobolev-Poincarén
epdyhtalon seuraaminen Poincarén epdyhtdlosta on osoitettu Hajlaszin ja Koskelan

artikkelissa [8].




3 BV-funktiot metrisessi avaruudessa

3.1 Variaatiomitta

Kappaleessa esitellddn méaaritelmé variaatiomitalle metrisessd avaruudessa, minka
perusteella maaritellaén BV -funktioavaruus. Avaruudessa R™ BV-funktiot mééri-
telldin L'-funktioina, joiden ensimmiiset heikot derivaatat ovat Radonin mittoja.
Metrisessé tapauksessa kidytetddn relaksoitua méaritelméd, jossa BV-funktioavaruus
maéaritelladn Lipschitz-funktioavaruuden sulkeumana sopivan suppenemisen suhteen.
Lauseessa 3.1 nédytetddn, ettd avaruudessa R™ médritelmé johtaa samaan tulokseen
perinteisen méaaritelmén kanssa. Lopuksi esitetdén BV -funktioiden keskeisid ominai-
suuksia lauseissa 3.2 ja 3.3.

Maéaritelméa 3.1. (Totaalivariaatio)
Olkoon A C X avoin joukko, ja u € L}, .(A). Funktion u totaalivariaatio joukossa A
madritellddn kaavalla

Uj ]HOO

|| Dul|(A) = %nf) {liminf/ gujd,u} ,
j A

jossa (u;) on jono siten, ettd u; € Lipi.(A) kaikilla j € N, g,, on funktion u; 1-
heikko yldgradientti, ja u; — u Lj,.(A) mielessi.

loc
Mielivaltaiselle joukolle A C X maééritellddn totaalivariaatio kaavalla
||Dul|(A) = inf{||Dul|(V) | ACV jaV on avoin}.
Magritelladn seuraavaksi BV -funktioavaruus.

Maaritelma 3.2. (BV-funktiot)
Funktion u € L'(A) on totaalivariaatio joukossa A on rajoitettu, jos

|| Dul|(A) < oc.

Talloin merkitdéin v € BV(A). Vastaavasti funkion v € L} _(A) totaalivariaatio
joukossa A on lokaalisti rajoitettu, jos

|[Dul[(B) < o0
kaikilla avoimilla joukoilla B CC A. Merkitddn u € BV,.(A).

Huomautus 3.1. R":ssd totaalivariaatio mdadaritellddan kaavalla
1Dul].(4) = sup { / fdiV(w)dl“} ,
® A

jossa ¢ € C§(A) ja || < 1. Tdlloin madritelliin avaruus BV.(A) funktioiden
u € L'(A), joille pitee ||Dul|.(A) < oo, joukkona. Lauseessa 3.1 osoitetaan, etti
R":ssi BV (A) = BV.(A).



Seuraavassa lemmassa osoitetaan, ettd BV-funktiolle u on olemassa niin kutsut-
tu minimoiva jono lokaalisti Lipschitz-funktioita, jotka suppenevat kohti funktiota
w L'-mielessé ja joiden heikkojen ylidgradienttien L!'-normien raja-arvona saadaan
funktion u variaatiomitta. Minimoivan jonon olemassaolo on variaatiomitan ominai-
suuksien todistamisessa keskeinen tyokalu.

Lemma 3.1. Olkoon u € BV(A). Tilloin on olemassa jono {u;}52, siten, ettd
uj € Lipjoc(A) kaikilla j € N, sekd
uj —u Ly, (A) mielessi  ja ||Dul|(A) = lim /gujd,u.
j—oo J 4

Todistus. Olkoon u € BV (A). Talléin on olemassa jono {vj 152, siten, ettd v) —
u L} (A) mielessd, kun h — oo ja

loc
1
g,ydi < || Dul|(A4) + -
A J

Jonoista {v] }3°; voidaan konstruoida jono {u; }52, siten, ettd u; — u Lj,,(A) mielessé

loc
ja lisdksi kaikilla j € N pétee

1
/ Guydp < |[Dul|(A) + -
A J

Téaten
IDul(4) < timint [ g,,du
j—o0 A
1
< liminf <HDUH(A) + —.)
j—o0 7
= || Dul|(A),
jolloin
1Dull() = lmn [ g, d
J]—00 A
mika todistaa viitteen. O

Todistetaan nyt, ettd méaritelmé 3.1 johtaa avaruudessa R™ samaan tulokseen
perinteisen méaritelmén kanssa.

Lause 3.1. Olkoon A C R™ avoin joukko. Tdlloin BV (A) = BV, (A).
Todistus. Vaihe 1. BV (A) C BV,(A)

Olkoon u € BV(A). Lemman 3.1 mukaan on olemassa jono {u;}32, siten, ettd
u; € Lipoc(A) kaikilla j € N ja

u; — u Li, (A) mielessi, seki

lim [ g,dr = [|Dul|(A) < co.
A

Jj—o0



Lipioe(A) C BV,(A), joten variaatiomitan alaspéin puolijatkuvuuden [7, s.172, Theo-
rem 1] perusteella
1Dul].(A) < lim inf || Dus || (A). (3.1)
j—o0

Funktioille u; ja ¢ € C§°(A) pétee

/ u; div(p)dr = —/ Duj - pdzx, (3.2)
A A

ja kun |p| < 1, Cauchy-Schwarz-Bunyakovskyn epéyhtalon perusteella

—/Duj-god:pg/|Duj|dx:/gujd:p. (3.3)
A A A
Epédyhtaloiden (3.1), (3.2) ja (3.3) mukaan

1Dl (4) < limint [ g,,do = | Dul[(4) < oc,
j—o0 A
joten u € BV (A).

Vaihe 2. BV,(A) C BV(A).
Olkoon u € BV, (A). Télléin [7, s. 172, Theorem 2] on olemassa jono {u;}32, siten,
ettd u; € BV, (A) N C*(A) kaikilla j € N | sekd

uj — u L'(A) mielessi ja

1D (A) = [[Dul|.(A).

Talloin
i int [ gu,dp < i (1Dl (4) = 1Dl (4) < oc. (3.9
j—00 A j—00
Kun otetaan infimum kaikkien jonojen (u;), jossa u; — u Lj,.(A) mielessi ja u; €
Lipi,(A) kaikilla j € N, epayhtélon (3.4) perusteella saadaan v € BV (A). O

Seuraavassa lauseessa esitetddn variaatiomitan perusominaisuuksia.

Lause 3.2. (||Dul|:n perusominaisuuksia)

Olkoon u,v € L}, .(X), avoimet A, B C X ja o € R. Tilldin pitee
(1) [|D(au)||(A) = |af - [[Dul[(A),
(2) [|D(u + 0)[|(A) < [|Dul[(A) + [| Do|(A),
(3) ||Dul|(AU B) = ||Dul|(A) + ||Dul|(B), kun ANB =10 ja
(4) [|Dul[(B) < [[Dul[(A), kun B C A.

Todistus. (1) Jos a =0, ||D(0-u)|[(A) =0-||Du||(A), jolloin (1) pétee.
Oletetaan a # 0. Nyt lemman 3.1 perusteella voidaan valita jono {u;}52, siten, etta
u; € Lipie(A) kaikilla j € N, u; — u L},.(A) mielessi ja

loc

1Dull() = i [ g, d (3.5)
J—=oo J 4



Talloin
1D()|(4) <l [ gou,ds < tin [ Jalgu,dn
Jj—=oo [ 4 Jj—oo | 4
joten yhtélon (3.5) perusteella
1D (au)[[(A) < |af[|Dul[(A).

Toisaalta lemman 3.1 perusteella voidaan valita jono {u;}32, siten, ettd u; € Lipi.(A)
kaikilla j € N, u; — au L},.(A) mielessi ja

D))= tin [ g.,du (3.6)
j—oo J 4
Talloin
i [ g = ol [ %dp o] i [ g,dn
J—=0 J A J J—=0 J A |Og‘ J—=0 J A J
jossa g, on funktion % heikko ylidgradientti.
Nyt |[Dul||(A) médritelmén, ja yhtdlon (3.6) perusteella pétee

[D(au)||(A) = |a|Dul[(A),

miké todistaa véitteen (1).

(2) Jos ||Du||(A) = oo tai ||Dv||(A) = oo, viite pitee.

Oletetaan ||Dul|(A), ||Dv||(A) < oo. Lemman 3.1 mukaan voidaan valita jonot
{u;}52, ja {v;}32, siten, ettd u; € Lipi(A) kaikilla j € N, v; € Lipie(A) kai-
killa j € N, u; — u L}, (A) mielessd ja v; — u L;,.(A) mielessd, seki

loc loc

IDull(4) = i [ gudn i

Jj—0o0

IDoll ) = Jim | gi,dp

Jj—0o0
(3.7)
Nyt
1D+ 0lI(4) < limint [ g0, dn
j—o0 A
< liminf</gujd,u+/gvjd,u>.
(3.8)

Toisaalta ehdon (3.7) mukaan pétee

fimint [ g, du= lim [ gudu= [IDull(4) o
A J70 ) A

Jj—0o0
liminf/gvjd,u: 1im/9vjd/i: [|Dv]|(A),
J—00 A J—00 A

(3.9)
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joten yhtéloiden (3.8) ja (3.9) perusteella
1D (u + v)[|(A) < || Dul|(A) + [[Dv][(A),

miké todistaa véitteen (2).
(3) (i) Néytetéddn

||Dul[(AU B) > |[Dul[(A) + |[ Dul[(B).

Jos || Dul|(AU B) = oo, viite pétee. Oletetaan ||Dul|[(AU B) < co. Nyt lemman 3.1
mukaan voidaan valita jono {u;}32, siten, ettd u; € Lip,.(A U B) kaikilla j € N,
u; = u Lj,.(AU B) mielessi ja

loc

||Dul|[(AU B) = lim Gu; At (3.10)
J70 JauB

Koska A ja B ovat pistevieraat, patee

lim Gu;dpt = 1im/gujdﬂ+ lim/gujdu. (3.11)

Oletuksen mukaan u; — u Lj,,

jau; = u L},.(B) mielessi. Nyt

(AUB) mielessé, joten pitee myos u; — u L}

loe(A) mielessé

lim Agujdﬂ > |[Dul[(A) ja

J]—00

lim [ g,du > [|Dul|(B).
B

J—00

(3.12)
Yhtélsiden (3.10), (3.11) ja (3.12) mukaan
[ Dul[(AU B) > || Dul[(A) + || Dul[(B),

miké todistaa véitteen (i).
(ii) Néytetddn

||Dul|(A) + [[Dul[(B) = [|[Dul|(AU B).
Jos ||Dul|(A) = oo tai ||Dul|(B) = oo, viite patee. Oletetaan ||Dul|/(A) < oo ja
|[Dul|[(B) < oo. Télloin lemman 3.1 perusteella voidaan valita jonot {u;}52; ja
{v;}32, siten, ettéd u; — u Lj,.(A) mielessi ja v; — u Lj,.(B) mielessé, seki

loc loc

IDull(4) = Jim [ godp o

J]—00

1Dul[(B) = lim [ g,du.
B

J—00

(3.13)
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Méaritelldaéin jono {w;}32, siten, etti

u; joukossa A
w; =
! v; joukossa B

kaikilla j € N. T&lloin w; € Lipe(A U B) kaikilla j € N ja w; — u L} (AU
B) mielessi. Nyt ||Dul|(AU B) médritelman mukaisesti
|Dul|(AU B) < limin / Gudpt. (3.14)
J70  JAUB
Koska A ja B ovat pistevieraat, patee
liminf/ Guw;dpp = liminf (/ gu].d,u+/gvjd,u)
J=0  J AUB Jre0 A B
= lim [ g, dp+ lim / Go, dpi-
(3.15)

Yhtéloiden (3.13) mukaan yhtdlon (3.15) integraalit konvergoivat, ja siten yht&lon
(3.14) perusteella
|1Dul|(AU B) < |[Dul[(A) + [|Dul|(B),

miké todistaa véitteen (ii). Viitteet (i) ja (ii) yhdessd todistavat nyt véitteen (3).

(4) Jos ||Dul|(A) = oo, viite pétee. Oletetaan ||Dul[(A) < oo. Lemman 3.1 mu-
kaan on olemassa jono {u;}32,, u; € Lipi.(A) kaikilla j € N, siten, ettd u; —
u L,.(A) mielessi. Koska B C A, pétee myds u; € Lip.(B) kaikilla j € N ja
u; = u Lj,.(B) mielessi.

Funktioiden u; ylagradientit g, ovat ei-negatiivisia, jolloin

liminf/ gujd,ugliminf/gujd,u,
B J7reo JA

j—00
joten kun otetaan infimum kaikkien jonojen {u;}32; yli, on viite (4) todistettu. [J

Seuraavassa lauseessa niytetdén, ettd variaatiomitta on alaspédin puolijatkuva

L} -suppenemisen suhteen.

loc

Lause 3.3. (||Dul|:n alaspdin puolijatkuvuus) Olkoon u € L, .(X), avoin A C X ja

loc
{u;}32, siten, ettiu; € BVioo(A) kaikilla j € N jau; — u Ly, (A) mielessd. Tallgin

loc
kaikille avoimille B C A pdtee

1Du]|(B) < lim inf || Du;{|(B)-

Erityisesti, jos sup,ey ||Du,||(B) < oo kaikilla B CC A, niin u € BVjo.(A).
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Todistus. Lemman 3.1 perusteella jokaista j € N kohden voidaan valita jono {ui}z‘;l
siten, etta

1Du|(B) = tim [ g,y

Jonoista {u}} voidaan konstruoida osajono {v;}32, siten, ettd

1
/ 9o, die < ||Dugl[(B) + = ja  v; = u Lj,.(B) mielessi.
B J

Talloin
1Du(B) < timint [ g.,du
j—o00 B
1
< liminf <||Du]||(B) + —.)
.]*)OO j
— liminf || Du,||(B).
Jj—o0
mikéa todistaa viitteen. O

3.2 Perimetri

Kappaleessa méaritelldan Borel-joukoille perimetrimitta joukon karakteristisen funk-
tion variaatiomittana. Télloin joukko on aérellisperimetrinen joukossa A, jos ja vain
jos sen karakteristinen funktio on BV -funktio kyseisessé joukossa. Joukon perimet-
rin voidaan ajatella kuvaavan tietysséd mielessé joukon reunan mittaa ja avaruudes-
sa R™ perimetrimitta yhtyykin joukon mittateoreettisen reunan n — 1 -ulotteiseen
Hausdorffin mittaan. Lisdksi lausessa 3.4 esitetdin perimetrimitalle patevié keskeisid
tuloksia.

Maiaritelmé 3.3. (Perimetri) Olkoon A C X avoin joukko ja F C X Borel-joukko.
Talloin joukon E perimetri joukossa A on

P(E, A) = [[Dxell(A).
Joukko E on #érellisperimetrinen joukossa A, jos pétee
P(E, A) < cc.
Esitetdan seuraavaksi perimetrimitan keskeisid ominaisuuksia.

Lause 3.4. (Perimetrimitan perusominaisuuksia) Olkoon E, F C X Borel-joukkoja,
ja A C X avoin. Tdlloin pdtee

(1) Jos wW((EAF)NA) =0, niin P(E,A) = P(F, A).

Tassd EAF = (E\ F)U (F\ E) on joukkojen symmetrinen erotus.
(2) P(EUF, A) + P(ENF, A) < P(E, A) + P(F, A).

(3) P(E,A) =P(X \ E, A).
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(4) Olkoon Ay, Ay C X avoimia joukkoja siten, ettd Ay C As ja

(5) Olkoon E;,i = 1,2, ... Borel-joukkoja. Tdlloin

P(UX,E;, A) < iP(EZ-,A). (3.16)

i=1
(6) max{P(FUF,A),P(ENF,A),P(E\F,A)} <P(E,A)+P(F,A).
Todistus. (1) Oletuksen mukaan u((EAF)NA) =0 eli

/ IXF — x&ldp = 0. (3.17)
A

Lemman 3.1 perusteella valitaan jono {u;}32, siten, ettd u; € Lip,.(A) kaikilla
JeN,

u— xg Lj,.(A) mielessi, ja (3.18)
|Dxel|(4) = PE,A) = i | gu,d (3.19)
j—oo J 4

Seuraavaksi niytetédn, ettd u; — xp Lj,.(A) mielessi.

loc
Olkoon K cc A. Talloin

/ oty — vrldu = / (u; — X&) + (x — x#)ldn
K K

S/ \uj—xEldu+/ IxE — xFldp.
K K

Nyt yhtéloiden (3.17) ja (3.18) perusteella
/ luj — xpldu — 0 ja
K

/ IxE — xrldp =0,
K

jolloin u; = xr L},.(A) mielessd. Talloin

loc
P(F,A) < liminf/ Gu,dpp = P(E, A).
J]—0Q A

Symmetrian perusteella pitee P(E, A) < P(F, A), jolloin P(F, A) = P(F, A).

(2) Jos P(E, A) = 0o tai P(F, A) = oo, viite tosi.

Oletetaan, ettd P(F, A) < oo ja P(F,A) < co. Lemman 3.1 perusteella valitaan
jonot {u;}52, ja {v;}32, siten, ettd u; € Lipi.(A) kaikilla j € N ja v; € Lipc(A)
kaikilla j € N ja u; — xg L .(A) mielessi, v; — xr Lj,.(A) mielessi, sekd

P(E,A) = lim [ g, dp ja
A

J]—00

P(F,A) = lim [ g, du

Jj—00 A

(3.20)
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Talloin

max{u;,v;} = Xeor Lj,.(A) mielessi ja
min{u;,v;} = Xpnr Lj,.(A) mielessi.
(3.21)

Lemman 2.2 perusteella funktioille max{u;, v;} ja min{u;, v;} saadaan p-heikot yla-
gradientit

Imaxfujo;b = Guy X{u;>v} T Go Xuy<v;}  J2
Imin{u;,v;} = Guy X{uj<v;} 1 Go X{u;>v;}-
(3.22)

Nyt

P(E U F7 A) + P<E N F7 A) < liminf (/ gmax{uj,vj}d,u + / gmin{uj,vj}d:u>'
A A

J—00

Télloin yhtéloiden (3.22) perusteella

Jj—00

P(EUF,A)+P(ENF,A) < liminf </(gqu{ujzvj} + Go; Xfuj<v;}) A
A
+ /(gqu{Uj<Uj} =+ gv]X{uJZUJ})dIU/>
A

= liminf/gujdu+liminf/gvjd,u,
A J7ee JA

J—00

mistd seuraa
P(EUF,A)+P(ENF,A) < P(B,A) + P(F, A).
(3) Lemman 3.1 perusteella voidaan valita jono {u;}32, siten, ettd u; € Lipj,e(A)

kaikilla j € N, u; = xr Li,.(A) mielessd ja

P(E,A) = lim [ g,dp. (3.23)

Méaritellaén jono {v;}32, siten, ettd v; = 1—wu; kaikilla j € N. Tilloin v; € Lipioc(A)
kaikilla j € Nja v, =1 —xp = xx\g Lj,.(A) mielessi. Siten

loc

P(X\E A < liminf/ Gu, At (3.24)
A

J—00

Toisaalta g,; = gu,, joten epiyhtilosta (3.24) saadaan

P(X\E A< liminf/ Gu,dpp = P(E, A).
A

Jj—o0
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Symmetrian perusteella P(E, A) < P(X \ E, A), joten P(E,A) =P(X \ E, A).
(4) Ay C Ay, joten P(E, A;) < P(FE, As) variaatiomitan monotonisuuden perusteel-
la. Naytetaén, ettd P(E, As) < P(E, Ay).
Madritelladn joukko As = {x € Ay | dist(z, Ay \ A1) > 0}. Oletuksen mukaan
dist(E, Ay \ A1) > 0, joten on olemassa 6 > 0 siten, ettd £ C As;. Maaritellddn
funktio

1 joukossa As,

n= w, kun 0 < dist(z, Ay \ A1) <6,
0 joukossa As \ Aj.

Nyt n € Lip(As) ja0 < n <1 joukossa As. Lemman 3.1 mukaan voidaan valita jono
{u;}32, siten, ettd u; € Lipoe(Ar) kaikilla j € N ja u; — xp L, (A1) micless,
sekd

P(E, A;) = lim Gu; At (3.25)

j—)OO Al

1
loc

Télloin my6s nu; € Lipi.(Az) kaikilla j € N ja nu; — xp L, (A2) mielessd. Nyt

P(E, A;) < limint / G, . (3.26)
Az

Jj—0o0

Lemman 2.1 mukaisesti funktion nu; erés p-heikko yldgradientti on g, = ng.; +
u; gy, joten epéyhtilosté (3.26) saadaan

P(E, Ay) <lim inf/ (Ngu; + ujgy)dp. (3.27)

j—)OO AQ

Funktion 7 valinnan perusteella supp(n) C Ay, joten

lim inf / (1w, + u;jgy)dp < lim / NGu;dp + lim / wjgydp. (3.28)
J]—00 A2 J]—00 Al J—00 Al
Toisaalta

lim ujgndp = / Mdﬂ =0,
A1 Al

j—roo J
joten arvioimalla n = 1 joukossa A;, epayhtéloista (3.27) ja (3.28) saadaan

J—00 Ay

(5) Kohdan (2) perusteella P(E; U Ey, A) < P(E;, A) + P(E,, A), joten jatkamalla
iterointia saadaan

P(Ul, E;, A) <3 P(E;, A). (3.29)
i=1

Olkoon K CC A. Nyt
ldp < o0,

—

/ Xup, Eidp <
K

K
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joten Lebesguen dominoidun konvergenssin lauseen perusteella
Xur_ B, = Xue, B, Ljge(A) miclessi.
Variaatiomitan alaspiin puolijatkuvuuden (Lause 3.3) perusteella
P(UX,E;, A) < liyrgglf P(ULE;, A). (3.30)

Nyt epéyhtiloiden (3.29) ja (3.30) perusteella

n— o0

P(UZX, E;, A) < liminf Y P(E;, A) < Y P(E;, A),
=1 =1

mika todistaa viitteen.

(6) Kohdan (2) perusteella

P(EUF,A)
P(ENF,A)

IA A

(3.31)

jolloin riittéé todistaa P(E\ F, A) < P(E, A)+P(F, A). Toisaalta E\F = EN(X\F),
joten kohdan (2) perusteella

P(E\ F,A) < P(E,A)+P(X \ F, A). (3.32)

Kohdan (3) perusteella P(X \ F, A) = P(F, A), joten epéyhtilo (3.32) saadaan muo-
toon

P(E\ F,A) < P(E, A) + P(F, A), (3.33)
jolloin epayhtalot (3.31) ja (3.33) todistavat véitteen. O

3.3 ||Dul|| on mitta

Kappaleessa todistetaan, ettd variaatiomitta || Du|| on Borel-sdannollinen ulkomitta
avaruudessa X. Lauseessa 3.5 esitettdvin tuloksen todistamiseksi esitetdén tarvit-
tavia lemmoja.

Aluksi todistetaan tekniset lemmat 3.2, 3.3, joiden mukaan avoimissa joukoissa
M ja N méaritellyt Lipschitz-funktiot u ja v voidaan yhdistdd joukkojen unionissa
méaritellyksi Lipschitz-funktioksi w siten, ettd w = u joukon N komplementissa,
w = v joukon M komplementissa, ja funktion w yligradienttien L'-normille saadaan
ylaraja funktioiden u ja v, seké néiden ylagradienttien avulla.

Tamén jilkeen lemmoissa 3.4 ja 3.5 osoitetaan, ettéd variaatiomitta on sisdséan-
nollinen, ja ettd variaatiomitta on &adrellisesti subadditiivinen avoimilla joukoilla.
Lopuksi variaatiomittaa koskevat tulokset kootaan yhteen lauseessa 3.5 néyttéen,
ettéd variaatiomitta on Borel-sédénnéllinen ulkomitta.
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Lemma 3.2. Olkoon M ja N avoimia joukkoja siten, ettd N on rajoitettu ja ON N
OM = (. Tdlléin on olemassa avoimet joukot H CcC M NN, C; C M ja Co C N,
sekd vakio ¢ = ¢(M, N) siten, etti kaikilla w € Lip(M) ja v € Lip(N) on olemassa
w € Lip(M U N) siten, ettd

(1)
u  joukossa M \ N,
w =
v joukossa N\ M,

/ gwdué/ gudﬂ+/gudu+0/ lu — vldp.
MUN M N H

18akst kaikilla funktioilla o € U a joukottla KK CC UN pdtee
(2) Lisiksi kaikilla funktioill Li (M UN) ja joukoilla K MUN

loc

/ |lw — o|du < / |u—a|du+/ |v — o|du.
K KnNCq KNCsy

Todistus. Merkitdan n = dist(0M,0ON). Madritellaan funktio ¢ siten, ettd

ja

1 joukossa N\ MU{x e MNN | dist(x,0N) > %n},
o(x) =10 joukossa M\ NU{x € MNN | dist(x,0N) < %77}7

SAMEOR0 joukossa {x € M NN | §n < dist(z, ON) < Zn}.

Télloin pétee ¢ € Lip(M U N) ja 0 < ¢ < 1 joukossa M U N. Maaritelldén joukot
Ci={xe MUN | ¢(x) <1}, Co={xre MUN | ¢(x) >0}
jaH=C1NCy CC M NN, sekéd funktio w = u(1 — ¢) + v¢, jolloin w = u joukossa

M\ N jaw = v joukossa N \ M.
Lemman 2.3 mukaan

/ Gyt < / (gu(1 = 8) + gub + gl — v]) di. (3.34)
MUN MUN

Funktion ¢ mééritelmén mukaisesti supp(gs) C H, jossa gy = % Lisdksi ¢ = 1
joukon N komplementissa ja ¢ = 0 joukon M komplementissa, joten yhtalosta (3.34)

saadaan 5
/ Guwdp < / gudp +/ gudpt + —/ lu — vldp,
MUN M N nJu

miké todistaa véitteen (1).

Olkoon K CC MUN jao € L. (M UN). Joukko K voidaan esittdd muodos-
sa

K=(KN(M\N))U(KnN(N\M)U(KnN(MnNN)),
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jolloin

[lo=cin = [ ju-oldut [ o= olds
K KN(M\N) KN(N\M)

" /K o [ 9= 60—
(3.35)

Toisaalta

KN(MnNN) = (KNMNNN{p=0}) ) U(KNMNNN{p=1})
UKNMNONN{0 <o <1},

joten yhtélo (3.35) saadaan muotoon

/\w—a|du = / |u— oldp
K KN((M\N)U(MNNN{$=0}))

/ o — aldp
KN((N\M)U(MNNN{¢=1}))

/ (1= &)(u — o) dp.
KN(MNN)N{0<p<1}

/ o0 = 0)ldy.
KN(MNN)N{0<p<1}

(3.36)

Arvioimalla yhtdlon (3.36) toiseksi viimeisessé termissi ¢ = 0 ja viimeisessd termissa
¢ = 1 saadaan arvio

[lo-cins [ qu-oldut [ o= oldn,
K KnNCq KnNCsy

miké todistaa véitteen (2). O

Seuraavassa lemmassa esitetddn lemman 3.2 muunnelma, jonka perusteella voi-
daan maéaritelld edellisen lemman tapaisesti Lipschitz-funktio w, mutta talld kertaa
funktio w on mééritelty joukossa M’ U N’ jossa M’ CcC M ja N' CC N. Taméi
lemma on keskeinen tydkalu variaatiomitan subadditiivisuuden osoittamisessa.

Lemma 3.3. Olkoon M, N, M' ja N' avoimia joukkoja siten, ettd M' CC M ja
N' C N. Tdlloin on olemassa avoin joukko H C M N N ja vakio ¢ = ¢(M, M’', N')
siten, ettd kaikillaw € Lip(M) jav € Lip(N) on olemassa funktio w € Lip(M'UN"),

jolle pdtee
/ Gudp < / gudu+/ gudp + C/ lu — vldp.
M'UN' M N H
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Todistus. Merkitaan n = dist(M', N'\M). Koska M’ CC M, pétee n > dist(M’',OM) >
0. Nyt voidaan maéritella funktio

1 joukossa M'U{z € M'NN’" | dist(z,0M’) < $n}
o(x) =40 joukossa N'\ M U{z e M'NN" | dist(z,0M’) > 2n}

—2’7_36“5:7(”’8]”/) joukossa {z € M'N N’ | gn <dist(z,0N) < 2n}

Talloin ¢ € Lip(M'UN’) ja0 < ¢ < 1. Mééritellddn joukko H = {x € M'NN’ | 0 <
o(z) < 1} ja funktio w = ¢u+ (1 — ¢)v. Télloin w € Lip(M'UN'). Nyt lemman 2.3
perusteella

/ Guddjt < / (906 + gul1 — ) + golu — v])dp. (3.37)
M'UN' M'UN'

Koska ¢ = 0 joukon M’ komplementissa ja ¢ = 1 joukon N’ \ M komplementissa,

seké supp(gg) C H, jossa gy = %, saadaan epayhtélon (3.37) oikealle puolelle arvio

3
/ (Gut 91— 6)+ golu—v])dp < / gudpit / godp > / fu—vldp. (3.38)
M'UN’ M N'\M nJo

Funktioiden u ja v heikot yldgradientit ovat ei-negatiivisia, ja M’ C M, sekd N’ \
M C N, joten epayhtiloa (3.38) voidaan arvioida ylospéin vaihtamalla integrointia-
lueita, jolloin epéyhtéloistéd (3.37) ja (3.38) saadaan

3
/ gwduﬁ/ gudu+/ gvdu+—/ lu — vldp,
M'UN’ M N nJua

mikéa todistaa viitteen. O

Néytetddn seuraavaksi, ettd variaatiomitta on sisdsdannollinen. Téatéa tarvitaan
muun muassa lauseen 3.5 todistuksessa. Seuraavan lemman todistus metrisessi ta-
pauksessa on hyvin tekninen ja perustuu sopivan joukkoperheen C; C A, (i =
1,2,...) konstruoimiseen ja lemman 3.2 soveltamiseen induktiivisesti kyseisen jouk-
koperheen avulla méariteltyihin funktioihin.

Lemma 3.4. Olkoon A avoin joukko. Tdlloin
||Dul|(A) = sup {||Dul||(B) | B avoin, B CC A.}

Todistus. Jos supge-c 4 ||Dul|(B) = oo, viite pitee.
Oletetaan supg-c 4 ||Dul|(B) < oco. Mééritelldén joukot

A; = {x€A| dist(x,@A)>1.}>
J

Cl = A2 ja
Ck = Azk\AQkfg, kunk:2,3,...
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Nyt A = U532, A; ja joukoille Cy, pétee

Cor, N Cyy 0, kun k #p, ja
02k+1 N Cgp_H == @, kun & 7é p.
(3.39)

Kiinnitetdan n € N. Talloin

> Dull(Cr) = D 11Dul(Car) + Y [1Dull(Cor-r)- (3.40)

Yhtaloiden (3.39) ja lauseen 3.2 (3) perusteella yhtilo (3.40) voidaan esittdd muo-
dossa

2n
> 1Dull(Cr) = [[Dul|(Uizy Cor) + [ Dul | (Ui Cor1). (3.41)
k=1
Toisaalta Up_,Co, C A ja Up_,Ca,—1 C A, joten lauseen 3.2(4) perusteella yht&lod
(3.41) voidaan arvioida ylospéin. Téll6in

2n
> I1Dul|(Cx) < 2/|Dull(A)  kaikilla n € N. (3.42)

k=1

Kun n — oo saadaan yhtélostd (3.42)
> 1Dull(C) < 2/|Dull(4) < oo,
k=1

Koska sarja konvergoi, kaikilla ¢ > 0 on olemassa k siten, etti

> IDull(@) < & (3.43)

Valitaan B = A,;_,.

Propositio 3.1. Nyt on olemassa B' CC B ja jono {u;}32,, u; € Lipiec(A\ B')
kaikilla j € N siten, ettd u; — u Li (A \ B’) mielessi ja

loc

lim sup Gu;dp < 5. (3.44)

j—oo  JA\B

Wl ™

Todistus. Olkoon B' = Ay 3 CC Ay, = B. Médritelldén joukot D; = Cf ;.
Téllsin A\ B' = U2, D;. Valitaan jono {4, ;}5_; siten, ettd tn,; € Lipioe(D;)
kaikilla j € N, ¢, ; = u L,.(D;) mielessé, kun m — oo ja

loc

1
/ 9o, < || Dull(Dy) + —= (3.45)

m27°

7
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Seuraavaksi médritelldin jono {uy, ;}2°_;, jossa ty, ; € Lip(UlL_, Dy) kaikilla j € N,
jonoista 1, ; induktiolla:

1. Olkoon t, 1 = tp,1. Tall6in jonon ), valinnan perusteella w,,1 € Lipi,.(D1)
kaikilla m € N.

2. Oletetaan, ettd u,, ; € szloc(u . Dy,) kaikilla m € N ja néytetédén, ettéd 10ydetddn
jono wy, ;41 € szloc(uh 1Dh) kaikilla m € N.

Sovelletaan lemmaa 3.2 joukkoihin M = D;i; ja N = Uileh, sekd funktioihin
U= Yy j11 € Lipioe(M) ja v =t ; € szloc(N) kaikilla m € N.

Talloin 16ydetadan funktio w,, 41 € szlOC(Uh th) ja joukko H; C U DN Dy
siten, ettd

/ . Guiga e < / G2 A+ /  Gun At / [Ym, g1 = tmj|dpe.
UJJF Dh Dj+1 Ui:th Hj
(3.46)

Joukossa H; pitee t,, j = m j ja ¥m; — v L}, .(H;) mielessd, joten voidaan olettaa

15
C; Ui j+1 — U j|dp < - 3.47
.7/[{ | J+ J‘ 122] ( )

J

Arvioimalla epéyhtélolla (3.46) iteratiivisesti epédyhtélon (3.46) oikean puolen kes-
kimméista termid saadaan epédyhtdlo muotoon

Jj+1 Jj+1
/Jﬂ Yur, ]+1d/~L < Z/ gum,hd:u + Z Ch/ |1/1m,h+1 - um,h|d:u' (348)
U1 Dn Dy, h=1 Hy,

Arvioiden (3.45) ja (3.47) perusteella saadaan arvioitua epayhtélod (3.48) ylospéin,
jolloin saadaan epayhtalo

J+1 J+1
w o dp < Dul|(D 3.49
[y o = 3 (DD + )+ > )

Nyt arvion (3.43) perusteella epéyhtilosté (3.49) saadaan
e 1
L du< 4
/Uiﬂthg m+1 O = * m

Médritelldan jono {u,, yo°_, siten, et w,, = ., ; joukossa Ul_| Dy, jolloin

1
/ gumd:u = lim gumhdu < E +—.
A\B’ j ’ m

]HOO UiL:l - 3
Siten
lim sup / Gu;dp < c
j—oo  JA\B 3

Osoitetaan seuraavaksi induktiolla, etté wu,, ; — u L}, .(A\ B’) mielessd, kun m —
00.
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1

loe(D1) mielessé.

1. U1 = Y1 ja funktioiden 1, ; valinnan mukaan v, ; = u L
2. Oletetaan, etté u,, ; — u L}, (U_,Dy) mielessi.

Olkoon K CC Uf;lth kompakti. Télloin soveltamalla lemmaa 3.2(2) joukkoihin
N = UfL:th ja M = Dj;; ja funktioon o = wu l6ydetédén joukot Ky CC M ja

Ky CC N siten, etté

/ U i1 — uldp < / |, i1 — uldp + / U, — u|dps. (3.50)
K K1

Ko

Funktioiden )y, ; valinnan ja induktio-oletuksen perusteella perusteella

/ [Vm g1 —uldp — 0, ja / |Um,; — uldp — 0,
K1 Ko
kun m — oo, jolloin epéyhtélon (3.50) perusteella wu,, ;11 — v L*(K) mielessi.

ta L (A\ B’) mielessi. |
Olkoon K CC A\ B’. Nyt on olemassa j € N siten, ettd K CC U%Zth, jolloin

/ [t — uldp = / |t j — u|dp — 0.
K K

Jatketaan lemman 3.4 todistusta. Olkoon jono {v;}52, siten, ettd v; € Lipio.(B)
kaikilla j € N, v; = u L}, (B) mielessi ja

loc

Niytetddn vield, ettd u,, — u L}

O

1Dul(B) = lin [ g d (3.51)
j—ooo I

Ota € > 0. Nyt proposition 3.1 ja lemman 3.2 perusteella on olemassa funktiojono
{w;}52, wj € Lipioe((A\ B') U B) kaikilla j € N ja joukko H C BN (A\ B’) siten,

ettd w; — u L} (A) mielessd ja

/gw].du < / gujd,u+/ vjd,u+c/ |u; — vjldp. (3.52)
A A\B’ B H

Proposition 3.1 perusteella voidaan arvioida

(3.53)

Do | ™

_ Guydp <
A\B’

(H) mielessd ja v; = u L

loc

C/ |uj —vjldp <
H

Nyt arvioiden (3.52), (3.53) ja (3.54) perusteella

ja koska u; = u L]

loe (H) mielessé voidaan arvioida

(3.54)

Do | ™

|| Dul[(A) < [[Dul|(B) + &,

mikéa todistaa viaitteen. O
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Todistetaan seuraavaksi variaatiomitan dérellinen subadditiivisuus avoimille jou-
koille. Tama seuraa helposti lemmoista 3.3 ja 3.4.

Lemma 3.5. Kaikille avoimille joukoille A ja B pitee
|1Dul[(AU B) < [|Dul[(A) + |[Dul[(B).
Todistus. Lemman 3.4 perusteella riittda nayttas
||Dul[(A"U B') < |[Dul|(A) + [|Dul|(B)
kun A’ CC Aja B’ CcC B.
Oletetaan, ettd ||[Dul[(A) < oo ja |[Dul|(B) < oo. Talloin lemman 3.1 mukaan

voidaan valita jonot {u;}32,, u; € Lip(A) ja {v;}32,, v; € Lip(B) kaikilla j € N

siten, ettd u; — u L},.(A) mielessd ja v; — u L}, (B) mielessi, seki

1Dull(A) = lim [ gudu ja

Dull(B) = T [ gudn.
j—=00 J 4

(3.55)

Lemman 3.3 perusteella on olemassa funktiojono {w;}32, siten, ettd w; € Lip(A"U
B') kaikilla j € N ja joukko H CC AN B siten, etti

| owidn< [ gudnt [ udne [ vl (3.56)
A'UB’ A B H

Koska u; — u L, .(H) mielessd ja v; = u L}

loe(H ) mielessi,

c/ lu; —vjldp — 0.
H
Té&ll6in, kun j — oo, saadaan epayhtélo (3.56) yhtélsiden (3.55) perusteella muotoon
||Dul[(A"U B') < || Dul|(A) + || Dul|(B),
mikd todistaa véitteen. O
Todistetaan nyt variaatiomitan olevan Borel-sddnnollinen ulkomitta.

Lause 3.5. ||Du|| on Borel-siddnndllinen ulkomitta.

Todistus. Vaihe 1 Naytetdén, ettd ||Dul|| on ulkomitta.

(i) Selvisti || Dul|(0) = 0.

(ii)Olkoon B C A. Olkoon € > 0. T&ll6in on olemassa avoimet joukot V4 O A ja
Vg D B siten, ettéa

1Dul|(Va) = [|Dull(A) +&  ja
1Dul[(Ve) = [[Dull(B) +e.
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Koska B € A C Vj, voidaan olettaa Vg C Vy, jolloin lauseen 3.2(4) mukaan
||Dul|(Vg) < ||Dul|(Va). Kun € — 0, saadaan

||Dul[(B) < |[Dul[(A).

(iii) Olkoon A, C X avoimia (k = 1,2,...), A = U2, A; ja ¢ > 0. Lemman 3.4
perusteella voidaan valita B CC A siten, etté

|1Dul|(A) < [[Dul[(B) + . (3.57)

Koska B on kompakti, ja B C A, jollakin n < oo piitee B C B C U}_, Ay. Variaa-
tiomitan monotonisuuden (kohta (ii)) perusteella

[1Dul|(B) < [|Dul[(Ui=1 Ax)- (3.58)

Lemman 3.5 perusteella saadaan arvio

1 Dul|(Ui_iAx) < Y [|Dul|(Ax)- (3.59)

k=1

Kun n — oo epéyhtaldiden (3.58), (3.59), sekd (3.57) mukaan

|1 Dul|(A) <) ||Dul|(Ar) +
k=1

Nyt € — 0 todistaa subadditiivisuuden avoimille joukoille.

Olkoon Ay C X (k = 1,2,...) mielivaltaisia joukkoja, ja A = U, A;. Olkoon
Vi(k = 1,2,...) avoimia joukkoja siten, ettd A, C Vj kaikilla & = 1,2,.... Talloin
myos A C U2V, joten

DY) | A€ VY < SREIDUI) | A4 )
Téaten mielivaltaisille A, pétee

[Dul[(U21Ax) < ) [[Dul|(Ay),

k=1

mikéa todistaa viitteen.

Vaihe 2 Niytetdén, ettd ||Dul|| on Borel-ulkomitta.
Olkoon A, B C X joukkoja, joille pétee dist(A, B) > 0. Kiinnitetdén € > 0. Télloin
voidaan valita avoin joukko U D A U B siten, etté

IDul|(AU B) > || Dul|(U) —e. (3.60)
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Maaritelladn joukot

dist(A, B
Vy = {x€X| dist(x,aA)<¥}ﬂU ja

Ve = {xeX | dist(x,@B)<w}ﬂU.

Tlloin Vy ja Vg ovat avoimia, sekid A C Vy ja B C Vp. Lisiksi V, NV = ). Koska
ViU Vg C U, pétee

|| Dul|[(AU B) > ||Du][(VaU Vg) — ¢. (3.61)
Lauseen 3.2(3) perusteella epayhtélosta (3.61) saadaan
||Dul[(AU B) > [[Dul|(Va) + [ Dul| (V) — & (3.62)

Koska A C V4 ja B C Vp pétee epayhtilon (3.62) ja variaatiomitan monotonisuuden

perusteella
|Dul|(AU B) = [|Dul[(A) + |[Du[[(B) —&. (3.63)

Kun € — oo, pétee variaatiomitan subadditiivisuuden ja epéyhtélon (3.63) perus-

teella
[[Dul|(AU B) = [[Dul[(A) + || Dul|(B),

joten Carathéodoryn kriteerin mukaan ||Dul|| on Borel-ulkomitta.

Vaihe 3 Niytetddn, ettd ||Du|| on Borel-sddnnoéllinen ulkomitta. Olkoon A C X.
Jos || Dul|(A) = oo, pitee ||Du||(A) = ||Dul|(X) = oo ja X on Borel-joukko, joten
vaite tosi.

Oletetaan, ettd ||Dul|(A) < oo. Valitaan avoimet joukot V; (i = 1,2,...) siten,
ettd A C V; kaikilla i, seké || Dul|(V;) = [|Dul[(A) + +. Maéritelldén joukko V =
N2, V;. Télloin V' on Borel-joukko, ja pétee

1Dul|(V) = lim [|Du]|(V;) = || D] (A).
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4 Isoperimetrinen epiyhtilo

[soperimetrinen epéayhtéld on keskeinen tyokalu darellisperimetristen joukkojen tut-
kimuksessa, silld se antaa yhteyden mitan p ja joukon perimetrimitan vélille. Isope-
rimetrisen epéayhtidlon mukaan &érellisperimetrisen joukon F, ja sen komplementin,
mitoille pallossa B(z,r) C X saadaan yldraja, joka riippuu joukon perimetristd suu-
remmassa pallossa B(x, Ar), pallon mitasta, siteestd r ja avaruuden tuplausdimen-
siosta. Tamé vastaa Euklidisissa avaruuksissa relatiivista isoperimetrista epayhté-
164, joskin Euklidisessa tapauksessa saadaan ylédraja, joka riippuu ainoastaan joukon
perimetristd pallossa B(z, ), johtuen Lebesguen mitan Ahlfors-sdannollisyydesta.

[soperimetrinen epayhtdlé on esitetty lauseessa 4.1. Lauseen todistamiseksi esi-
tetddn myos Sobolev-Poincarén epédyhtélostd seuraava lemma 4.1. Voidaan myos
osoittaa, ettd isoperimetrinen epayhtilé on yhtapitava Poincarén epayhtilon kans-
sa. Taméan todistus kuitenkin sivuutetaan.

Lemma 4.1. Olkoon X Poincaré-avaruus tuplausdimensiolla s > 1 ja avoin joukko
A C X. Tdllsin kaikille u € BVj,.(A) pitee

Cr
e S et B A)

| |u - uB(:v,r)|

kaikilla palloilla B(x,r) C A.
Todistus. Koskau € BVj,.(A), patee ||Dul|(B(x, A\r)) < co. Nyt lemman 3.1 mukaan

voidaan valita jono {u;}52, siten, ettd u; € Lipe(B(z, Ar)) kaikilla j € N ja u; —

uw L, .(B(x, Ar)) mielessi, seki

|| Du||(B(z, Ar)) = lim Gu; AL (4.1)

j—oo B(x,Ar)

Sobolev-Poincarén epéyhtilon (2.2) mukaan

1—1
(][ lu; — ujB(aﬁ,r)‘:d’u> < C’r][ Gu; 1. (4.2)
B(z,r) B(x,Ar)

Toisaalta

B(z,\r) ! [L(B(ZL‘,)\T‘) B(z,Ar) !

(4.3)

Télloin epayhtéloiden (4.2) ja (4.3) perusteella

Cr
05 = il ey < o [ (44)
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Kun j — oo, yhtélon (4.1) perusteella epayhtélo (4.4) saadaan muotoon

Cr
——— || Du||(B(z, A\r)),
ﬂﬁ"‘”SM(B(az,r));H [(B(x, Ar))

mika todistaa viitteen. O

|Ju — uB(m,r)HLs%l(B(

Todistetaan nyt isoperimetrinen epayhtalo.

Lause 4.1. (Isoperimetrinen epdyhtilo) Olkoon X Poincaré-avaruus tuplausdimen-
siolla s > 1. Tdlloin on olemassa vakio Cy siten, etti kaikille palloille B(z,r) C X
ja ddrellisperimetrisille joukoille E C X pdtee

w =
Q
=

min{p(B(z,r) N E), u(B(z,r)\ E)}'"5 < T P(E, B(x,\r)).

u(B(x,r))
Todistus. Vaihe 1. Néytetiddn, etta

1 . 1—1
S min{u((B(r,r) N E), p(Bla, 1)\ ENY'* < b= upenll, oot
kun tarkastellaan funktiota u = yg. Funktiolle u pétee

n(EN Bz, r))
UB(z,r) = 7/ XEd,u =
) M(B(l‘,?")) B(z,r) M(B(l‘,?"))

joten

||u — UB(m,T’) | |LS;1 (B(z,r)) - </B(l‘,7‘)

Toisaalta yhtdlon (4.5) integraali voidaan jakaa pistevieraisiin joukoihin B(z,r) N E
ja B(x,r) \ E, jolloin yhtélo saadaan muotoon

(4.5)

CwENB,n) =\
e B ) d“) |

u(E N Bla,r)) |5
- s— - ]_ - d
T O - o
ENB ST \s
N / ’u( NB(z,r)) du) _
B(z,r)\E M(B("L‘a T))
(4.6)
Oletetaan ensin, etté
u(B(e,1) 0 E) < u(Bla,7) \ B). (4.7)

Talloin yhtélod (4.6) voidaan arvioida alaspéin yhtélon oikean puolen ensimmaéiselld
termilld, jolloin saadaan epéyhtélo

/ ‘M(B(%T)) — w(EN Bz, 1)) |
B(z,r)NE M(B(SL’,T’))

p(B(z,r) N E)" .

dp

s—1

Hu— UB(:B,T)| L5 (B(z,r))

p(B(z,r) \ E)
p(B(z, 7))

(4.8)
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Oletuksen (4.7) perusteella

joten epdyhtilostd (4.8) saadaan

1 11
llu — U/B($7r)||Ls;1(B($7r)) > éu(B(:p, r)NE) 5. (4.9)
Seuraavaksi oletetaan, etté
u(B(x.r)\ B) < u(Blz,r) N E). (4.10)

Talloin yhtilod (4.6) voidaan arvioida alaspéin yhtélon oikean puolen toisella ter-
mill&, jolloin epéayhtaloksi saadaan

p(E N B(x,r)) |5
U — UB(z,r s—1 = / ‘ dlu
w(B(x,r)NE)

p(B(z,r))

w(B(w,r)\ )%,

(4.11)

Vastaavasti kuin edelld, voidaan oletuksen (4.10) perusteella arvioida

1 _1
e =l ot ) = SHOB(ET) V), (4.12)

Télloin epayhtélot (4.9) ja (4.12) todistavat vaiheen 1.

Vaihe 2. Néytetddan, ettid

1 C[T‘
min{u(B(z,r) N E), W(B(z,r)\ E)}'™s < ————— P(E, B(x, \r)).
{u(Br) 1B Blr) )P < ot (B, B Ar)

Vaiheen 1 perusteella

min{u(B(z,r) N E), p(B(r.r)\ E)}' ™+ < 2l[u— up(en||, -

4.1
L sl(B(m,r))’ ( 3)

joten soveltamalla lemmaa 4.1 epayhtiloon (4.13) saadaan

1 C]T
S

min{u(B(r.7) 0 E).p(Bla. )\ B < e [Dul| (B ). (414)

Yhtélossa (4.14) v = x g, joten pétee

1 C[T
min{u(B(z,r) N E), W(B(z,r)\ E)}}™s < —————P(E, B(x, \r)). 4.15
u(Ber) DB B \ DY S o POB B A (419

O
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5 Koareakaava

Toinen hyodyllinen tydkalu BV -funktioiden tarkastelussa on koareakaava, joka esi-
tetddn lauseessa 5.1. Koareakaava antaa funktion totaalivariaatiolle esityskaavan in-
tegraalina funktion tasojoukkojen perimetrimitoista.

Lause 5.1. (Koareakaava)
Olkoon Q C X avoin ja u € Li,.(Q). Mddritelliin joukko

loc
E,={re X | ulx)>t}), kunteR.

Talloin kaikille avoimille joukoille A CC §2 pdtee

/w P(E,, A)dt = || Dul|(A).

— 00

Todistus. Vaihe 1. Naytetdan, ettd kaikille u € Lip;,.(£2) pétee

/ " (B, A)dt < || Dull(A).

[e.e]

Maaritellaan funktio

mo = [ ol (5.1)

A\ Ey C A\ Ei4, kaikilla o > 0, joten funktio m on ei-vdheneva. Funktio m on
myos rajoitettu, silla

| dn < [ = IDul(1) < o
A\E, A
Taten m on differentioituva melkein kaikilla ¢ € R.

Olkoon t piste, jossa m on differentioituva, ja madritelldéin jono funktioita {v;}32,
siten, ettd

1 joukossa F, 1,
vj(x) = < j(u(x) —t) joukossa Fj \ EH%,
0 joukossa A\ Ej.

Talloin v; € Lipj.(A) kaikilla j € N.
Néytetddn, ettd v; — xp, L'(A) mielessi. Koska v; poikkeaa funktiosta ypg,
ainoastaan joukossa F; \ E,, 1, pétee
J

/ oy () — X () s = / (u(z) — t) — 1|du. (5.2)
A

BA\E, 1

Toisaalta 0 < j(u(z) —t) < 1 tarkasteltavassa joukossa, joten voidaan arvioida

[ i) -0 - Udu < (BN E DA 50, kg oo (53
Et\Et-k% J
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Tallsin yhtdlon (5.2) ja epdyhtéilon (5.3) perusteella v; — xp, L'(A) mielessi ja
siten lauseen 3.3 perusteella

P(E;, A) <liminf || Dv,||(A). (5.4)
j—o0
Funktioiden v; yldgradienteille g,; pétee

{jgu joukossa F; \ E, 1,
v; — J

0 muulloin,

joten
A (BB, 1)NA

AE,, | A\E,
J

Nyt yhtéloiden (5.1) ja (5.5) perusteella

1
/ Go,dpe = j (m (t + 3) - m(t)) —m/(t) kun j — oo. (5.6)
A
Nyt epéyhtdlon (5.4) ja yhtdlon (5.6) perusteella
P(E;, A) < m/(t). (5.7)

Integroimalla epayhtéloda (5.7) puolittain saadaan

/OO P(E,, A)dt < /OO m/(t)dt = || Dul|(A).

Vaihe 2. Niytetiidin, ettéd kaikille u € L} (Q) pitee

loc

/ P(E;, A)dt < ||Dul|(A).
Jos u ¢ BV(A), ||Dul]|(A) = oo, jolloin viite pétee.

Oletetaan, ettd u € BV (A). Talloin lemman 3.1 perusteella voidaan valita jono
{u;}32,, jossa u; € Lip.(A) kaikilla j € N siten, ettd u; — u Lj,,(A) mielessé ja

loc

1Dull() = s [ g, d
J—=oo J»

Maaritellddn joukot '
El ={zx €A | uj >t}
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Nyt
o0 max{u,u;}
| @)~ xaolie = [ =) (@)l

Télloin pétee

[ st = w@ln= [ ([ @ - xm@ldt)an. 69

Soveltamalla Fubinin lausetta yht&loon (5.8) saadaan

/_Z (/A X (@) — XEt(l’)‘dﬂ>dt = /A luj(x) —u(z)|du — 0, (5.9)

silli u; — u L},.(A) mieless.
Yhtélon (5.9) perusteella x5 — X, L'(A) mielessi melkein kaikilla ¢ € R. Nyt
lauseen 3.3 mukaan

P(E,, A) < liminf P(F/, A),

J—00

jolloin integroimalla puolittain saadaan epayhtalo

/ H&mﬁg/lmﬁﬂﬂﬂm. (5.10)
—00 —o0 IO

Nyt soveltamalla Fatoun lemmaa ja vaiheen 1 tulosta yhtéloon (5.10) saadaan ha-
luttu tulos

/ " (B, A)dt < ||Dul)(4).

[e.e]

Vaihe 3. Néytetéddn, etta

1Dull(4) < / " P(E, At

— 00

kun u € L. (A). Jos

loc

/ P(Et,A>dt = 00,

—00

véiite patee. Oletetaan, etté

/ P(Et,A)dt < oo,

Oletetaan ensin, ettd —n < wu(z) < n kaikilla x € A, kiinnitetylld n € N. Kiin-
nitetéddn lisdksi A € N. Nyt voidaan valita luvut
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siten, ettd

%P(Etj’h, A) < / P(E,, A)dt. (5.11)

Magritelladn funktiojono

2nh
1
wnlw) = —n+ 2" X, (2)
j=1
Talloin
1 2nh
|[Dunl[(A) = EZP(E@,}L,A)- (5.12)
j=1

Lukujen t; valinnan (yhtdlo (5.11)) perusteella yht&lo (5.12) saadaan muotoon

2nh

|| Duy||(A Z/ P(E,;, A _/_n P(E;, d)t.

n

Kun n — oo pitee
IDwi4) < [ (B A < o (513)

—00

joten uy, € BV (A) kaikilla h € N.
Néytetéidn seuraavaksi, ettd u, — u L}, (A) mielessd. Titd varten médritellidin
joukot Fj, = FEj,, \ Ei, w1 Télloin joukot E,, voidaan esittdd muodossa

1 2nh
Etj’h - Ui:j Fi,ha

jolloin funktiot wu; voidaan esittdd muodossa

2nh 2nh 2nh

:—n—l—hZZXplh __n+hZZXth

Jj=1 1i=j

Talloin pétee

2nh
/|u—uh|du:/ U+”——ZZXFM (5.14)

A

Koska joukot F;j ovat pistevieraita, yhtdlo (5.14) saadaan muotoon
2nh

/|u—uh|du Z/ u+n——'du (5.15)

Joukossa F;;, pétee
1+ 1 1

u < —n, joten u+n—ﬁ<—.

h h
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Sijoittamalla arvio (5.16) yhtéloon (5.15) saadaan
1
/ |u — up|dp < ﬁu(A) — 0, kun h — oo,
A

eli up, — u L'(A) mielessi. Nyt lauseen 3.3 ja yhtdlon (5.13) mukaan

|| Dul|(A) < li}{ninf || Dugl|(A) < / P(E;, A)dt,
—00 oo

mikéa todistaa viaitteen. O

Korollaari 5.1. Jos u € BV (X), melkein kaikilla t € R pdtee
P(Et, A) < OQ.

Lisdksi tdlloin kaava pdtee kaikille Borel-joukoille B C X.
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6 Hausdorff-esitys perimetrille

Lauseessa 6.1 osoitetaan, ettd darellisperimetrisen joukon perimetrille saadaan esi-
tyskaava. Kaavan avulla joukon E perimetri Borel-joukossa B voidaan esittda ra-
joitetun Borel-funktion integraalina joukon mittateoreettisen reunan ja joukon B
leikkauksen yli kodimensiota 1 olevan Hausdorff-tyyppisen mitan suhteen.

Téten lause antaa yhteyden joukon perimetrin ja mittateoreettisen reunan mi-
tan vilille. Avaruudessa R™ lause 6.1 pétee funktiolla 6 = 1, jolloin joukon perimetri
saadaan suoraan joukon mittateoreettisen reunan n—1 -ulotteisena Hausdorffin mit-
tana, kun taas metrisessé tapauksessa funktion 6 on osoitettu olevan vain rajoitettu.
Lisdksi avaruudessa R™ kaava pitee kaikille joukoille E, mutta metrisessd avaruu-
dessa todistus perustuu argumentteihin, jotka vaativan joukon olevan &arellisperi-
metrinen. Vastaavan esityskaavan mahdollinen olemassa olo ei-dérellisperimetrisille
joukoille on yhé avoin ongelma.

Todistuksen kannalta keskeisid tuloksia esitetdén lemmoissa 6.1, 6.2 ja 6.3. Lem-
ma 6.1 antaa yldrajan joukon E'\ B(zx, p) perimetrille pallon B(z, p) reunalla, melkein
kaikilla p > 0. Tédmén jélkeen lemmassa 6.2 osoitetaan perimetrimitan olevan ab-
soluuttisesti jatkuva mitan H" suhteen. Lisiksi esitetdin tekninen lemma 6.3, jota
tarvitaan lauseen 6.1 todistuksessa funktion 6 ylarajan maarittdmiseen.

Maaritelmi 6.1. Olkoon funktio

MB) = dizx(rﬁg)’

Maaritellain Hausdorff-tyyppinen mitta funktion A avulla siten, etta

kaikilla Borel-joukoilla B.

HE(B) = inf {Z h(B;) | B; suljettu pallo, diam(B;) < d, ja B C UielBi}
i€l
ja
H"(B) = sup H2(B).
>0

Seuraavaksi todistetaan perimetrimitalle lokaalisuusominaisuus.

Lemma 6.1. Olkoon E ddrellisperimetrinen joukko ja x € X. Tdlloin melkein
kaikilla p > 0 pdtee

E\ B(z,p) on ddrellisperimetrinen, ja

d
P<E \ B(.T, p)7 88(:1:, p)) < %M (B (SL’,T’) N E) r=p
Todistus. Valitaan p > 0 siten, ettd funktio ¢ — u (B (z,t) N E) on differentioituva
pisteessa t = p ja pu(0B(z, p)) = 0. Olkoon 6 > 0 jau € BV (B(x,p+ 6)). Lemman
3.1 perusteella on olemassa jono {u;}32, siten, ettd u; € Lipjoe(B(, p +9)) kaikilla
jeEN, uj —»u L.(B(x,p+0)) mielessd, seki

loc

1Dul(Blrp+8) =l [ g d
J=90 J B(z,p+96)
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Kaikilla f € Lipc(B(z,p + 0)) péitee fu € BV(B(z,p + 6)) . Lisdksi fu; €
Lipioe(B(x, p + 0)) kaikilla j € N ja fu; — fu Lj.(B(z,p+ §)) mielessid. Lem-
man 2.1 mukaisesti funktio

9ru; = |uslgs + 119w,

on funktion fu; 1-heikko ylégradientti, jolloin

Jj—00

ID(0I(Ba,p+8) < tmint (| Ll / L Mladn) 1)
T,p+ x,p+

Funktioiden u; valinnan perusteella epéyhtélostéd (6.1) saadaan

ID(fu)l|(B(x, p+8)) < /

fulgydpe + / FldIDd). (62)
B(z,p+9) B(x,p+9)

Olkoon ¢ > 0. Maaritellaan funktio

L, kun d(y,z) = p +e,
foly) = § L2 T p < d(y, ) < p+e ja
0, kun d(y, z) < p.

Sijoittamalla epayhtdloon (6.2) funktiot w = yg ja f = f. saadaan epéyhtilo

D foxel|(B(z, p+6)) < /

B(z,p+6)NE

grdpt / el dlixll
B(z,p+9)

josta saadaan edelleen

1
1D foxsl|(Blz,p +8)) < * / L+ / Lldixsll.  (6.3)
€ J(B(,p+6)\B(x,p))NE B(x,p+0)

Epéyhtélon (6.3) oikean puolen ensimméinen termi voidaan esittdd muodossa

1 B NE)—u(B E
_/ hmzu( (#,p+e)NE) = p(B(z,p) N E) (6.4)
€ J(B(z,p+0)\B(z,p)NE €

Luvun p valinnan perusteella

p(B(x,pt+e)NE)—p(B(xp)NE)

d
c - %:u (B (l‘, T) A E) }r:p’ (65)
kun € — 0.
Toisaalta
Je = XBepr)\Bap) Lioe(B(z, p + 0)) mielesss, (6.6)

kun ¢ — 0, jolloin epayhtélon (6.3) oikean puolen jalkimméisestd termistd saadaan

/ d|[Dxg|| — 0, (6.7)
B(z,p+0)\B(z,p)
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kun 0 — 0. Tallsin epédyhtéldiden (6.3), (6.4

~—

, (6.5), (6.6) ja (6.7) perusteella

P(EN\ B(x,p), 0B(x,p)) < —p(B(x,r)NE)|

r=p

S~

mikd todistaa véitteen. O
Todistetaan nyt perimetrimitan absoluuttinen jatkuvuus mitan H" suhteen.
Lemma 6.2. P(E, B) = 0 kaikilla Borel-joukoilla B C X, joilla H"(B) = 0.

Todistus. Olkoon B Borel joukko, jolle pitee H"(B) = 0. Lemman 3.4 perusteella
yleisyyttd menettamétta voidaan olettaa, ettd joukko B on kompakti. Valitaan € >
0. Kompaktiuden perusteella B voidaan peittédd darelliselld joukolla palloja B(x5, r5),
joille patee 1§ < € ja

Z h(B(z%,7%)) < e.

Kayttaméalla koareakaavaa (lause 5.1) funktiolle u(y) = d(y, x5) ja joukolle A =
B(z5,2rf) saadaan yht#lo

/OO Py e X | d(y,7) > t}, B(x;, 2r7))dt = |[D (-, x7)[|(B(x7, 217)),

[e.e]

josta seuraa

/_OO P(X\ B(x7,1), B(x7, 2r7))dt = [|[D (-, 27)||(B(x7, 2r7)). (6.8)

o0

Lauseen 3.4(3) mukaan yhtélo (6.8) voidaan esittdd muodossa

| P B = DA BEE D). (69)

[e.9]

Funktio g = 1 on selvasti funktion d(-,z5) heikko ylagradientti, joten epéyhtalon
(6.9) oikealle puolelle saadaan arvio

1D (-, z)[[(B(7, 2r7)) < p(B(a7, 2r7)),

jolloin yhtélosté (6.9) seuraa

| P, Bl 20 < (Bt 2), (6.10)

[e.e]

Epéyhtélon (6.10) integrointialuetta voidaan vaihtaa, silla
P(B(xj,1), B(a7,2r7)) = 0, kun ¢ ¢ [0,2r7],

joten saadaan epdyhtélo

2ri
/ P(B(a%, 1), B(a%, 209))dt < ju( B(a%, 20)).
0
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Nyt voidaan valita pf € (0,rf) siten, etté

p(B(x7, 2r7))

c b
2r;

P(B(x7, p7), B(x7,2r7)) <

jolloin mitan p tuplaavuuden perusteella
P(B(z7, p;), B(x7,2r7)) < Cph(B(x;, 2r7)). (6.11)
Lauseen 3.4(4) perusteella epayhtélosta (6.11) saadaan
P(B(z5, p7), X) < Cph(B(z5,2r5)). (6.12)
Merkitadn A, = U | B(25,75) D B. Mitan ||Dul|| additiivisuuden perusteella pétee

P(EUA.,X)=P(EUA., X\ B)+P(EUA.,B). (6.13)

Toisaalta
(FEUANA)NB=(E\A.)NB =10,

joten lauseen 3.4(1) perusteella
P(FUA., B) =P(A., B). (6.14)
Perimetrimitan subadditiivisuuden perusteella
P(FUA., X\ B)<P(E,X\B)+P(A, X\ B). (6.15)
Epéyhtaloiden (6.14) ja (6.15) perusteella epayhtilo (6.13) voidaan esittédd muodossa
P(FUA.,X)<P(E,X\B)+P(A, X). (6.16)

Perimetrimitan subadditiivisuuden perusteella epayhtélon (6.16) oikean puolen jél-
kimmaéista termid voidaan arvioida summalla

P(A. X) < 3" P(B(5, 7). X)),
i=1
josta voidaan edelleen arvioida epéyhtalon (6.12) avulla
P(A., X) < CDzn:h(B(:cf,rf)). (6.17)
i=1
Pallojen B(x%,rf) valinnan perusteella epiyhtélosta (6.17) saadaan
P(A., X) < Cpe. (6.18)

Kun ¢ — 0, xpua. — Xe Li,.(X) mielessi, jolloin lauseen 3.3 ja epiyhtildiden

loc
(6.16) ja (6.18) perusteella

P(E, X) < P(E, X \ B), (6.19)
joten pitee P(F, B) = 0. O
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Todistetaan seuraavaksi tekninen lemma, jota kdytetddn lauseen 6.1 todistukses-
sa.

Lemma 6.3. Olkoon v € (0,%) ja M > 1. Tdllgin melkein kaikilla v € X on
olemassa p = p, > 0 siten, ettd jos pdtee

min{y (B (z,r) NV E),u(B(z,r)\ E)} < ~yu(B(z,r)),

P(E, B(x,p)) < MP(E\ B(z, p),0B(x, p)).

Todistus. Olkoon G kokoelma suljettuja palloja B(z,r), joille patee
1. w(0B(z,r)) =0, P(E,0B(x,r)) =0,
2. min{p (B (z,7) NV E), 1 (B (2,1) \ B)} < vu(B(x, 7)) ja
3. P(E,B(z,p)) > MP(E\ B(z,p),0B(x,p)).
Olkoon B; niiden pisteiden z € X joukko, joilla

{re(0,27%) | B(z,r) € G}

on positiivismittainen. Merkitdéin B = N2, B;. Télloin B on Borel-joukko. Osoi-
tetaan, ettd P(F, B) = 0. Lemman 3.4 mukaan riittdd niyttaa, ettd P(E, K) = 0
kaikilla kompakteilla joukoilla K C B.

Olkoon ¢ > 0. Méaaritelladn kokoelma

F={Bls,r)€G | s K, re(0e)}

Kaikilla B(z,r) € F pétee

y(B(x,r)) < minfu (B (z,r) N E), p(B (z,7)\ E)},

jolloin isoperimetrisen epdyhtéilon (lause 4.1) perusteella

70; “(B(f’ ") < (B, Ble,wr). (6.20)

Koska r < 2diam(B(z,r)) saadaan epéayhtilosta (6.20) arvio

2’}/5;1
Cr

h(B(z,r)) < P(E, B(z, \r)). (6.21)

Vitalin peitelauseen [2, Theorem 2.1] perusteella on olemassa korkeintaan nume-
roituva kokoelma pistevieraita palloja

{B(xi, i) Yier C F,

siten, etta

H' (K \ Uie B(a, 7)) = 0.
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Télloin lemman 6.2 perusteella myos

Olkoon A, = U;erB(x;, ;). Télloin

w(Ag) = Z,LL(B(xi,m)) = Zdiam(B(azi, ri))h(B(x;,r;)). (6.23)
iel el
Arvioimalla yhtélossa (6.23) diam(B(z;,7;)) < 2r; < 2¢ saadaan epayhtélo
u(A) <> 2eh(B(x;,1)). (6.24)
icl
Nyt epayhtiloiden (6.21) ja (6.24) perusteella pétee
€C[
u(A) <Y == P(E, B(;, Ary)). (6.25)

ier 1 °

Variaatiomitan additiivisuuden perusteella epéyhtdlostéd (6.25) saadaan

WA < S5 B(B, UierBlas, wr),

’Y s

ja variaatiomitan monotonisuuden perusteella edelleen

u(A) < S p(E, x) 0, (6.26)

’y s

kun € — 0.
Olkoon J C [ &érellinen indeksijoukko ja A; = U;e B(x;,7;). Variaatiomitan
additiivisuuden perusteella pétee

P(E\ Ay, X)=P(E\ Ay, X\ Aj) + P(E\ Ay, Ay). (6.27)

Yhtélon (6.27) oikean puolen jélkimméinen termi hdvidé, ja ensimméinen voidaan
jakaa edelleen osiin, jolloin saadaan yhtalo

P(E\A;, X)=P(E\ A;, X\ A;) +P(E\ A;,04). (6.28)

Lauseen 3.4(1) mukaan yhtdlon (6.28) oikean puolen ensimméinen termi saadaan,
muotoon

P(E\ A;, X\ A)) = P(E, X\ A)). (6.20)

Yhtélon (6.28) oikean puolen jalkimméinen termi voidaan variaatiomitan additiivi-
suuden perusteella esittdd muodossa

P(E\ Ay, 04,) => P(E\ Ay, 0B(x,77)). (6.30)

icJ
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Joukko E'\ A; voidaan esittdd muodossa
EN\ Ay = E\UiesB(xi,ri) = (E\ Bz, 1)) \ UjzB(xj, ),
jolloin lauseen 3.4(6) perustella yhtélosta (6.30) saadaan

P(E\ Aj,0A;) = Z(P(E\B(xi,m),aB(ﬂfz,Tz))
+ P(UjpB(aj,715), 0B(wi,7))).
(6.31)

Koska kokoelman F pallot ovat pistevieraita, yhtélon (6.31) oikean puolen jél-
kimméinen termi hévidéd. Oletuksen mukaisesti palloille B(x;, ;) € G pétee

P(E \ B(ZL‘Z‘,T‘i),aB(ZL‘Z‘,TZ‘)) < % P(E,B(ZL‘Z‘,T‘Z')),

jolloin yht&lo (6.31) saadaan muotoon

P(E\ A;,04,) < Z % P(E, B(z;, 1)),

icJ
josta variaatiomitan additiivisuuden perusteella saadaan epayhtilo

Nyt yhtdlon (6.28), seké epayhtéloiden (6.29) ja (6.32) perusteella
1
P(E\ As, X) < P(E,X \ A)) + 2= P(E, A)). (6.33)

Epédyhtdlo (6.33) pétee kaikilla J C 1, joilla card(J) < No. Kun card(J) — N,
saadaan epayhtalo

P(E\ A.,X) < P(E, X\ A) + - P(E, A.). (6.34)
Yhtélon (6.22) ja variaatiomitan additiivisuuden perusteella
P(E,K) = P(E, A.). (6.35)
Kun € — 0, yhtélon (6.26) perusteella
Xma. = XB L, (X) mielessi. (6.36)
Nyt epéyhtiloiden (6.34), (6.35) ja (6.36), seké lauseen (3.3) perusteella
P(E, X) < P(E, X \ K) + % P(E, K), (6.37)

jolloin P(E, K') = 0, miké todistaa viitteen. O
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Todistetaan lopuksi tyon padtulos, jonka mukaan &érellisperimetrisen joukon pe-
rimetrille saadaan Hausdorff-tyyppinen esityslause.

Lause 6.1. (Hausdorff-esitys perimetrille)
Olkoon X Poincaré-avaruus ja E C X ddrelliseperimetrinen joukko. Tédlloin mitta
P(E,-) on keskittynyt joukkoon

X, = {:1: € X | limsupmin

r—0

(LEEAND) pBEINDY ) o,
u(B(z,r)) u(B(z,r))
jossa v > 0 ja rippuu ainoastaan mitan p tuplausvakiosta Cp, Poincarén epdyh-

taloon listtyvdstd vakiosta X\, sekd isoperimetrisen epdyhtdlon vakiosta Cy. Lisdksi
HMO*E) < o0 ja HMO*E\ ) = 0. Joukon E perimetrille saadaan esityskaava

P(E,B) = / OdH"  kaikilla Borel-joukoilla B C X,
BNO*E

jollakin Borel-funktiolla 6 : X — [y,2Cp|, jossa v > 0 ja riippuu ainoastaan va-
kioista Cp, \ ja Cy. Tassa O*FE tarkoittaa joukon E mittateoreettista reunaa, eli
joukkoa

{:L’EX | lim sup min

r—0

W(B ()N E) (B (z.r)\ E)
{ W(B@.r)) | B }>°}'

Todistus. Vaihe 1. Niytetdén, ettd P(E,-) = 0 joukossa X \ X,. Lemman 3.4
perusteella riittdd nayttas, ettd P(E, K) = 0 kaikilla kompakteilla K C X \ X,,.

Olkoon K C X \ X, kompakti. Koska mitta p on tuplaava, pitee u(K) < oo.
Maaritelladn jono funktioita

(B (z,r) N E) M(B(fc,r)\E)}
p(B(z,r)) "~ w(B(x,r))

Koska E on #érellisperimetrinen, funktioille f,. pétee isoperimetrisen epdyhtilon

(lause 4.1) mukaan

fr(z) = min {

C -
(7” P(E, B(x, Ar))) ' < oo, (6.38)
p(B(z,7))>
kaikilla r > 0. Méaéaritellaan funktiot

fr(@) = sup f,(2).

p<r

fr(x) <

Mitan p tuplaavuuden perusteella kaikilla p < r pétee

p(Bz,1) _ C(T)S

p(B(x,p)) = \p
jollakin C' > 1, mink& seurauksena pétee
& T < cr T (6.39)
u(B(x,p))s  p(B(z,r))s
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Funktiot f, ovat p-mitallisia, seké epiyhtilsiden (6.38) ja (6.39) perusteella -
rellisid kaikilla r > 0. Liséksi pétee

lim ]?; = limsup f, < 7.
r—0 r—0

Nyt Egoroffin lauseen [5, Theorem 4.16] perusteella f, — limsup,_,, f, < 7 melkein
uniformisesti joukossa K, kun r — 0. Kiinnitetdan ¢ > 0. T&lloin voidaan valita
ro > 0 siten, ettd kaikilla r € (0,79) pétee

fr <
joukossa K, lukuunottamatta joukkoa jonka mitta on alle . Nyt
min{u (B (z,r) N E), u (B (z,r) \ E)} <yu(B(z,r)) (6.40)

kaikilla » € (0,ry) joukossa K lukuunottamatta joukkoa, jonka mitta on alle e.
Madritelladn funktiot

mg(x,r) = %/fu(B(x,r)ﬂE)dT ja
ABGr) = o [ B

Koska p (B (z,7) N E) ja pu(B(z, 7)) ovat 7 suhteen ei-vihenevid, patee

me(x,r) < p(B(z,r)NE) <mg(z,2r) ja (6.41)
p(B(x,r)) <p(B(x,r)) < p(B(,2r)). (6.42)

Oletetaan, ettd p (B (z,r) \ E) < p (B (x,r) N E). Talloin epdyhtaldiden (6.40),
(6.41) ja (6.42) mukaisesti

mx\p(, ) < p(B(z,r)\ E) <yu(B(z,r)) < ya(B(z,r)). (6.43)
Toisaalta arvion (6.41) mukaan pétee
r r r
joten
mp(e,r) 2 1 (B (2.5)) = myple 7). (6.44)
Kayttamilla kahdesti mitan p tuplaavuutta, saadaan yhtélo (6.44) muotoon

) > MO ) (6.45

Epéayhtéloiden (6.41), (6.40) ja (6.42) mukaan
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m g, 7) < VT(B(z, 7)), (6.46)

Arvioimalla epédyhtédlon (6.45) ensimméistd termié alaspiin epdyhtalon (6.42)
mukaan, ja jalkimmaistd termid ylospéin epayhtédlon (6.46) mukaan saadaan

o) 2 1B ) (g =) (6.47)

Kun 7 on tarpeeksi pieni siten, etti yC% < %, on epayhtilon (6.47) mukaan
mg(z,r) 2 YA(B(z,r)). (6.48)

Nyt epéayhtaloiden (6.43) ja (6.48), symmetrian joukkojen E ja X \ E valilli, seké
funktioiden my(x,r) ja @(B(z,r)) jatkuvuuden r suhteen mukaan pétee joko

mx\p(z,r) < va(B(z,r)) (6.49)
tai
mg(z,7) < ya(B(z, 1)) (6.50)

kaikilla r € (0, 7).

Joukko K voidaan tarvittaessa jakaa osiin, ja tarkastella osia erikseen. Siten
voidaan yleisyyttd menettamétta olettaa, ettd p (B (z,7)NE) < p(B(z,r)\ E).
T#lloin epayhtéloiden (6.49) ja (6.42), sekd mitan tuplaavuuden perusteella pétee

mg(z,r) < yCpu(B(x,r)). (6.51)

Nyt epayhtéloiden (6.41) ja (6.51) mukaan kdyttden mitan tuplausominaisuutta uu-
destaan pétee

(B (z,r) N E) < mp(, 2r) <yChu(B(z,r)) (6.52)

kaikilla r € (0, %2).

Kiinnitetddn seuraavaksi € (0, 7). Valitaan pisteet z; € K (i = 1,...,n), siten,
ettd d(z;, z;) > r, kun ¢ # j, ja K C U}, B(x;,r). Valitaan luvut p; € (r,2r) siten,
etta

H"(OB(zi,pi)) < o0 ja

kun ¢ # 7. Ja lisdksi

d
o (B (zj,p) N E)

< u(B(x,2r)NE). (6.54)

p=pi

Tarpeeksi pienelld v on vC% < %, jolloin isoperimetrisen epdyhtélon (lause 4.1)
mukaan

S

0127“ .
— Y _P(E,B(z;, 2)\r 6.55
(Ble2)] (£, B( ))) (6.55)

(B (x;,2r)NE) < <
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Lemman 6.1 mukaan

P(EN B(wi, pi), 0B(wi, pi)) < ——pu (B (5, p) N E) (6.56)

d P=pi

Arvioimalla epayhtéloéd (6.56) epayhtilolla (6.54) saadaan

—_

P(E\ B(xi, p:i),0B(x;, pi)) < H (B(z;,2r)NE). (6.57)
Epéayhtélon (6.57) oikea puoli voidaan esittdd muodossa
1 1 S—
“u(B (2, 2) N E) =~ (B (2:,2r) 0 E)* u(B(x;,2r) N E)~ | (6.58)

jolloin soveltamalla epayhtélod (6.52) ja isoperimetrista epayhtdloa (lause 4.1) saa-
daan

1 (B (z:,2r) N E)* (B (2,2r) N E)~

1 C]T‘
~(C2yu(B(zi,2r))) s ——
(Bl 20—t

= (C}7)*Cr P(E, B(x;, 2\r)).

=S =

=

_P(E, B(x;,2\r))

(6.59)
Té&llsin yhtalon (6.58) ja epayhtilon (6.59) mukaan pétee
%M (B (2:,2r) N E) < (C3y):C; P(E, B(x;, 2\r)). (6.60)
Nyt epéyhtiloiden (6.57) ja (6.60) mukaisesti
P(E\ B(ai, p). 0B (xi, pi)) < (C31)*CrP(E, B(ai,2\r)). (6.61)
Arvioidaan seuraavaksi pallojen B(z;, 2Ar) paéllekkiisyytta. Olkoon z € X ja

merkitdén J:114 niiden indeksien i joukkoa, joilla x € B(x;, 2Ar). Pisteiden x; valin-
nan perusteella d(z;, ;) > r, kun ¢ # j, joten pétee

B (:c g) nB (xj, g) — 0, (6.62)

kun ¢ # j. Liséiksi patee myos

B (a; g) C Bz, 2\ + 1)) (6.63)
" B(z, (2\+1)r) C B(x;, (4X+1)r) (6.64)

kaikilla x;.
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Mitan tuplaavuuden perusteella on olemassa vakio C'(\, Cp) siten, etté

(B, (41 + 1)1)) < O\, Co)p (B (:c g)) . (6.65)

Yhtaloiden (6.63), (6.64) ja (6.65) perusteella pétee
r r

Do (B (r5)) < €O Com (B (m:3)).

ieJ
jolloin joukon J mahtavuudelle saadaan yliaraja

card(J) = ¢ < C(X\,Cp).
Merkitédén A, = U B(z;, p;). Lauseen 3.2(3) perusteella pétee
P(E\ A, X)=P(E\ A, X\ A)+P(E\ A, XNA). (6.66)

Yhtélon (6.66) oikean puolen jalkimméinen termi hévidd, ja ensimméinen termi
voidaan lauseen 3.2(3) mukaan jakaa osiin

P(E\ A, X\A)=PE\A,X\A,)+PE\A,,0A,). (6.67)
Lauseen 3.4(1) mukaan
P(E\ A, X\ A,)=P(E,X\A,). (6.68)
Pisteiden z; valinnan perusteella K C U, B(x;,r), joten lauseen 3.2(4) mukaan
P(E, X\ A,) <P(E, X\ K). (6.69)

Yhtalon (6.67) oikean puolen jalkimmaéistd termid voidaan arvioida mitan ||Dul|
monotonisuuden ja subadditiivisuuden (lause 3.5) perusteella ylospéin, silla 0A, C
i=10B (x4, p;), jolloin

P(E\ A,,04,) <Y P(E\ A,,0B(x;, p;)). (6.70)
i=1
Joukko E'\ A, voidaan esittdd muodossa
EN\ A, = E\UL B(wi, pi) = (E\ B(xi, i) \ Ui B(x, ;). (6.71)
Talloin lauseen 3.4(6) ja yhtdlon (6.71) perusteella pétee
P(E\ Ay, 0B(xi, pi)) < P(E\ B, pi), 0B(i, pi))

+ P(UjeiB(x;, p5), 0B(xi, pi)).
(6.72)
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Epéyhtaloiden (6.70) ja (6.72) mukaan pétee

P(E\ A,,04,) < > (P<E \ B(xi, pi), 0B(zi, pi))

+ P(UjsiB(j, 05), 0B (@i, p1))).
(6.73)

Lauseen 3.4(5) ja yhtdlon (6.53) mukaan

P(UjsiB(5,p7), 0B, pi) < Y P(Blay, py), 0B(xs, pi)) = 0. (6.74)
i#i

Nyt arvioimalla epayhtélon (6.73) oikean puolen ensimméisté termid epayhtalolld
(6.61) ja toista termié epayhtélolla (6.74) saadaan

P(E\ A,,0A,) < zn:(CIQﬂ)iCIP(E,B(xi, 2r)). (6.75)

Huomioimalla pallojen B(x;,2Ar) paillekkiisyys saadaan epdyhtélosta (6.75) arvio
P(E\ Ay, 04,) < &(Chy)=Cr P(E, UL, B(x;, 2)r)). (6.76)

Nyt yhtdlon (6.67) ja epayhtiloiden (6.69) ja (6.76) perusteella pétee
P(E\ A, X)<PEX\K)+ 5(012)7)%01 P(E, U B(z;,2Ar)). (6.77)
Séteet p; valittiin siten, ettd p; < 2r kaikilla i = 1, ..., n, joten joukko A, sisiltyy

joukon K 2r-ympéristoon. Talloin mitan g monotonisuuden ja subadditiivisuuden
perusteella pétee

w(ENA) < p(EnU, Bz, 2r)) Z 1 (B (2, 2r) N E) . (6.78)
Epéyhtalon (6.60) mukaan epayhtilosta (6.78) saadaan arvio
p(ENA,) < Z P(E, B(x;,2Ar)).

Huomioimalla pallojen B(x;,2Ar) paillekkiisyys padstdén arvioon
w(ENA) <ré(C3y)=CrP(E, UL Blx;, 2\r)). (6.79)
Nyt epéayhtilon (6.79) ja lauseen 3.2(4) perusteella patee

W(ENA) <re(C3y):CrP(E, X). (6.80)
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Koska joukko E on dérellisperimetrinen, epéayhtdlon (6.80) perusteella pitee
w(ENA)—0, kunr—0. (6.81)
Perimetrimitan subadditiivisuuden (lause 3.4(5)) perusteella pétee
P(E,X) < P(EN A, X)+P(E\ A, X). (6.82)
Soveltamalla epayhtélod (6.77) epayhtéloon (6.82) saadaan arvio

P(E,X) < P(ENA,X)+P(E X\K)
+ E(C3)-CrP(E, U, B(x;, 2Xr)).
(6.83)

Kun r — 0, epdyhtilo (6.83) saadaan muotoon
P(E,X) < P(E, X \ K) +&(C%y):C; P(E, K). (6.84)
Toisaalta mitan || Dul|| additiivisuuden pistevieraille joukoille (Lause 3.2(3)) mukaan
P(E,X)=P(E, X \ K) + P(E, K). (6.85)
Té&lloin yhtalosta (6.85) ja epéayhtélostéd (6.84) saadaan epayhtilod
P(E.K) < &(Ch)+CrP(E. K),
jolloin kun « on tarpeeksi pieni, etté S(C’%ﬂ)éC’I < 1, on oltava
P(E,K) = 0.
Talloin siis P(E, <) = 0 joukossa 0" E \ X,
Vaihe 2. Niytetaén, ettd joukossa X, saadaan perimetrimitalle esityskaava
P(E,B) = / OdH", (6.86)
BN,
kaikilla Borel-joukoilla B ja jollakin Borel-funktiolla 6 : X — [7,2Cp].

Mitan p tuplaavuuden perusteella on olemassa vakio C'(\, Cp) siten, etti
u(B(z, Ar)) < C(X, Cp)u(B(z,1)). (6.87)

[soperimetrisen epayhtélon perusteella péatee

G P(E, B(x, )vr))) -

min{p (B (2,0) 1 B) o (B (e) \ B} < (=
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jolloin joukossa X, pétee

C[T Sil 1
limsup (——— P(E, B(z, \r - > 6.88
Epéyhtilo (6.88) saadaan muotoon
r 7871
lim sup ————— P(F, Bz, \r)) > ——. 6.89
nsup o PE B M) = 1 (6.50)

Arvioimalla pallon B(x,r) mittaa alaspiin epayhtalolld (6.87) saadaan epéyhtalosta
(6.89)

s—1

. r vos C<)\7 CD)
limsup ———— = P(F, B(x, A\r)) > ————. 6.90
R (Bl ) B 2 00
Koska r < Ar < Adiam(B(z, Ar)), pitee epdayhtilon (6.90) perusteella
, P(E,B(z,\r)) _ "5 C()\,Cp)
lim su > . 6.91
ol Th(Blw ) T G (6.91)

T#lloin epéayhtdlon (6.91) ja Vitalin peitelauseen korollaarin [2, (2.6)] perusteella
patee

)Hh(B) (6.92)

kaikilla Borel-joukoilla B C X.. Toisaalta Vitalin peitelauseen korollaarin [2, (2.7)]

perusteella patee myos

, P(E, B(z,r))
llIIljélp W) < 00 (6.93)

H" -melkein kaikilla z € 3.,. Epéyhtélsiden (6.92) ja (6.93) perusteella pétee

3 < Dy P(E, ) < o0, (6.94)
jossa
PV ,}/SS C()\u CD)
Cr '

Néytetiadn vield, ettd funktiolle Dy P(E, ) saadaan yldraja. Lauseen 3.4(3) pe-
rusteella pétee

2P(FE, B(x,r)) =P(E,B(x,r))+ P(X \ E, B(z,71)). (6.95)
Lemman 6.3 mukaan joukossa X, pétee

P(E,B(z,r))+P(X \ E, B(x,r)) P(E\ B(z,r),0B(x,r))

P(X\ E)\ B(z,7),0B(z,7))
(6.96)

< M
+ M
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melkein kaikilla » € (0,7,). Nyt lemman 6.1 perusteella epéayhtilostd (6.96) saadaan

d
P(E,B(z,7) + P(X\ E,B(z,7)) < M—-(u(B(z,r)NE) +p(B(z,7)\ E))
d
(6.97)
Epéayhtéloiden (6.95) ja (6.97) perusteella pétee
d
melkein kaikilla r € (0,7,).
Koska P(E, B(x,r)) on r suhteen ei-vihenev, pétee
1 2r
P(E, B(z,r)) < ~ / P(E, B(z,r))dr (6.99)
r T
Soveltamalla epayhtélod (6.98) epayhtéloon (6.99) saadaan
M 2r
P(E, Blr,7)) < / < u(Bla, )i,
jolloin pétee
M
Kéayttaméalla mitan tuplausominaisuutta epayhtdloon (6.100) saadaan
MC
P(E, B(z,r)) < —2u(B(x, ). (6.101)

Palloille B(x,r) pétee diam(B(x,r)) < 2r, jolloin funktion h mééritelmén pe-
rusteella epdyhtalosta (6.101) saadaan

P(E, B(z,r)) < 2MCph(B(z,1)). (6.102)
Epédyhtdlo (6.102) patee melkein kaikilla r € (0,7,), jolloin patee myos

) P(E, B(x,r))
Hmsup = Bla, )

Koska epayhtilo (6.103) pétee kaikilla M > 1, pétee

< 2MCh. (6.103)

) P(E, B(x,r))
s = B )

kun M — 1. Nyt epdyhtéloiden (6.94) ja (6.104) mukaan patee

< 20, (6.104)

5 < Dyn P(E, ") < 2Cp. (6.105)
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Koska lemman 6.2 mukaan P(F,-) < H", Radon-Nikodymin lauseen [5, Theorem
5.29] ja epéyhtilon (6.105) perusteella pétee

P(E,B) = / OdH"
BNx,
kaikilla Borel-joukoilla B ja jollakin Borel-funktiolla 6 : X — [7,2Cp].
Vaihe 3. Niiytetiiin, ettd H"(0*E \ 2,) = 0.

Oletuksen mukaan X on Poincaré-avaruus, joten se on yhtenéinen. Talloin diam(B(x,r)) >
r, kun r < 7d1an;(X).

Kaikilla Borel-joukoilla B C 0*E \ ¥, pitee P(E, B) = 0, joten kaikilla ¢ > 0
patee

P(E, B) < %’H"(B).
Nyt Vitalin peitelauseen korollaarin [2, (2.6)] mukaan pétee
P(E, B(z,r))

€
limsup ———= < =
ot h(Blw,r) 2
H" -melkein kaikilla z € 9*F \ X.,. T&llsin voidaan valita ro > 0 siten, ettd kaikilla
r € (0,ry) pétee

P(E,B(z,r)) < eh(B(z,1)). (6.106)
Isoperimetrisen epéyhtélon (lause 4.1) mukaan
. C[’f‘ P
min{p (B (z,r) N E),u(B(z,r)\ E)} < (m P(F, B(z, )\r))) :
(6.107)
Kun r < rq epayhtéloiden (6.106) ja (6.107) mukaan
. C[T sil
min{p (B (z,7) N E), (B (z,7) \ E)} < (5mh(8(az, )vr))) . (6.108)

Arvioimalla epayhtélossa (6.108) r < diam(B(z,r)) < diam(B(z, Ar)) saadaan
epayhtalo

C diam(B(z, )\T))h Blz. Ar P}
et EED)

min{p (B (z,7) N E), (B (z,7) \ E)} < <g

jolloin funktion h méaaritelmén mukaan

Crp(B(x, )\'f’)))ssl.
p(B(w.r)):

Mitan p tuplaavuuden perusteella on olemassa vakio C'(\, Cp) siten, etta u(B(z, Ar)) <
C(A\, Cp)p(B(z, 1)), jolloin epayhtilosta (6.109) saadaan

min{u (B (z,r) N E), (B (z,7) \ E)} < (5 (6.109)

s

min{y (B (z,7) N E), i (B (z,7) \ E)} < (eCIC()\, (JD)) T u(B(x, 7). (6.110)
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Nyt yhtéloiden (6.41) ja (6.42) mukaan pétee

S

min{m (z, r), my (2, )} < <5CIC()\, CD)) T a(B(x, 7). (6.111)

Funktioiden mp(z, 1), my\ g(z, ) ja i(B(x, r)) jatkuvuuden r suhteen, ja epiyh-
tdalon (6.111) mukaan joko

S

mp(z, 1) < (eCIC()\,CD)> (B, 7))

tail

s

M p(z,7) < (5010@, CD)) Ta(B(x, 7).

Yleisyyttd menettimittd voidaan olettaa, ettd mpg(v,r) < mx\p(r,7), kun r €
(0,79). Talloin epéyhtdlon (6.41) mukaan péitee

1 (B (z,7) N E) < mp(x,2r) < (8010@, CD)) (B, 2r)) (6.112)

kaikilla » € (0,%2). Mitan tuplaavuuden ja epdyhtélon (6.42) perusteella epéyhté-
losta (6.112) saadaan

S

1(B(z,1) N E) < (5010@, CD)> O u(B(x, 1)) (6.113)

Talloin epdyhtalon (6.113) mukaan pétee

i A (B(xz,r)NE)
M (B )

< <eCIC(>\, CD)) e

kun e — 0. Téten z ¢ O*E  H" -melkein kaikilla z € *E \ X,,.
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