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BV -funktiot (engl. bounded variation) muodostavat geometrisen mittateorian
ja variaatiolaskennan kannalta tärkeän Sobolev-funktioavaruuden laajennuksen.
Euklidisessa avaruudessa BV -funktiot ovat lokaalisti integroituvia funktioita,
joiden ensimmäiset heikot osittaisderivaatat ovat Radon-mittoja. Metrisis-
sä avaruuksissa BV -funktiot määritellään käyttäen relaksoitua määritelmää
Lipschitz-funktioavaruuden sulkeumana sopivan suppenemisen suhteen. Vastaa-
vasti voidaan edelleen määritellä funktion variaatiomitta.

Tärkeän osan BV -funktioiden teoriaa muodostavat äärellisperimetriset jou-
kot, eli joukot joiden karakteristiset funktiot ovat BV -funktioita ja siten
joukon karakteristisen funktion variaatiomitta määritää joukolle perimetrimitan.
Äärellisperimetristen joukkojen tutkimuksessa keskeisimpiä työkaluja ovat isope-
rimetrinen epäyhtälö, joka antaa yhteyden joukon mitan ja sen perimetrin välille,
sekä koareakaava, joka antaa variaatiomitalle esityskaavan funktion tasojoukkojen
perimetrien avulla.

Joukon perimetri kuvaa tietyssä mielessä joukon reunan mittaa. Euklidises-
sa avaruudessa perimetrimitta saadaan joukon mittateoreettisen reunan n − 1
-ulotteisena Hausdorffin mittana. Työn päätuloksena esitetään vastaava esitys-
kaava metrisessä tapauksessa, jonka mukaan äärellisperimetrisen joukon perimetri
saadaan rajoitetun Borel-funktion integraalina joukon mittateoreettisen reunan
yli Hausdorff-tyyppisen mitan suhteen.
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Functions of bounded variation, abbreviated as BV functions, define an important
extension of the Sobolev functions, which is used in the calculus of variations
and geometric measure theory. In the Euclidean case, BV functions are locally
integrable functions, whose weak first partial derivatives are Radon measures.
In the metric case BV functions are defined using relaxation as the closure of
Lipschitz functions with respect to suitable convergence. In a similar manner the
variation measure of a function is defined.

An important part of the BV theory is the sets of finite perimeter, i.e. the
sets whose characteristic functions are in BV. Thus the variation measure of the
characteristic function defines the perimeter measure of the set. Main tools for
the study of sets of finite perimeter are the isoperimetric inequality, which relates
the measure of a set and its perimeter, and the coarea formula, which relates the
variation measure of a function and the perimeters of its level sets.

The perimeter of a set gives, in a sense, a measure for the boundary of the
set. In the Euclidean case the perimeter of a set is given by n − 1 dimensional
Hausdorff measure of the measure theoretic boundary of the set. As a main result
of the thesis, a corresponding structure theorem is given in the metric setting.
The theorem states that the perimeter of a set of finite perimeter is given by an
integral of a bounded Borel function over the measure theoretic boundary of the
set with respect to a Hausdorff type measure of codimension 1.
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1 Johdanto

Tässä diplomityössä tarkastellaan BV -funktioiden (engl. bounded variation) yleis-
tystä metrisiin mitta-avaruuksiin. Geometrisessa mittateoriassa ja variaatiolasken-
nassa BV -funktiot muodostavat usein Sobolev-avaruutta W 1,1 luontevamman funk-
tioavaruuden, sillä avaruus W 1,1 ei ole refleksiivinen, ja siten ei toteuta toivottuja
kompaktisuustuloksia. BV -funktiot esiintyvät variaatiolaskennan ja osittaisdifferen-
tiaaliyhtälöiden sovelluksissa geometriseen mittateoriaan, kuten minimipinta ongel-
missa ja lineaarisesti kasvavien funktionaalien tarkastelussa. Tämä työ rajoittuu
tarkastelemaan puhtaasti BV -funktioiden teoriaa.

BV -funktioavaruus avaruuden R
n yli koostuu L1-funktioista, joiden ensimmäisen

kertaluvun heikot osittaisderivaatat ovat Radon-mittoja. Selvästi kaikki Sobolev-
funktiot toteuttavat tämän, jolloin BV -funktiot muodostavat Sobolev-avaruuden
laajennuksen. Voidaan osoittaa, että variaatiomitta on alaspäin puolijatkuva L1

loc-
suppenemisen suhteen. BV -funktioiden teoriaa R

n:ssä on tarkasteltu lähteessä [7].
Metrisessä avaruudessa määrittely heikkojen osittaisderivaattojen avulla ei onnistu,
joten luontevin tapa määrittelyyn on niin kutsutun relaksoidun määritelmän kaut-
ta, jossa BV -funktioavaruus määritellään Lipschitz-funktioavaruuden sulkeumana
sopivan suppenemisen suhteen.

Kappaleessa 2 esitellään lyhyesti tarvittavia metristen avaruuksien analyysin tu-
loksia, sekä yleisiä oletuksia avaruuden rakenteesta. Sobolev-avaruuksien yleistämi-
seksi metrisiin avaruuksiin määritellään gradientin vastineeksi ylägradientit ja heikot
ylägradientit. Heikkojen ylägradienttien avulla määritellään Newton-avaruus N1,p,
joka koostuu Lp-funktioista, joiden heikot ylägradientit ovat Lp-funktioita. Newton-
avaruudet määrittävät täten erään Sobolev-avaruuksien yleistyksen metrisiin ava-
ruuksiin. Newton-avaruuksia käsitellään tarkemmin lähteessä [4].

Avaruudessa (X, d, µ) mitan µ oletetaan olevan tuplaava, jolloin samankeskeisten
pallojen mitat ovat vertailtavissa keskenään. Lisäksi avaruuden oletetaan toteutta-
van Poincarén epäyhtälön, joka antaa yhteyden funktion keskihajonnan ja funktion
ylägradienttien L1-normin välille. Mitan tuplaavuus ja Poincarén epäyhtälö ovat
standardioletuksia yleisesti metristen avaruuksien analyysissä.

BV -funktioiden määritelmä ja perusominaisuuksia metrisissä avaruuksissa tar-
kastellaan kappaleessa 3. Funktion f variaatiomitan määrittelyssä tarkastellaan funk-
tioon f L1

loc-mielessä suppenevaa jonoa lokaalisti Lipschitz-funktioita fj . Avaruudes-
sa R

n funktion variaatiomitta joukosta A on alaspäin puolijatkuvuuden perusteel-
la pienempi tai yhtäsuuri kuin limes infimum funktioon L1

loc-mielessä suppenevien
BV -funktioiden variaatiomitoista. Vastaavasti metrisessä tapauksessa on mielekäs-
tä käyttää relaksoitua määritelmää, määritellen variaatiomitan infimumina funktio-
jonojen fj heikkojen ylägradienttien L1-normien limes infimumista. Lauseessa 3.1
osoitetaan, että avaruudessa R

n määritelmä johtaa samaan tulokseen perinteisen
määritelmän kanssa. Tämän jälkeen esitellään variaatiomitan perusominaisuuksia
metrisissä avaruuksissa.

Variaatiomitan erikoistapauksena määritellään joukolle perimetri, joka saadaan
joukon karakteristisen funktion variaatiomittana. Joukon perimetri kuvaa tietys-
sä mielessä joukon reunan mittaa. Avaruudessa R

n joukon E perimetri saadaan
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sen mittateoreettisen reunan, eli joukon, jossa joukolla E ja sen komplementilla on
positiivinen tiheys, n − 1 -ulotteisena Hausdorffin mittana. Vastaavasti metrisessä
avaruudessa perimetrille saadaan esityskaava integraalina joukon mittateoreettisen
reunan yli. Työn päätulosta, eli tätä esityskaavaa tarkastellaan kappaleessa 6.

Kappaleen 3 lopuksi näytetään, että variaatiomitta määrittelee Borel-säännöllisen
ulkomitan avaruuteen X . Nämä BV -funktioiden perustulokset pohjautuvat pääosin
lähteeseen [9].

Kappaleessa 4 todistetaan isoperimetrinen epäyhtälö BV -funktioille metrisissä
mitta-avaruuksissa, jotka toteuttavat Poincarén epäyhtälön. Isoperimetrisen epäyh-
tälön mukaan joukon perimetrin pallossa B(x, λr) avulla saadaan yläraja joukon
ja sen komplementin mittojen minimille pallossa B(x, r). Tämä vastaa relatiivista
isoperimetristä epäyhtälöä Euklidisessa tapauksessa.

Isoperimetrinen epäyhtälö on keskeinen työkalu äärellisperimetristen joukkojen
tutkimuksessa, ja se pelaakin suurta roolia työn päätuloksen todistuksessa kappa-
leessa 6. Lisäksi on mahdollista osoittaa, että isoperimetrisen epäyhtälön toteuttavat
avaruudet toteuttavat myös Poincarén epäyhtälön, jolloin tulokset ovat yhtäpitävät.

Toista BV -funktioiden teorian tärkeää työkalua, koareakaavaa, tarkastellaan kap-
paleessa 5. Koareakaavan antaa funktion variaatiomitalle esityskaavan integraalina
funktion tasojoukkojen perimetrimitoista. Lisäksi koareakaavan seurauksena näh-
dään, että BV -funktioiden melkein kaikki tasojoukkot ovat äärellisperimetrisiä. Koa-
reakaavaa on tarkasteltu lähteessä [10].

Tämän työn päätuloksena esitetään äärellisperimetrisen joukon perimetrille esi-
tyskaava kappaleessa 6. Kaavan avulla joukon E perimetri Borel-joukossa B voi-
daan esittää Borel-funktion integraalina joukon mittateoreettisen reunan ja joukon
B leikkauksen yli Hausdorff-tyyppisen mitan suhteen. Oleellisena tuloksena saadaan
ylä- ja alarajat integroitavalle funktiolle. Vastaavan esityskaavan olemassaolo ei-
äärellisperimetrisille joukoille on yhä avoin ongelma. Lähteessä [1] todistetaan esi-
tyskaava Ahlfors-säännöllisille avaruuksille integraalina alhaalta rajoitetun Borel-
funktion integraalina, ja lähteessä [2] yleistetään kaava ei-Ahlfors-säännöllisille ava-
ruuksille, jotka toteuttavat tietyt rakenne-ehdot. Lähteessä [3] osoitetaan, että esi-
tyskaavassa integroitavalle funktiolle saadaan myös yläraja.
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2 Ennakkotietoja ja merkintöjä

BV -funktioiden teorian yleistämiseksi metrisiin avaruuksiin esitetään ensin tarvit-
tavia tuloksia metristen avaruuksien analyysistä. Sobolev- ja BV-funktioiden yleis-
tämiseksi metrisiin avaruuksiin tarvitaan vastine funktioiden heikkojen derivaatto-
jen käsitteelle. Vaikka gradientin käsite ei metrisessä tapauksessa ole mielekäs, voi-
daan funktiolle määritellä heikko ylägradientti eräänläisena gradientin normin yleis-
tyksenä. Koska Sobolev-funktioiden määritelmässä esiintyy vain gradientin normi
gradientin sijaan, on luontevaa määritellä Newton-avaruudet Sobolev-avaruuksien
yleistyksenä korvaamalla määritelmässä gradientin normit heikoilla ylägradienteilla.

Työssä avaruus (X, d, µ) on täydellinen metrinen avaruus, jossa µ on Borel-
säännöllinen ulkomitta. Lisäksi oletetaan mitan µ olevan tuplaava eli on olemassa
vakio CD > 0 siten, että

µ(B(x, 2r)) ≤ CDµ(B(x, r))

kaikilla x ∈ X ja r > 0. Mitan tuplaavuudesta seuraa epäyhtälö

µ(B(y, R))

µ(B(x, r))
≤ C

(R
r

)s

kaikilla r ≤ R ja y ∈ B(x, r), sekä joillakin vakioilla s > 1 ja C ≥ 0. Vakiota s
kutsutaan avaruuden tuplausdimensioksi.

Seuraavaksi määritellään polkuparvelle moduli. Polkuparven moduli määrittää
ulkomitan polkujen joukolle.

Määritelmä 2.1. Olkoon Υ kaikkien avaruuden X suoristuvien ei-vakiopolkujen
joukko ja Γ ⊂ Υ. Määritellään F (Γ) kaikkien Borel-funktioiden ρ : X → [0,∞] joille
pätee

ˆ

γ

ρds ≥ 1 kaikilla γ ∈ Γ,

joukkona. Polkuparvelle Γ ⊂ Υ määritellään p-moduli,

Modp(Γ) = inf
ρ∈F (Γ)

ˆ

X

ρpdµ, jossa p ∈ [1,∞).

Seuraavaksi määritellään heikko ylägradientti. Heikko ylägradientti yleistää tie-
tyssä mielessä gradientin metrisiin avaruuksiin. Eräs Sobolev-avaruuksien yleistys
metrisiin avaruuksiin on ns. Newton-avaruudet, joissa gradientin vastineena toimii
ylägradientti. Avaruuden täydellisyyssyistä määritellään se käyttäen heikon ylägra-
dientin käsitettä.

Määritelmä 2.2. Olkoon p ∈ [1,∞]. Ei-negatiivinen Borel-funktio g on funktion f
p-heikko ylägradientti avaruudessa X , jos

|f(γ(a))− f(γ(b))| ≤

ˆ

γ

gds

p-melkein kaikilla poluilla γ ∈ Υ, eli lukuunottamatta polkujoukkoa Γ ⊂ Υ, jolle
pätee Modp (Γ) = 0. Vastaavasti ylägradientin määritelmässä ehdon on toteuduttava
kaikilla poluilla.
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Heikkojen ylägradienttien avulla voidaan määritellä Newton-avaruus.

Määritelmä 2.3. Newton-avaruus N1,p(X, d, µ) koostuu funktioista f ∈ Lp(X),
joilla on p-heikko ylägradientti g ∈ Lp(X). Määritellään funktiolle f ∈ N1,p(X)
normi

||f ||N1,p =
(ˆ

X

|f |pdµ+ inf
g

ˆ

X

gpdµ
) 1

p

,

jossa infimum otetaan kaikkien p-heikkojen ylägradienttien joukosta.

Huomautus 2.1. Funktiolla f ∈ N1,p(X) on olemassa minimaalinen p-heikko ylä-
gradientti gf ∈ Lp(X). Funktio gf on minimaalinen p-heikko ylägradientti, jos gf on
p-heikko ylägradientti ja pätee gf ≤ g melkein kaikkialla, kaikilla p-heikoilla ylägra-
dienteilla g ∈ Lp(X). Tulos on osoitettu Björnien kirjan [4] lauseessa 2.5.

Huomautus 2.2. Funktio f ∈ N1,p(X) on on absoluuttisesti jatkuva melkein kaikil-
la poluilla γ avaruudessa X. Newton-avaruuden funktioiden absoluuttista jatkuvuutta
käsitellään esimerkiksi Björnien kirjassa [4].

Metrisessä tapauksessa ei sileitä funktioita voida mielekkäästi määritellä, vaan
paras säännöllisyystulos, jota voidaan toivoa on Lipschitz-jatkuvuus. Havaitaan, et-
tä mikäli L on funktion f Lipschitz-vakio, g ≡ L on funktion f eräs heikko ylägra-
dientti. Määritellään nyt Lipschitz-funktioiden muodostama funktioavaruus.

Määritelmä 2.4. Funktioavaruus Lip(A) koostuu Lipschitz-jatkuvista funktioista
f : A → Y , jossa A ⊂ X ja Y on Banach-avaruus. Vastaavasti f ∈ Liploc(A), jos
f ∈ Lip(B) kaikilla avoimilla joukoilla B ⊂⊂ A.

Huomautus 2.3. Merkitään B ⊂⊂ A, jos joukon B sulkeuma on kompakti ja
B ⊂ A.

Esitetään seuraavaksi tulon derivointikaavan yleistys funktioiden heikoille ylä-
gradienteille.

Lemma 2.1. Olkoon u : X → R ja v : X → R absoluuttisesti jatkuvia p-melkein
kaikilla poluilla γ ∈ Υ ja olkoon gu ja gv funktioiden p-heikot ylägradientit. Tällöin
funktio

|u|gv + |v|gu

on funktion uv p-heikko ylägradientti.

Lemman 2.1 todistus löytyy Heikkilän lisensiaattityöstä [9, s.12, Theorem 2].
Seuraava lemma antaa kaavan paloittain määriteltyjen funktioiden heikoille ylägra-
dienteille.

Lemma 2.2. Olkoon E ⊂ X mitallinen joukko, f : X → R absoluuttisesti jatkuva
funktio p-melkein kaikilla poluilla γ ∈ Υ ja u ja v mitallisia funktioita, joilla on
p-heikot ylägradientit gu, gv ∈ Lp(X). Jos pätee f

∣∣
E
= u ja f

∣∣
X\E

= v, niin funktio

g = guχE + gvχX\E on funktion f p-heikko ylägradientti. Lisäksi, jos gu ja gv ovat
minimaalisia p-heikkoja ylägradientteja, niin g on funktion f minimaalinen p-heikko
ylägradientti.
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Lemman 2.2 todistus löytyy Björnien kirjasta [4, Lemma 2.18]. Seuraava lemma
on tärkeä työkalu todistettaessa variaatiomitan olevan Borel-säännöllinen ulkomitta.

Lemma 2.3. Olkoon u, v ∈ N1,p(A) ja φ ∈ Lip(A) siten, että 0 ≤ φ ≤ 1. Määri-
tellään funktio w = u(1 − φ) + vφ. Tällöin funktioiden w, u, v ja φ minimaalisille
p-heikoille ylägradienteille gw, gu, gv ja gφ pätee

gw ≤ gu(1− φ) + gvφ+ |u− v|gφ melkein kaikilla x ∈ A.

Lemman 2.3 todistus löytyy Heikkilän lisensiaattityöstä [9, s. 18, Lemma 8].
Eräs merkittävä työkalu metristen avaruuksien analyysissä on Poincarén epäyhtälö
(2.1), jonka mukaan funktion heikkojen ylägradienttien avulla saadaan yläraja funk-
tion keskihajonnalle palloissa. Täten Poincarén epäyhtälö antaa yhteyden heikkojen
ylägradienttien ja funktion lokaalin käytätytymisen välille.

Määritelmä 2.5. (Poincaré-avaruus) Avaruus (X, d, µ) on Poincaré avaruus, mikäli
µ on tuplaava mitta, ja on olemassa vakiot C > 0 ja λ ≥ 1 siten, että jokaisen Borel-
funktion f : X → R ∪ {∞,−∞} ja funktion jokaisen heikon ylägradientin g välillä
pätee yhteys

 

B(x,r)

|f − fB(x,r)|dµ ≤ Cr

 

B(x,λr)

gdµ (2.1)

kaikilla x ∈ X ja r > 0.

Huomautus 2.4. Poincaré-avaruuksille voidaan osoittaa pätevän myös Poincarén
epäyhtälöä vahvempi tulos, Sobolev-Poincarén epäyhtälö. Sobolev-Poincaréń epäyh-
tälön mukaan on olemassa vakiot C > 0 ja λ ≥ 1 siten, että funktioiden ja niiden
heikkojen ylägradienttien välille saadaan yhteys

( 

B(x,r)

|u− uB(x,r)|
s

s−1dµ
)s−1

s

≤ Cr

 

B(x,λr)

gdµ (2.2)

kaikilla x ∈ X ja r > 0. Tässä s on avaruuden tuplausdimensio. Sobolev-Poincarén
epäyhtälön seuraaminen Poincarén epäyhtälöstä on osoitettu Hajlaszin ja Koskelan
artikkelissa [8].
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3 BV -funktiot metrisessä avaruudessa

3.1 Variaatiomitta

Kappaleessa esitellään määritelmä variaatiomitalle metrisessä avaruudessa, minkä
perusteella määritellään BV -funktioavaruus. Avaruudessa R

n BV-funktiot määri-
tellään L1-funktioina, joiden ensimmäiset heikot derivaatat ovat Radonin mittoja.
Metrisessä tapauksessa käytetään relaksoitua määritelmää, jossa BV-funktioavaruus
määritellään Lipschitz-funktioavaruuden sulkeumana sopivan suppenemisen suhteen.
Lauseessa 3.1 näytetään, että avaruudessa R

n määritelmä johtaa samaan tulokseen
perinteisen määritelmän kanssa. Lopuksi esitetään BV -funktioiden keskeisiä ominai-
suuksia lauseissa 3.2 ja 3.3.

Määritelmä 3.1. (Totaalivariaatio)
Olkoon A ⊂ X avoin joukko, ja u ∈ L1

loc(A). Funktion u totaalivariaatio joukossa A
määritellään kaavalla

||Du||(A) = inf
(uj)

{
lim inf
j→∞

ˆ

A

gujdµ

}
,

jossa (uj) on jono siten, että uj ∈ Liploc(A) kaikilla j ∈ N, guj on funktion uj 1-
heikko ylägradientti, ja uj → u L1

loc(A) mielessä.

Mielivaltaiselle joukolle A ⊂ X määritellään totaalivariaatio kaavalla

||Du||(A) = inf{||Du||(V ) | A ⊂ V ja V on avoin}.

Määritellään seuraavaksi BV -funktioavaruus.

Määritelmä 3.2. (BV -funktiot)
Funktion u ∈ L1(A) on totaalivariaatio joukossa A on rajoitettu, jos

||Du||(A) <∞.

Tällöin merkitään u ∈ BV (A). Vastaavasti funkion u ∈ L1
loc(A) totaalivariaatio

joukossa A on lokaalisti rajoitettu, jos

||Du||(B) <∞

kaikilla avoimilla joukoilla B ⊂⊂ A. Merkitään u ∈ BVloc(A).

Huomautus 3.1. Rn:ssä totaalivariaatio määritellään kaavalla

||Du||∗(A) = sup
ϕ

{
ˆ

A

f div(ϕ)dx

}
,

jossa ϕ ∈ C∞
0 (A) ja |ϕ| ≤ 1. Tällöin määritellään avaruus BV∗(A) funktioiden

u ∈ L1(A), joille pätee ||Du||∗(A) < ∞, joukkona. Lauseessa 3.1 osoitetaan, että
R
n:ssä BV (A) = BV∗(A).
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Seuraavassa lemmassa osoitetaan, että BV-funktiolle u on olemassa niin kutsut-
tu minimoiva jono lokaalisti Lipschitz-funktioita, jotka suppenevat kohti funktiota
u L1-mielessä ja joiden heikkojen ylägradienttien L1-normien raja-arvona saadaan
funktion u variaatiomitta. Minimoivan jonon olemassaolo on variaatiomitan ominai-
suuksien todistamisessa keskeinen työkalu.

Lemma 3.1. Olkoon u ∈ BV (A). Tällöin on olemassa jono {uj}
∞
j=1 siten, että

uj ∈ Liploc(A) kaikilla j ∈ N, sekä

uj → u L1
loc(A) mielessä ja ||Du||(A) = lim

j→∞

ˆ

A

gujdµ.

Todistus. Olkoon u ∈ BV (A). Tällöin on olemassa jono {vjh}
∞
h=i siten, että v

j
h →

u L1
loc(A) mielessä, kun h→ ∞ ja

ˆ

A

g
v
j
h
dµ < ||Du||(A) +

1

j
.

Jonoista {vjh}
∞
h=i voidaan konstruoida jono {uj}

∞
j=1 siten, että uj → u L1

loc(A) mielessä
ja lisäksi kaikilla j ∈ N pätee

ˆ

A

gujdµ < ||Du||(A) +
1

j
.

Täten

||Du||(A) ≤ lim inf
j→∞

ˆ

A

gujdµ

≤ lim inf
j→∞

(
||Du||(A) +

1

j

)

= ||Du||(A),

jolloin

||Du||(A) = lim
j→∞

ˆ

A

gujdµ,

mikä todistaa väitteen.

Todistetaan nyt, että määritelmä 3.1 johtaa avaruudessa R
n samaan tulokseen

perinteisen määritelmän kanssa.

Lause 3.1. Olkoon A ⊂ R
n avoin joukko. Tällöin BV (A) = BV∗(A).

Todistus. Vaihe 1. BV (A) ⊂ BV∗(A)
Olkoon u ∈ BV (A). Lemman 3.1 mukaan on olemassa jono {uj}

∞
j=1 siten, että

uj ∈ Liploc(A) kaikilla j ∈ N ja

uj → u L1
loc(A) mielessä, sekä

lim
j→∞

ˆ

A

gujdx = ||Du||(A) <∞.
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Liploc(A) ⊂ BV∗(A), joten variaatiomitan alaspäin puolijatkuvuuden [7, s.172, Theo-
rem 1] perusteella

||Du||∗(A) ≤ lim inf
j→∞

||Duj||∗(A). (3.1)

Funktioille uj ja ϕ ∈ C∞
0 (A) pätee

ˆ

A

uj div(ϕ)dx = −

ˆ

A

Duj · ϕdx, (3.2)

ja kun |ϕ| ≤ 1, Cauchy-Schwarz-Bunyakovskyn epäyhtälön perusteella

−

ˆ

A

Duj · ϕdx ≤

ˆ

A

|Duj|dx =

ˆ

A

gujdx. (3.3)

Epäyhtälöiden (3.1), (3.2) ja (3.3) mukaan

||Du||∗(A) ≤ lim inf
j→∞

ˆ

A

gujdx = ||Du||(A) <∞,

joten u ∈ BV (A).

Vaihe 2. BV∗(A) ⊂ BV (A).
Olkoon u ∈ BV∗(A). Tällöin [7, s. 172, Theorem 2] on olemassa jono {uj}

∞
j=1 siten,

että uj ∈ BV∗(A) ∩ C
∞(A) kaikilla j ∈ N , sekä

uj → u L1(A) mielessä ja

||Duj||∗(A) → ||Du||∗(A).

Tällöin

lim inf
j→∞

ˆ

A

gujdµ ≤ lim
j→∞

||Duj||∗(A) = ||Du||∗(A) <∞. (3.4)

Kun otetaan infimum kaikkien jonojen (uj), jossa uj → u L1
loc(A) mielessä ja uj ∈

Liploc(A) kaikilla j ∈ N, epäyhtälön (3.4) perusteella saadaan u ∈ BV (A).

Seuraavassa lauseessa esitetään variaatiomitan perusominaisuuksia.

Lause 3.2. (||Du||:n perusominaisuuksia)
Olkoon u, v ∈ L1

loc(X), avoimet A,B ⊂ X ja α ∈ R. Tällöin pätee
(1) ||D(αu)||(A) = |α| · ||Du||(A),
(2) ||D(u+ v)||(A) ≤ ||Du||(A) + ||Dv||(A),
(3) ||Du||(A∪ B) = ||Du||(A) + ||Du||(B), kun A ∩B = ∅ ja
(4) ||Du||(B) ≤ ||Du||(A), kun B ⊂ A.

Todistus. (1) Jos α = 0, ||D(0 · u)||(A) = 0 · ||Du||(A), jolloin (1) pätee.
Oletetaan α 6= 0. Nyt lemman 3.1 perusteella voidaan valita jono {uj}

∞
j=1 siten, että

uj ∈ Liploc(A) kaikilla j ∈ N, uj → u L1
loc(A) mielessä ja

||Du||(A) = lim
j→∞

ˆ

A

gujdµ. (3.5)
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Tällöin

||D(αu)||(A) ≤ lim
j→∞

ˆ

A

gαujdµ ≤ lim
j→∞

ˆ

A

|α|gujdµ,

joten yhtälön (3.5) perusteella

||D(αu)||(A) ≤ |α|||Du||(A).

Toisaalta lemman 3.1 perusteella voidaan valita jono {uj}
∞
j=1 siten, että uj ∈ Liploc(A)

kaikilla j ∈ N, uj → αu L1
loc(A) mielessä ja

||D(αu)||(A) = lim
j→∞

ˆ

A

gujdµ. (3.6)

Tällöin

lim
j→∞

ˆ

A

gujdµ = |α| lim
j→∞

ˆ

A

guj
|α|

dµ ≥ |α| lim
j→∞

ˆ

A

g̃ujdµ,

jossa g̃uj on funktion
uj
|α|

heikko ylägradientti.

Nyt ||Du||(A) määritelmän, ja yhtälön (3.6) perusteella pätee

||D(αu)||(A) ≥ |α|||Du||(A),

mikä todistaa väitteen (1).

(2) Jos ||Du||(A) = ∞ tai ||Dv||(A) = ∞, väite pätee.
Oletetaan ||Du||(A), ||Dv||(A) < ∞. Lemman 3.1 mukaan voidaan valita jonot
{uj}

∞
j=1 ja {vj}

∞
j=1 siten, että uj ∈ Liploc(A) kaikilla j ∈ N, vj ∈ Liploc(A) kai-

killa j ∈ N, uj → u L1
loc(A) mielessä ja vj → u L1

loc(A) mielessä, sekä

||Du||(A) = lim
j→∞

ˆ

A

gujdµ ja

||Dv||(A) = lim
j→∞

ˆ

A

gvjdµ.

(3.7)

Nyt

||D(u+ v)||(A) ≤ lim inf
j→∞

ˆ

A

guj+vjdµ

≤ lim inf
j→∞

(ˆ

A

gujdµ+

ˆ

A

gvjdµ
)
.

(3.8)

Toisaalta ehdon (3.7) mukaan pätee

lim inf
j→∞

ˆ

A

gujdµ = lim
j→∞

ˆ

A

gujdµ = ||Du||(A) ja

lim inf
j→∞

ˆ

A

gvjdµ = lim
j→∞

ˆ

A

gvjdµ = ||Dv||(A),

(3.9)
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joten yhtälöiden (3.8) ja (3.9) perusteella

||D(u+ v)||(A) ≤ ||Du||(A) + ||Dv||(A),

mikä todistaa väitteen (2).
(3) (i) Näytetään

||Du||(A∪ B) ≥ ||Du||(A) + ||Du||(B).

Jos ||Du||(A∪B) = ∞, väite pätee. Oletetaan ||Du||(A∪B) <∞. Nyt lemman 3.1
mukaan voidaan valita jono {uj}

∞
j=1 siten, että uj ∈ Liploc(A ∪ B) kaikilla j ∈ N,

uj → u L1
loc(A ∪B) mielessä ja

||Du||(A∪B) = lim
j→∞

ˆ

A∪B

gujdµ. (3.10)

Koska A ja B ovat pistevieraat, pätee

lim
j→∞

ˆ

A∪B

gujdµ = lim
j→∞

ˆ

A

gujdµ+ lim
j→∞

ˆ

B

gujdµ. (3.11)

Oletuksen mukaan uj → u L1
loc(A∪B) mielessä, joten pätee myös uj → u L1

loc(A) mielessä
ja uj → u L1

loc(B) mielessä. Nyt

lim
j→∞

ˆ

A

gujdµ ≥ ||Du||(A) ja

lim
j→∞

ˆ

B

gujdµ ≥ ||Du||(B).

(3.12)

Yhtälöiden (3.10), (3.11) ja (3.12) mukaan

||Du||(A∪ B) ≥ ||Du||(A) + ||Du||(B),

mikä todistaa väitteen (i).
(ii) Näytetään

||Du||(A) + ||Du||(B) ≥ ||Du||(A∪ B).

Jos ||Du||(A) = ∞ tai ||Du||(B) = ∞, väite pätee. Oletetaan ||Du||(A) < ∞ ja
||Du||(B) < ∞. Tällöin lemman 3.1 perusteella voidaan valita jonot {uj}

∞
j=1 ja

{vj}
∞
j=1 siten, että uj → u L1

loc(A) mielessä ja vj → u L1
loc(B) mielessä, sekä

||Du||(A) = lim
j→∞

ˆ

A

gujdµ ja

||Du||(B) = lim
j→∞

ˆ

B

gvjdµ.

(3.13)
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Määritellään jono {wj}
∞
j=1 siten, että

wj =

{
uj joukossa A

vj joukossa B

kaikilla j ∈ N. Tällöin wj ∈ Liploc(A ∪ B) kaikilla j ∈ N ja wj → u L1
loc(A ∪

B) mielessä. Nyt ||Du||(A∪B) määritelmän mukaisesti

||Du||(A∪B) ≤ lim inf
j→∞

ˆ

A∪B

gwj
dµ. (3.14)

Koska A ja B ovat pistevieraat, pätee

lim inf
j→∞

ˆ

A∪B

gwj
dµ = lim inf

j→∞

(
ˆ

A

gujdµ+

ˆ

B

gvjdµ

)

= lim
j→∞

ˆ

A

gujdµ+ lim
j→∞

ˆ

B

gvjdµ.

(3.15)

Yhtälöiden (3.13) mukaan yhtälön (3.15) integraalit konvergoivat, ja siten yhtälön
(3.14) perusteella

||Du||(A∪ B) ≤ ||Du||(A) + ||Du||(B),

mikä todistaa väitteen (ii). Väitteet (i) ja (ii) yhdessä todistavat nyt väitteen (3).
(4) Jos ||Du||(A) = ∞, väite pätee. Oletetaan ||Du||(A) < ∞. Lemman 3.1 mu-
kaan on olemassa jono {uj}

∞
j=1, uj ∈ Liploc(A) kaikilla j ∈ N, siten, että uj →

u L1
loc(A) mielessä. Koska B ⊂ A, pätee myös uj ∈ Liploc(B) kaikilla j ∈ N ja

uj → u L1
loc(B) mielessä.

Funktioiden uj ylägradientit guj ovat ei-negatiivisia, jolloin

lim inf
j→∞

ˆ

B

gujdµ ≤ lim inf
j→∞

ˆ

A

gujdµ,

joten kun otetaan infimum kaikkien jonojen {uj}
∞
j=1 yli, on väite (4) todistettu.

Seuraavassa lauseessa näytetään, että variaatiomitta on alaspäin puolijatkuva
L1
loc-suppenemisen suhteen.

Lause 3.3. (||Du||:n alaspäin puolijatkuvuus) Olkoon u ∈ L1
loc(X), avoin A ⊂ X ja

{uj}
∞
j=1 siten, että uj ∈ BVloc(A) kaikilla j ∈ N ja uj → u L1

loc(A) mielessä. Tällöin
kaikille avoimille B ⊂ A pätee

||Du||(B) ≤ lim inf
j→∞

||Duj||(B).

Erityisesti, jos supj∈N ||Duj||(B) <∞ kaikilla B ⊂⊂ A, niin u ∈ BVloc(A).
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Todistus. Lemman 3.1 perusteella jokaista j ∈ N kohden voidaan valita jono {ujh}
∞
h=i

siten, että

||Duj||(B) = lim
h→∞

ˆ

B

g
u
j
h
dµ.

Jonoista {ujh} voidaan konstruoida osajono {vj}
∞
j=1 siten, että

ˆ

B

gvjdµ < ||Duj||(B) +
1

j
ja vj → u L1

loc(B) mielessä.

Tällöin

||Du||(B) ≤ lim inf
j→∞

ˆ

B

gvjdµ

≤ lim inf
j→∞

(
||Duj||(B) +

1

j

)

= lim inf
j→∞

||Duj||(B),

mikä todistaa väitteen.

3.2 Perimetri

Kappaleessa määritellään Borel-joukoille perimetrimitta joukon karakteristisen funk-
tion variaatiomittana. Tällöin joukko on äärellisperimetrinen joukossa A, jos ja vain
jos sen karakteristinen funktio on BV -funktio kyseisessä joukossa. Joukon perimet-
rin voidaan ajatella kuvaavan tietyssä mielessä joukon reunan mittaa ja avaruudes-
sa R

n perimetrimitta yhtyykin joukon mittateoreettisen reunan n − 1 -ulotteiseen
Hausdorffin mittaan. Lisäksi lausessa 3.4 esitetään perimetrimitalle päteviä keskeisiä
tuloksia.

Määritelmä 3.3. (Perimetri) Olkoon A ⊂ X avoin joukko ja E ⊂ X Borel-joukko.
Tällöin joukon E perimetri joukossa A on

P(E,A) = ||DχE||(A).

Joukko E on äärellisperimetrinen joukossa A, jos pätee

P(E,A) <∞.

Esitetään seuraavaksi perimetrimitan keskeisiä ominaisuuksia.

Lause 3.4. (Perimetrimitan perusominaisuuksia) Olkoon E, F ⊂ X Borel-joukkoja,
ja A ⊂ X avoin. Tällöin pätee

(1) Jos µ((E△F ) ∩A) = 0, niin P(E,A) = P(F,A).
Tässä E△F = (E \ F ) ∪ (F \ E) on joukkojen symmetrinen erotus.

(2) P(E ∪ F,A) + P(E ∩ F,A) ≤ P(E,A) + P(F,A).

(3) P(E,A) = P(X \ E,A).
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(4) Olkoon A1, A2 ⊂ X avoimia joukkoja siten, että A1 ⊂ A2 ja
dist(E,A2 \ A1) > 0. Tällöin P(E,A1) = P(E,A2).

(5) Olkoon Ei, i = 1, 2, ... Borel-joukkoja. Tällöin

P(∪∞
i=1Ei, A) ≤

∞∑

i=1

P(Ei, A). (3.16)

(6) max{P(E ∪ F,A),P(E ∩ F,A),P(E \ F,A)} ≤ P(E,A) + P(F,A).

Todistus. (1) Oletuksen mukaan µ((E△F ) ∩A) = 0 eli
ˆ

A

|χF − χE |dµ = 0. (3.17)

Lemman 3.1 perusteella valitaan jono {uj}
∞
j=1 siten, että uj ∈ Liploc(A) kaikilla

j ∈ N,
u→ χE L1

loc(A) mielessä, ja (3.18)

||DχE||(A) = P (E,A) = lim
j→∞

ˆ

A

gujdµ. (3.19)

Seuraavaksi näytetään, että uj → χF L1
loc(A) mielessä.

Olkoon K ⊂⊂ A. Tällöin
ˆ

K

|uj − χF |dµ =

ˆ

K

|(uj − χE) + (χE − χF )|dµ

≤

ˆ

K

|uj − χE |dµ+

ˆ

K

|χE − χF |dµ.

Nyt yhtälöiden (3.17) ja (3.18) perusteella
ˆ

K

|uj − χE |dµ→ 0 ja
ˆ

K

|χE − χF |dµ = 0,

jolloin uj → χF L1
loc(A) mielessä. Tällöin

P(F,A) ≤ lim inf
j→∞

ˆ

A

gujdµ = P(E,A).

Symmetrian perusteella pätee P(E,A) ≤ P(F,A), jolloin P(E,A) = P(F,A).

(2) Jos P(E,A) = ∞ tai P(F,A) = ∞, väite tosi.
Oletetaan, että P(E,A) < ∞ ja P(F,A) < ∞. Lemman 3.1 perusteella valitaan
jonot {uj}

∞
j=1 ja {vj}

∞
j=1 siten, että uj ∈ Liploc(A) kaikilla j ∈ N ja vj ∈ Liploc(A)

kaikilla j ∈ N ja uj → χE L1
loc(A) mielessä, vj → χF L1

loc(A) mielessä, sekä

P(E,A) = lim
j→∞

ˆ

A

gujdµ ja

P(F,A) = lim
j→∞

ˆ

A

gvjdµ

(3.20)
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Tällöin

max{uj, vj} → χE∪F L1
loc(A) mielessä ja

min{uj, vj} → χE∩F L1
loc(A) mielessä.

(3.21)

Lemman 2.2 perusteella funktioille max{uj, vj} ja min{uj, vj} saadaan p-heikot ylä-
gradientit

gmax{uj ,vj} = gujχ{uj≥vj} + gvjχ{uj<vj} ja

gmin{uj ,vj} = gujχ{uj<vj} + gvjχ{uj≥vj}.

(3.22)

Nyt

P(E ∪ F,A) + P(E ∩ F,A) ≤ lim inf
j→∞

( ˆ

A

gmax{uj ,vj}dµ+

ˆ

A

gmin{uj ,vj}dµ
)
.

Tällöin yhtälöiden (3.22) perusteella

P(E ∪ F,A) + P(E ∩ F,A) ≤ lim inf
j→∞

( ˆ

A

(gujχ{uj≥vj} + gvjχ{uj<vj})dµ

+

ˆ

A

(gujχ{uj<vj} + gvjχ{uj≥vj})dµ
)

= lim inf
j→∞

ˆ

A

gujdµ+ lim inf
j→∞

ˆ

A

gvjdµ,

mistä seuraa

P(E ∪ F,A) + P(E ∩ F,A) ≤ P(E,A) + P(F,A).

(3) Lemman 3.1 perusteella voidaan valita jono {uj}
∞
j=1 siten, että uj ∈ Liploc(A)

kaikilla j ∈ N, uj → χE L1
loc(A) mielessä ja

P(E,A) = lim
j→∞

ˆ

A

gujdµ. (3.23)

Määritellään jono {vj}
∞
j=1 siten, että vj = 1−uj kaikilla j ∈ N. Tällöin vj ∈ Liploc(A)

kaikilla j ∈ N ja vh → 1− χE = χX\E L1
loc(A) mielessä. Siten

P(X \ E,A) ≤ lim inf
j→∞

ˆ

A

gvhdµ. (3.24)

Toisaalta guj = gvj , joten epäyhtälöstä (3.24) saadaan

P(X \ E,A) ≤ lim inf
j→∞

ˆ

A

guhdµ = P(E,A).
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Symmetrian perusteella P(E,A) ≤ P(X \ E,A), joten P(E,A) = P(X \ E,A).
(4) A1 ⊂ A2, joten P(E,A1) ≤ P(E,A2) variaatiomitan monotonisuuden perusteel-
la. Näytetään, että P(E,A2) ≤ P(E,A1).
Määritellään joukko Aδ = {x ∈ A1 | dist(x,A2 \ A1) > δ}. Oletuksen mukaan
dist(E,A2 \ A1) > 0, joten on olemassa δ > 0 siten, että E ⊂ Aδ. Määritellään
funktio

η =






1 joukossa Aδ,
dist(x,A2\A1)

δ
, kun 0 < dist(x,A2 \ A1) < δ,

0 joukossa A2 \ A1.

Nyt η ∈ Lip(A2) ja 0 ≤ η ≤ 1 joukossa A2. Lemman 3.1 mukaan voidaan valita jono
{uj}

∞
j=1 siten, että uj ∈ Liploc(A1) kaikilla j ∈ N ja uj → χE L1

loc(A1) mielessä,
sekä

P(E,A1) = lim
j→∞

ˆ

A1

gujdµ. (3.25)

Tällöin myös ηuj ∈ Liploc(A2) kaikilla j ∈ N ja ηuj → χE L1
loc(A2) mielessä. Nyt

P(E,A2) ≤ lim inf
j→∞

ˆ

A2

gηujdµ. (3.26)

Lemman 2.1 mukaisesti funktion ηuj eräs p-heikko ylägradientti on gηuj = ηguj +
ujgη, joten epäyhtälöstä (3.26) saadaan

P(E,A2) ≤ lim inf
j→∞

ˆ

A2

(ηguj + ujgη)dµ. (3.27)

Funktion η valinnan perusteella supp(η) ⊂ A1, joten

lim inf
j→∞

ˆ

A2

(ηguj + ujgη)dµ ≤ lim
j→∞

ˆ

A1

ηgujdµ+ lim
j→∞

ˆ

A1

ujgηdµ. (3.28)

Toisaalta

lim
j→∞

ˆ

A1

ujgηdµ =

ˆ

A1

χEχA1\Aδ

δ
dµ = 0,

joten arvioimalla η = 1 joukossa A1, epäyhtälöistä (3.27) ja (3.28) saadaan

P(E,A2) ≤ lim
j→∞

ˆ

A1

gujdµ = P(E,A1).

(5) Kohdan (2) perusteella P(E1 ∪ E2, A) ≤ P(E1, A) + P(E2, A), joten jatkamalla
iterointia saadaan

P(∪ni=1Ei, A) ≤
n∑

i=1

P(Ei, A). (3.29)

Olkoon K ⊂⊂ A. Nyt
ˆ

K

χ∪n
i=1Ei

dµ ≤

ˆ

K

1dµ <∞,
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joten Lebesguen dominoidun konvergenssin lauseen perusteella

χ∪n
i=1Ei

→ χ∪∞

i=1Ei
L1
loc(A) mielessä.

Variaatiomitan alaspäin puolijatkuvuuden (Lause 3.3) perusteella

P(∪∞
i=1Ei, A) ≤ lim inf

n→∞
P(∪ni=1Ei, A). (3.30)

Nyt epäyhtälöiden (3.29) ja (3.30) perusteella

P(∪∞
i=1Ei, A) ≤ lim inf

n→∞

n∑

i=1

P(Ei, A) ≤
∞∑

i=1

P(Ei, A),

mikä todistaa väitteen.

(6) Kohdan (2) perusteella

P(E ∪ F,A) ≤ P(E,A) + P(F,A) ja

P(E ∩ F,A) ≤ P(E,A) + P(F,A),

(3.31)

jolloin riittää todistaa P(E\F,A) ≤ P(E,A)+P(F,A). Toisaalta E\F = E∩(X\F ),
joten kohdan (2) perusteella

P(E \ F,A) ≤ P(E,A) + P(X \ F,A). (3.32)

Kohdan (3) perusteella P(X \F,A) = P(F,A), joten epäyhtälö (3.32) saadaan muo-
toon

P(E \ F,A) ≤ P(E,A) + P(F,A), (3.33)

jolloin epäyhtälöt (3.31) ja (3.33) todistavat väitteen.

3.3 ||Du|| on mitta

Kappaleessa todistetaan, että variaatiomitta ||Du|| on Borel-säännöllinen ulkomitta
avaruudessa X . Lauseessa 3.5 esitettävän tuloksen todistamiseksi esitetään tarvit-
tavia lemmoja.

Aluksi todistetaan tekniset lemmat 3.2, 3.3, joiden mukaan avoimissa joukoissa
M ja N määritellyt Lipschitz-funktiot u ja v voidaan yhdistää joukkojen unionissa
määritellyksi Lipschitz-funktioksi w siten, että w = u joukon N komplementissa,
w = v joukonM komplementissa, ja funktion w ylägradienttien L1-normille saadaan
yläraja funktioiden u ja v, sekä näiden ylägradienttien avulla.

Tämän jälkeen lemmoissa 3.4 ja 3.5 osoitetaan, että variaatiomitta on sisäsään-
nöllinen, ja että variaatiomitta on äärellisesti subadditiivinen avoimilla joukoilla.
Lopuksi variaatiomittaa koskevat tulokset kootaan yhteen lauseessa 3.5 näyttäen,
että variaatiomitta on Borel-säännöllinen ulkomitta.
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Lemma 3.2. Olkoon M ja N avoimia joukkoja siten, että N on rajoitettu ja ∂N ∩
∂M = ∅. Tällöin on olemassa avoimet joukot H ⊂⊂ M ∩ N , C1 ⊂ M ja C2 ⊂ N ,
sekä vakio c = c(M,N) siten, että kaikilla u ∈ Lip(M) ja v ∈ Lip(N) on olemassa
w ∈ Lip(M ∪N) siten, että

(1)

w =

{
u joukossa M \N ,

v joukossa N \M ,

ja
ˆ

M∪N

gwdµ ≤

ˆ

M

gudµ+

ˆ

N

gvdµ+ c

ˆ

H

|u− v|dµ.

(2) Lisäksi kaikilla funktioilla σ ∈ L1
loc(M ∪N) ja joukoilla K ⊂⊂ M ∪N pätee

ˆ

K

|w − σ|dµ ≤

ˆ

K∩C1

|u− σ|dµ+

ˆ

K∩C2

|v − σ|dµ.

Todistus. Merkitään η = dist(∂M, ∂N). Määritellään funktio φ siten, että

φ(x) =






1 joukossa N \M ∪ {x ∈M ∩N | dist(x, ∂N) > 2
3
η},

0 joukossa M \N ∪ {x ∈M ∩N | dist(x, ∂N) < 1
3
η},

3 dist(x,∂N)−η
η

joukossa {x ∈M ∩N | 1
3
η < dist(x, ∂N) < 2

3
η}.

Tällöin pätee φ ∈ Lip(M ∪N) ja 0 ≤ φ ≤ 1 joukossa M ∪N . Määritellään joukot

C1 = {x ∈M ∪N | φ(x) < 1}, C2 = {x ∈ M ∪N | φ(x) > 0}

ja H = C1 ∩C2 ⊂⊂ M ∩N , sekä funktio w = u(1− φ) + vφ, jolloin w = u joukossa
M \N ja w = v joukossa N \M .
Lemman 2.3 mukaan

ˆ

M∪N

gwdµ ≤

ˆ

M∪N

(gu(1− φ) + gvφ+ gφ|u− v|) dµ. (3.34)

Funktion φ määritelmän mukaisesti supp(gφ) ⊂ H , jossa gφ = 3
η
. Lisäksi φ = 1

joukon N komplementissa ja φ = 0 joukonM komplementissa, joten yhtälöstä (3.34)
saadaan

ˆ

M∪N

gwdµ ≤

ˆ

M

gudµ+

ˆ

N

gvdµ+
3

η

ˆ

H

|u− v|dµ,

mikä todistaa väitteen (1).

Olkoon K ⊂⊂ M ∪ N ja σ ∈ L1
loc(M ∪ N). Joukko K voidaan esittää muodos-

sa
K = (K ∩ (M \N)) ∪ (K ∩ (N \M)) ∪ (K ∩ (M ∩N)),
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jolloin

ˆ

K

|w − σ|dµ =

ˆ

K∩(M\N)

|u− σ|dµ+

ˆ

K∩(N\M)

|v − σ|dµ

+

ˆ

K∩(M∩N)

|(1− φ)(u− σ) + φ(v − σ)|dµ.

(3.35)

Toisaalta

K ∩ (M ∩N) = (K ∩M ∩N ∩ {φ = 0}) ∪ (K ∩M ∩N ∩ {φ = 1})

∪(K ∩M ∩N ∩ {0 < φ < 1}),

joten yhtälö (3.35) saadaan muotoon

ˆ

K

|w − σ|dµ =

ˆ

K∩((M\N)∪(M∩N∩{φ=0}))

|u− σ|dµ

+

ˆ

K∩((N\M)∪(M∩N∩{φ=1}))

|v − σ|dµ

+

ˆ

K∩(M∩N)∩{0<φ<1}

|(1− φ)(u− σ)|dµ.

+

ˆ

K∩(M∩N)∩{0<φ<1}

|φ(v − σ)|dµ.

(3.36)

Arvioimalla yhtälön (3.36) toiseksi viimeisessä termissä φ = 0 ja viimeisessä termissä
φ = 1 saadaan arvio

ˆ

K

|w − σ|dµ ≤

ˆ

K∩C1

|u− σ|dµ+

ˆ

K∩C2

|v − σ|dµ,

mikä todistaa väitteen (2).

Seuraavassa lemmassa esitetään lemman 3.2 muunnelma, jonka perusteella voi-
daan määritellä edellisen lemman tapaisesti Lipschitz-funktio w, mutta tällä kertaa
funktio w on määritelty joukossa M ′ ∪ N ′, jossa M ′ ⊂⊂ M ja N ′ ⊂⊂ N . Tämä
lemma on keskeinen työkalu variaatiomitan subadditiivisuuden osoittamisessa.

Lemma 3.3. Olkoon M , N , M ′ ja N ′ avoimia joukkoja siten, että M ′ ⊂⊂ M ja
N ′ ⊂ N . Tällöin on olemassa avoin joukko H ⊂ M ∩N ja vakio c = c(M,M ′, N ′)
siten, että kaikilla u ∈ Lip(M) ja v ∈ Lip(N) on olemassa funktio w ∈ Lip(M ′∪N ′),
jolle pätee

ˆ

M ′∪N ′

gwdµ ≤

ˆ

M

gudµ+

ˆ

N

gvdµ+ c

ˆ

H

|u− v|dµ.
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Todistus. Merkitään η = dist(M ′, N ′\M).KoskaM ′ ⊂⊂ M , pätee η ≥ dist(M ′, ∂M) >
0. Nyt voidaan määritellä funktio

φ(x) =





1 joukossa M ′ ∪ {x ∈M ′ ∩N ′ | dist(x, ∂M ′) < 1
3
η}

0 joukossa N ′ \M ∪ {x ∈M ′ ∩N ′ | dist(x, ∂M ′) > 2
3
η}

2η−3 dist(x,∂M ′)
η

joukossa {x ∈M ′ ∩N ′ | 1
3
η < dist(x, ∂N) < 2

3
η}

Tällöin φ ∈ Lip(M ′∪N ′) ja 0 ≤ φ ≤ 1. Määritellään joukkoH = {x ∈M ′∩N ′ | 0 <
φ(x) < 1} ja funktio w = φu+(1−φ)v. Tällöin w ∈ Lip(M ′ ∪N ′). Nyt lemman 2.3
perusteella

ˆ

M ′∪N ′

gwdµ ≤

ˆ

M ′∪N ′

(guφ+ gv(1− φ) + gφ|u− v|)dµ. (3.37)

Koska φ = 0 joukon M ′ komplementissa ja φ = 1 joukon N ′ \M komplementissa,
sekä supp(gφ) ⊂ H , jossa gφ = 3

η
, saadaan epäyhtälön (3.37) oikealle puolelle arvio

ˆ

M ′∪N ′

(guφ+gv(1−φ)+gφ|u−v|)dµ ≤

ˆ

M ′

gudµ+

ˆ

N ′\M

gvdµ+
3

η

ˆ

H

|u−v|dµ. (3.38)

Funktioiden u ja v heikot ylägradientit ovat ei-negatiivisia, ja M ′ ⊂ M , sekä N ′ \
M ⊂ N , joten epäyhtälöä (3.38) voidaan arvioida ylöspäin vaihtamalla integrointia-
lueita, jolloin epäyhtälöistä (3.37) ja (3.38) saadaan

ˆ

M ′∪N ′

gwdµ ≤

ˆ

M

gudµ+

ˆ

N

gvdµ+
3

η

ˆ

H

|u− v|dµ,

mikä todistaa väitteen.

Näytetään seuraavaksi, että variaatiomitta on sisäsäännöllinen. Tätä tarvitaan
muun muassa lauseen 3.5 todistuksessa. Seuraavan lemman todistus metrisessä ta-
pauksessa on hyvin tekninen ja perustuu sopivan joukkoperheen Ci ⊂ A, (i =
1, 2, . . .) konstruoimiseen ja lemman 3.2 soveltamiseen induktiivisesti kyseisen jouk-
koperheen avulla määriteltyihin funktioihin.

Lemma 3.4. Olkoon A avoin joukko. Tällöin

||Du||(A) = sup {||Du||(B) | B avoin, B ⊂⊂ A.}

Todistus. Jos supB⊂⊂A ||Du||(B) = ∞, väite pätee.
Oletetaan supB⊂⊂A ||Du||(B) <∞. Määritellään joukot

Aj =

{
x ∈ A | dist(x, ∂A) >

1

j

}
,

C1 = A2 ja

Ck = A2k \ A2k−3, kun k = 2, 3, ...
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Nyt A = ∪∞
j=1Aj ja joukoille Ck pätee

C2k ∩ C2p = ∅, kun k 6= p, ja

C2k+1 ∩ C2p+1 = ∅, kun k 6= p.

(3.39)

Kiinnitetään n ∈ N. Tällöin

2n∑

k=1

||Du||(Ck) =
n∑

k=1

||Du||(C2k) +

n∑

k=1

||Du||(C2k−1). (3.40)

Yhtälöiden (3.39) ja lauseen 3.2 (3) perusteella yhtälö (3.40) voidaan esittää muo-
dossa

2n∑

k=1

||Du||(Ck) = ||Du||(∪nk=1C2k) + ||Du||(∪nk=1C2k−1). (3.41)

Toisaalta ∪nk=1C2k ⊂ A ja ∪nk=1C2k−1 ⊂ A, joten lauseen 3.2(4) perusteella yhtälöä
(3.41) voidaan arvioida ylöspäin. Tällöin

2n∑

k=1

||Du||(Ck) ≤ 2||Du||(A) kaikilla n ∈ N. (3.42)

Kun n→ ∞ saadaan yhtälöstä (3.42)

∞∑

k=1

||Du||(Ck) ≤ 2||Du||(A) <∞.

Koska sarja konvergoi, kaikilla ε > 0 on olemassa k̃ siten, että

∞∑

k=k̃

||Du||(Ck) ≤
ε

6
. (3.43)

Valitaan B = A2k̃−2.

Propositio 3.1. Nyt on olemassa B′ ⊂⊂ B ja jono {uj}
∞
j=1, uj ∈ Liploc(A \ B′)

kaikilla j ∈ N siten, että uj → u L1
loc(A \B′) mielessä ja

lim sup
j→∞

ˆ

A\B′

gujdµ ≤
ε

3
. (3.44)

Todistus. Olkoon B′ = A2k̃−3 ⊂⊂ A2k̃−2 = B. Määritellään joukot Dj = Ck̃+j−1.

Tällöin A \ B′ = ∪∞
j=1Dj . Valitaan jono {ψm,j}

∞
m=1 siten, että ψm,j ∈ Liploc(Dj)

kaikilla j ∈ N, ψm,j → u L1
loc(Dj) mielessä, kun m→ ∞ ja

ˆ

Di

gψm,j
dµ ≤ ||Du||(Dj) +

1

m2j
. (3.45)
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Seuraavaksi määritellään jono {um,j}
∞
m=1, jossa um,j ∈ Liploc(∪

j
h=1Dh) kaikilla j ∈ N,

jonoista ψm,j induktiolla:
1. Olkoon um,1 = ψm,1. Tällöin jonon ψm,1 valinnan perusteella um,1 ∈ Liploc(D1)
kaikilla m ∈ N.
2. Oletetaan, että um,j ∈ Liploc(∪

j
h=1Dh) kaikillam ∈ N ja näytetään, että löydetään

jono um,j+1 ∈ Liploc(∪
j+1
h=1Dh) kaikilla m ∈ N.

Sovelletaan lemmaa 3.2 joukkoihin M = Dj+1 ja N = ∪jh=1Dh, sekä funktioihin
u = ψm,j+1 ∈ Liploc(M) ja v = um,j ∈ Liploc(N) kaikilla m ∈ N.
Tällöin löydetään funktio um,j+1 ∈ Liploc(∪

j+1
h=1Dh) ja joukko Hj ⊂ ∪jh=1Dh ∩Dj+1

siten, että
ˆ

∪j+1
h=1Dh

gum,i+1
dµ ≤

ˆ

Dj+1

gψm,j+1
dµ+

ˆ

∪j
h=1Dh

gum,j
dµ+ cj

ˆ

Hj

|ψm,j+1 − um,j|dµ.

(3.46)
Joukossa Hj pätee um,j = ψm,j ja ψm,j → u L1

loc(Hj) mielessä, joten voidaan olettaa

cj

ˆ

Hj

|ψm,j+1 − um,j|dµ ≤
ε

12 · 2j
. (3.47)

Arvioimalla epäyhtälöllä (3.46) iteratiivisesti epäyhtälön (3.46) oikean puolen kes-
kimmäistä termiä saadaan epäyhtälö muotoon

ˆ

∪j+1
h=1Dh

gum,j+1
dµ ≤

j+1∑

h=1

ˆ

Dh

gum,h
dµ+

j+1∑

h=1

ch

ˆ

Hh

|ψm,h+1 − um,h|dµ. (3.48)

Arvioiden (3.45) ja (3.47) perusteella saadaan arvioitua epäyhtälöä (3.48) ylöspäin,
jolloin saadaan epäyhtälö

ˆ

∪j+1
h=1Dh

gum,j+1
dµ ≤

j+1∑

h=1

(
||Du||(Dh) +

1

m · 2h

)
+

j+1∑

h=1

ε

12 · 2h
. (3.49)

Nyt arvion (3.43) perusteella epäyhtälöstä (3.49) saadaan

ˆ

∪j+1
h=1Dh

gum,j+1
dµ ≤

ε

4
+

1

m
.

Määritellään jono {um}
∞
m=1 siten, että um = um,j joukossa ∪j−1

h=1Dh, jolloin

ˆ

A\B′

gumdµ = lim
j→∞

ˆ

∪j
h=1

gum,h
dµ ≤

ε

3
+

1

m
.

Siten

lim sup
j→∞

ˆ

A\B′

gujdµ ≤
ε

3
.

Osoitetaan seuraavaksi induktiolla, että um,j → u L1
loc(A \ B′) mielessä, kun m →

∞.
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1. um,1 = ψm,1 ja funktioiden ψm,j valinnan mukaan ψm,j → u L1
loc(D1) mielessä.

2. Oletetaan, että um,j → u L1
loc(∪

j
h=1Dh) mielessä.

Olkoon K ⊂⊂ ∪j+1
h=1Dh kompakti. Tällöin soveltamalla lemmaa 3.2(2) joukkoihin

N = ∪jh=1Dh ja M = Dj+1 ja funktioon σ = u löydetään joukot K1 ⊂⊂ M ja
K2 ⊂⊂ N siten, että

ˆ

K

|um,j+1 − u|dµ ≤

ˆ

K1

|ψm,j+1 − u|dµ+

ˆ

K2

|um,j − u|dµ. (3.50)

Funktioiden ψm,j valinnan ja induktio-oletuksen perusteella perusteella
ˆ

K1

|ψm,j+1 − u|dµ→ 0, ja

ˆ

K2

|um,j − u|dµ→ 0,

kun m→ ∞, jolloin epäyhtälön (3.50) perusteella um,j+1 → u L1(K) mielessä.

Näytetään vielä, että um → u L1
loc(A \B′) mielessä.

Olkoon K ⊂⊂ A \B′. Nyt on olemassa j ∈ N siten, että K ⊂⊂ ∪jh=1Dh, jolloin
ˆ

K

|um − u|dµ =

ˆ

K

|um,j − u|dµ→ 0.

Jatketaan lemman 3.4 todistusta. Olkoon jono {vj}
∞
j=1 siten, että vj ∈ Liploc(B)

kaikilla j ∈ N, vj → u L1
loc(B) mielessä ja

||Du||(B) = lim
j→∞

ˆ

B

gvjdµ. (3.51)

Ota ε > 0. Nyt proposition 3.1 ja lemman 3.2 perusteella on olemassa funktiojono
{wj}

∞
j=1, wj ∈ Liploc((A \B′) ∪B) kaikilla j ∈ N ja joukko H ⊂ B ∩ (A \B′) siten,

että wj → u L1
loc(A) mielessä ja
ˆ

A

gwj
dµ ≤

ˆ

A\B′

gujdµ+

ˆ

B

vjdµ+ c

ˆ

H

|uj − vj |dµ. (3.52)

Proposition 3.1 perusteella voidaan arvioida
ˆ

A\B′

gujdµ ≤
ε

2
(3.53)

ja koska uj → u L1
loc(H) mielessä ja vj → u L1

loc(H) mielessä voidaan arvioida

c

ˆ

H

|uj − vj |dµ ≤
ε

2
. (3.54)

Nyt arvioiden (3.52), (3.53) ja (3.54) perusteella

||Du||(A) ≤ ||Du||(B) + ε,

mikä todistaa väitteen.
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Todistetaan seuraavaksi variaatiomitan äärellinen subadditiivisuus avoimille jou-
koille. Tämä seuraa helposti lemmoista 3.3 ja 3.4.

Lemma 3.5. Kaikille avoimille joukoille A ja B pätee

||Du||(A∪ B) ≤ ||Du||(A) + ||Du||(B).

Todistus. Lemman 3.4 perusteella riittää näyttää

||Du||(A′ ∪B′) ≤ ||Du||(A) + ||Du||(B)

kun A′ ⊂⊂ A ja B′ ⊂⊂ B.

Oletetaan, että ||Du||(A) < ∞ ja ||Du||(B) < ∞. Tällöin lemman 3.1 mukaan
voidaan valita jonot {uj}

∞
j=1, uj ∈ Lip(A) ja {vj}

∞
j=1, vj ∈ Lip(B) kaikilla j ∈ N

siten, että uj → u L1
loc(A) mielessä ja vj → u L1

loc(B) mielessä, sekä

||Du||(A) = lim
j→∞

ˆ

A

gujdµ ja

||Du||(B) = lim
j→∞

ˆ

A

gvjdµ.

(3.55)

Lemman 3.3 perusteella on olemassa funktiojono {wj}
∞
j=1 siten, että wj ∈ Lip(A′ ∪

B′) kaikilla j ∈ N ja joukko H ⊂⊂ A ∩ B siten, että
ˆ

A′∪B′

gwj
dµ ≤

ˆ

A

gujdµ+

ˆ

B

gvjdµ+ c

ˆ

H

|uj − vj |dµ. (3.56)

Koska uj → u L1
loc(H) mielessä ja vj → u L1

loc(H) mielessä,

c

ˆ

H

|uj − vj |dµ→ 0.

Tällöin, kun j → ∞, saadaan epäyhtälö (3.56) yhtälöiden (3.55) perusteella muotoon

||Du||(A′ ∪ B′) ≤ ||Du||(A) + ||Du||(B),

mikä todistaa väitteen.

Todistetaan nyt variaatiomitan olevan Borel-säännöllinen ulkomitta.

Lause 3.5. ||Du|| on Borel-säännöllinen ulkomitta.

Todistus. Vaihe 1 Näytetään, että ||Du|| on ulkomitta.
(i) Selvästi ||Du||(∅) = 0.
(ii)Olkoon B ⊂ A. Olkoon ε > 0. Tällöin on olemassa avoimet joukot VA ⊃ A ja
VB ⊃ B siten, että

||Du||(VA) = ||Du||(A) + ε ja

||Du||(VB) = ||Du||(B) + ε.
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Koska B ⊂ A ⊂ VA, voidaan olettaa VB ⊂ VA, jolloin lauseen 3.2(4) mukaan
||Du||(VB) ≤ ||Du||(VA). Kun ε→ 0, saadaan

||Du||(B) ≤ ||Du||(A).

(iii) Olkoon Ak ⊂ X avoimia (k = 1, 2, ...), A = ∪∞
k=1Ak ja ε > 0. Lemman 3.4

perusteella voidaan valita B ⊂⊂ A siten, että

||Du||(A) ≤ ||Du||(B) + ε. (3.57)

Koska B on kompakti, ja B ⊂ A, jollakin n < ∞ pätee B ⊂ B ⊂ ∪nk=1Ak. Variaa-
tiomitan monotonisuuden (kohta (ii)) perusteella

||Du||(B) ≤ ||Du||(∪nk=1Ak). (3.58)

Lemman 3.5 perusteella saadaan arvio

||Du||(∪nk=1Ak) ≤
n∑

k=1

||Du||(Ak). (3.59)

Kun n→ ∞ epäyhtälöiden (3.58), (3.59), sekä (3.57) mukaan

||Du||(A) ≤
∞∑

k=1

||Du||(Ak) + ε.

Nyt ε→ 0 todistaa subadditiivisuuden avoimille joukoille.

Olkoon Ak ⊂ X (k = 1, 2, ...) mielivaltaisia joukkoja, ja A = ∪∞
k=1Ak. Olkoon

Vk(k = 1, 2, ...) avoimia joukkoja siten, että Ak ⊂ Vk kaikilla k = 1, 2, .... Tällöin
myös A ⊂ ∪∞

k=1Vk, joten

inf
V
{||Du||(V ) | A ⊂ V } ≤

∞∑

k=1

inf
Vk
{||Du||(Vk) | Ak ⊂ Vk}.

Täten mielivaltaisille Ak pätee

||Du||(∪∞
k=1Ak) ≤

∞∑

k=1

||Du||(Ak),

mikä todistaa väitteen.

Vaihe 2 Näytetään, että ||Du|| on Borel-ulkomitta.
Olkoon A,B ⊂ X joukkoja, joille pätee dist(A,B) > 0. Kiinnitetään ε > 0. Tällöin
voidaan valita avoin joukko U ⊃ A ∪B siten, että

||Du||(A∪ B) ≥ ||Du||(U)− ε. (3.60)



25

Määritellään joukot

VA =

{
x ∈ X | dist(x, ∂A) <

dist(A,B)

3

}
∩ U ja

VB =

{
x ∈ X | dist(x, ∂B) <

dist(A,B)

3

}
∩ U.

Tällöin VA ja VB ovat avoimia, sekä A ⊂ VA ja B ⊂ VB. Lisäksi VA ∩ VB = ∅. Koska
VA ∪ VB ⊂ U , pätee

||Du||(A ∪B) ≥ ||Du||(VA ∪ VB)− ε. (3.61)

Lauseen 3.2(3) perusteella epäyhtälöstä (3.61) saadaan

||Du||(A∪B) ≥ ||Du||(VA) + ||Du||(VB)− ε. (3.62)

Koska A ⊂ VA ja B ⊂ VB pätee epäyhtälön (3.62) ja variaatiomitan monotonisuuden
perusteella

||Du||(A ∪B) ≥ ||Du||(A) + ||Du||(B)− ε. (3.63)

Kun ε → ∞, pätee variaatiomitan subadditiivisuuden ja epäyhtälön (3.63) perus-
teella

||Du||(A∪ B) = ||Du||(A) + ||Du||(B),

joten Carathéodoryn kriteerin mukaan ||Du|| on Borel-ulkomitta.

Vaihe 3 Näytetään, että ||Du|| on Borel-säännöllinen ulkomitta. Olkoon A ⊂ X .
Jos ||Du||(A) = ∞, pätee ||Du||(A) = ||Du||(X) = ∞ ja X on Borel-joukko, joten
väite tosi.

Oletetaan, että ||Du||(A) < ∞. Valitaan avoimet joukot Vi (i = 1, 2, ...) siten,
että A ⊂ Vi kaikilla i, sekä ||Du||(Vi) = ||Du||(A) + 1

i
. Määritellään joukko V =

∩∞
i=1Vi. Tällöin V on Borel-joukko, ja pätee

||Du||(V ) = lim
i→∞

||Du||(Vi) = ||Du||(A).
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4 Isoperimetrinen epäyhtälö

Isoperimetrinen epäyhtälö on keskeinen työkalu äärellisperimetristen joukkojen tut-
kimuksessa, sillä se antaa yhteyden mitan µ ja joukon perimetrimitan välille. Isope-
rimetrisen epäyhtälön mukaan äärellisperimetrisen joukon E, ja sen komplementin,
mitoille pallossa B(x, r) ⊂ X saadaan yläraja, joka riippuu joukon perimetristä suu-
remmassa pallossa B(x, λr), pallon mitasta, säteestä r ja avaruuden tuplausdimen-
siosta. Tämä vastaa Euklidisissa avaruuksissa relatiivista isoperimetrista epäyhtä-
löä, joskin Euklidisessa tapauksessa saadaan yläraja, joka riippuu ainoastaan joukon
perimetristä pallossa B(x, r), johtuen Lebesguen mitan Ahlfors-säännöllisyydestä.

Isoperimetrinen epäyhtälö on esitetty lauseessa 4.1. Lauseen todistamiseksi esi-
tetään myös Sobolev-Poincarén epäyhtälöstä seuraava lemma 4.1. Voidaan myös
osoittaa, että isoperimetrinen epäyhtälö on yhtäpitävä Poincarén epäyhtälön kans-
sa. Tämän todistus kuitenkin sivuutetaan.

Lemma 4.1. Olkoon X Poincaré-avaruus tuplausdimensiolla s > 1 ja avoin joukko
A ⊂ X. Tällöin kaikille u ∈ BVloc(A) pätee

||u− uB(x,r)||L
s

s−1 (B(x,r))
≤

Cr

µ(B(x, r))
1
s

||Du||(B(x, λr))

kaikilla palloilla B(x, r) ⊂ A.

Todistus. Koska u ∈ BVloc(A), pätee ||Du||(B(x, λr)) <∞.Nyt lemman 3.1 mukaan
voidaan valita jono {uj}

∞
j=1 siten, että uj ∈ Liploc(B(x, λr)) kaikilla j ∈ N ja uj →

u L1
loc(B(x, λr)) mielessä, sekä

||Du||(B(x, λr)) = lim
j→∞

ˆ

B(x,λr)

gujdµ. (4.1)

Sobolev-Poincarén epäyhtälön (2.2) mukaan

(
 

B(x,r)

|uj − ujB(x,r)|
s

s−1dµ

)1− 1
s

≤ Cr

 

B(x,λr)

gujdµ. (4.2)

Toisaalta

Cr

 

B(x,λr)

gujdµ =
Cr

µ(B(x, λr)

ˆ

B(x,λr)

gujdµ

≤
Cr

µ(B(x, r)

ˆ

B(x,λr)

gujdµ.

(4.3)

Tällöin epäyhtälöiden (4.2) ja (4.3) perusteella

||uj − ujB(x,r)
||
L

s
s−1 (B(x,r))

≤
Cr

µ(B(x, r))
1
s

ˆ

B(x,λr)

gujdµ. (4.4)
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Kun j → ∞, yhtälön (4.1) perusteella epäyhtälö (4.4) saadaan muotoon

||u− uB(x,r)||L
s

s−1 (B(x,r))
≤

Cr

µ(B(x, r))
1
s

||Du||(B(x, λr)),

mikä todistaa väitteen.

Todistetaan nyt isoperimetrinen epäyhtälö.

Lause 4.1. (Isoperimetrinen epäyhtälö) Olkoon X Poincaré-avaruus tuplausdimen-
siolla s > 1. Tällöin on olemassa vakio CI siten, että kaikille palloille B(x, r) ⊂ X
ja äärellisperimetrisille joukoille E ⊂ X pätee

min{µ(B(x, r) ∩ E), µ(B(x, r) \ E)}1−
1
s ≤

CIr

µ(B(x, r))
1
s

P(E,B(x, λr)).

Todistus. Vaihe 1. Näytetään, että

1

2
min{µ((B(x, r) ∩ E), µ(B(x, r) \ E))}1−

1
s ≤ ||u− uB(x,r)||

L
s−1
s (B(x,r))

,

kun tarkastellaan funktiota u = χE . Funktiolle u pätee

uB(x,r) =
1

µ(B(x, r))

ˆ

B(x,r)

χEdµ =
µ(E ∩ B(x, r))

µ(B(x, r))
,

joten

||u− uB(x,r)||
L

s−1
s (B(x,r))

=

(
ˆ

B(x,r)

∣∣∣χE −
µ(E ∩ B(x, r))

µ(B(x, r))

∣∣∣
s

s−1

dµ

)1− 1
s

. (4.5)

Toisaalta yhtälön (4.5) integraali voidaan jakaa pistevieraisiin joukoihin B(x, r)∩E
ja B(x, r) \ E, jolloin yhtälö saadaan muotoon

||u− uB(x,r)||
L

s−1
s (B(x,r))

=
( ˆ

B(x,r)∩E

∣∣∣1−
µ(E ∩ B(x, r))

µ(B(x, r))

∣∣∣
s

s−1
dµ

+

ˆ

B(x,r)\E

∣∣∣
µ(E ∩B(x, r))

µ(B(x, r))

∣∣∣
s

s−1
dµ
)1− 1

s

.

(4.6)

Oletetaan ensin, että

µ(B(x, r) ∩ E) ≤ µ(B(x, r) \ E). (4.7)

Tällöin yhtälöä (4.6) voidaan arvioida alaspäin yhtälön oikean puolen ensimmäisellä
termillä, jolloin saadaan epäyhtälö

||u− uB(x,r)||
L

s−1
s (B(x,r))

≥

ˆ

B(x,r)∩E

∣∣∣
µ(B(x, r))− µ(E ∩ B(x, r))

µ(B(x, r))

∣∣∣
s

s−1

dµ

=
µ(B(x, r) \E)

µ(B(x, r))
µ(B(x, r) ∩ E)1−

1
s .

(4.8)
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Oletuksen (4.7) perusteella
µ(B(x, r) \ E)

µ(B(x, r))
≥

1

2
,

joten epäyhtälöstä (4.8) saadaan

||u− uB(x,r)||
L

s−1
s (B(x,r))

≥
1

2
µ(B(x, r) ∩ E)1−

1
s . (4.9)

Seuraavaksi oletetaan, että

µ(B(x, r) \ E) ≤ µ(B(x, r) ∩ E). (4.10)

Tällöin yhtälöä (4.6) voidaan arvioida alaspäin yhtälön oikean puolen toisella ter-
millä, jolloin epäyhtälöksi saadaan

||u− uB(x,r)||
L

s−1
s (B(x,r))

≥

ˆ

B(x,r)\E

∣∣∣
µ(E ∩B(x, r))

µ(B(x, r))

∣∣∣
s

s−1

dµ

=
µ(B(x, r) ∩ E)

µ(B(x, r))
µ(B(x, r) \ E)1−

1
s .

(4.11)

Vastaavasti kuin edellä, voidaan oletuksen (4.10) perusteella arvioida

||u− uB(x,r)||
L

s−1
s (B(x,r))

≥
1

2
µ(B(x, r) \ E)1−

1
s . (4.12)

Tällöin epäyhtälöt (4.9) ja (4.12) todistavat vaiheen 1.

Vaihe 2. Näytetään, että

min{µ(B(x, r) ∩ E), µ(B(x, r) \ E)}1−
1
s ≤

CIr

µ(B(x, r))
1
s

P(E,B(x, λr)).

Vaiheen 1 perusteella

min{µ(B(x, r) ∩ E), µ(B(x, r) \ E)}1−
1
s ≤ 2||u− uB(x,r)||

L
s−1
s (B(x,r))

, (4.13)

joten soveltamalla lemmaa 4.1 epäyhtälöön (4.13) saadaan

min{µ(B(x, r) ∩ E), µ(B(x, r) \ E)}1−
1
s ≤

CIr

µ(B(x, r))
1
s

||Du||(B(x, λr)). (4.14)

Yhtälössä (4.14) u = χE, joten pätee

min{µ(B(x, r) ∩ E), µ(B(x, r) \ E)}1−
1
s ≤

CIr

µ(B(x, r))
1
s

P(E,B(x, λr)). (4.15)
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5 Koareakaava

Toinen hyödyllinen työkalu BV -funktioiden tarkastelussa on koareakaava, joka esi-
tetään lauseessa 5.1. Koareakaava antaa funktion totaalivariaatiolle esityskaavan in-
tegraalina funktion tasojoukkojen perimetrimitoista.

Lause 5.1. (Koareakaava)
Olkoon Ω ⊂ X avoin ja u ∈ L1

loc(Ω). Määritellään joukko

Et = {x ∈ X | u(x) > t}, kun t ∈ R.

Tällöin kaikille avoimille joukoille A ⊂⊂ Ω pätee
ˆ ∞

−∞

P(Et, A)dt = ||Du||(A).

Todistus. Vaihe 1. Näytetään, että kaikille u ∈ Liploc(Ω) pätee
ˆ ∞

−∞

P(Et, A)dt ≤ ||Du||(A).

Määritellään funktio

m(t) =

ˆ

A\Et

gudµ. (5.1)

A \ Et ⊂ A \ Et+α kaikilla α > 0, joten funktio m on ei-vähenevä. Funktio m on
myös rajoitettu, sillä

ˆ

A\Et

gudµ ≤

ˆ

A

gudµ = ||Du||(A) <∞.

Täten m on differentioituva melkein kaikilla t ∈ R.

Olkoon t piste, jossa m on differentioituva, ja määritellään jono funktioita {vj}
∞
j=1

siten, että

vj(x) =






1 joukossa Et+ 1
j
,

j(u(x)− t) joukossa Et \ Et+ 1
j
,

0 joukossa A \ Et.

Tällöin vj ∈ Liploc(A) kaikilla j ∈ N.
Näytetään, että vj → χEt L1(A) mielessä. Koska vj poikkeaa funktiosta χEt

ainoastaan joukossa Et \ Et+ 1
j
, pätee

ˆ

A

|vj(x)− χEt(x)|dµ =

ˆ

Et\Et+1
j

|j(u(x)− t)− 1|dµ. (5.2)

Toisaalta 0 ≤ j(u(x)− t) ≤ 1 tarkasteltavassa joukossa, joten voidaan arvioida
ˆ

Et\Et+1
j

|j(u(x)− t)− 1|dµ ≤ µ((Et \ Et+ 1
j
) ∩A) → 0, kun j → ∞. (5.3)
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Tällöin yhtälön (5.2) ja epäyhtälön (5.3) perusteella vj → χEt L1(A) mielessä ja
siten lauseen 3.3 perusteella

P(Et, A) ≤ lim inf
j→∞

||Dvj||(A). (5.4)

Funktioiden vj ylägradienteille guj pätee

gvj =

{
jgu joukossa Et \ Et+ 1

j
,

0 muulloin,

joten

ˆ

A

gvjdµ = j

ˆ

(Et\Et+1
j
)∩A

gudµ

= j
(ˆ

A\E
t+1

j

gudµ−

ˆ

A\Et

gudµ
)
.

(5.5)

Nyt yhtälöiden (5.1) ja (5.5) perusteella

ˆ

A

gvjdµ = j

(
m

(
t+

1

j

)
−m(t)

)
→ m′(t) kun j → ∞. (5.6)

Nyt epäyhtälön (5.4) ja yhtälön (5.6) perusteella

P(Et, A) ≤ m′(t). (5.7)

Integroimalla epäyhtälöä (5.7) puolittain saadaan

ˆ ∞

−∞

P(Et, A)dt ≤

ˆ ∞

−∞

m′(t)dt = ||Du||(A).

Vaihe 2. Näytetään, että kaikille u ∈ L1
loc(Ω) pätee

ˆ ∞

−∞

P(Et, A)dt ≤ ||Du||(A).

Jos u /∈ BV (A), ||Du||(A) = ∞, jolloin väite pätee.
Oletetaan, että u ∈ BV (A). Tällöin lemman 3.1 perusteella voidaan valita jono

{uj}
∞
j=1, jossa uj ∈ Liploc(A) kaikilla j ∈ N siten, että uj → u L1

loc(A) mielessä ja

||Du||(A) = lim
j→∞

ˆ

A

gujdµ.

Määritellään joukot
Ej
t = {x ∈ A | uj > t}.
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Nyt
ˆ ∞

−∞

|χ
E

j
t
(x)− χEt(x)|dt =

ˆ max{u,uj}

min{u,uj}

dt = |uj(x)− u(x)|.

Tällöin pätee

ˆ

A

|uj(x)− u(x)|dµ =

ˆ

A

(ˆ ∞

−∞

|χ
E

j
t
(x)− χEt(x)|dt

)
dµ. (5.8)

Soveltamalla Fubinin lausetta yhtälöön (5.8) saadaan

ˆ ∞

−∞

(ˆ

A

|χ
E

j
t
(x)− χEt(x)|dµ

)
dt =

ˆ

A

|uj(x)− u(x)|dµ→ 0, (5.9)

sillä uj → u L1
loc(A) mielessä.

Yhtälön (5.9) perusteella χ
E

j
t
→ χEt L1(A) mielessä melkein kaikilla t ∈ R. Nyt

lauseen 3.3 mukaan
P(Et, A) ≤ lim inf

j→∞
P(Ej

t , A),

jolloin integroimalla puolittain saadaan epäyhtälö

ˆ ∞

−∞

P(Et, A)dt ≤

ˆ ∞

−∞

lim inf
j→∞

P(Ej
t , A)dt. (5.10)

Nyt soveltamalla Fatoun lemmaa ja vaiheen 1 tulosta yhtälöön (5.10) saadaan ha-
luttu tulos

ˆ ∞

−∞

P(Et, A)dt ≤ ||Du||(A).

Vaihe 3. Näytetään, että

||Du||(A) ≤

ˆ ∞

−∞

P(Et, A)dt.

kun u ∈ L1
loc(A). Jos

ˆ ∞

−∞

P(Et, A)dt = ∞,

väite pätee. Oletetaan, että

ˆ ∞

−∞

P(Et, A)dt <∞,

Oletetaan ensin, että −n ≤ u(x) ≤ n kaikilla x ∈ A, kiinnitetyllä n ∈ N. Kiin-
nitetään lisäksi h ∈ N. Nyt voidaan valita luvut

tj,h ∈

(
j − 1

h
− n,

j

h
− n

)
, kun j = 1, 2, ..., 2nh
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siten, että

1

h
P(Etj,h , A) ≤

ˆ

j
h
−n

j−1
h

−n

P(Et, A)dt. (5.11)

Määritellään funktiojono

uh(x) = −n+
1

h

2nh∑

j=1

χEtj,h
(x).

Tällöin

||Duh||(A) =
1

h

2nh∑

j=1

P(Etj,h , A). (5.12)

Lukujen tj,h valinnan (yhtälö (5.11)) perusteella yhtälö (5.12) saadaan muotoon

||Duh||(A) ≤
2nh∑

j=1

ˆ

j
h
−n

j−1
h

−n

P(Et, A)dt =

ˆ n

−n

P(Et, d)t.

Kun n→ ∞ pätee

||Duh||(A) ≤

ˆ ∞

−∞

P(Et, A)dt <∞, (5.13)

joten uh ∈ BV (A) kaikilla h ∈ N.
Näytetään seuraavaksi, että uh → u L1

loc(A) mielessä. Tätä varten määritellään
joukot Fi,h = Eti,h \ Eti+1,h

. Tällöin joukot Etj,h voidaan esittää muodossa

Etj,h = ∪2nh
i=jFi,h,

jolloin funktiot uh voidaan esittää muodossa

uh(x) = −n +
1

h

2nh∑

j=1

2nh∑

i=j

χFi,h
(x) = −n +

1

h

2nh∑

i=1

iχFi,h
.

Tällöin pätee
ˆ

A

|u− uh|dµ =

ˆ

A

∣∣∣∣∣u+ n−
1

h

2nh∑

i=1

iχFi,h

∣∣∣∣∣ dµ. (5.14)

Koska joukot Fi,h ovat pistevieraita, yhtälö (5.14) saadaan muotoon

ˆ

A

|u− uh|dµ =

2nh∑

i=1

ˆ

Fi,h

∣∣∣∣u+ n−
i

h

∣∣∣∣ dµ. (5.15)

Joukossa Fi,h pätee

u <
i+ 1

h
− n, joten u+ n−

i

h
<

1

h
.
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Sijoittamalla arvio (5.16) yhtälöön (5.15) saadaan

ˆ

A

|u− uh|dµ <
1

h
µ(A) → 0, kun h→ ∞,

eli uh → u L1(A) mielessä. Nyt lauseen 3.3 ja yhtälön (5.13) mukaan

||Du||(A) ≤ lim inf
h→∞

||Duh||(A) ≤

ˆ ∞

−∞

P(Et, A)dt,

mikä todistaa väitteen.

Korollaari 5.1. Jos u ∈ BV (X), melkein kaikilla t ∈ R pätee

P(Et, A) <∞.

Lisäksi tällöin kaava pätee kaikille Borel-joukoille B ⊂ X.
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6 Hausdorff-esitys perimetrille

Lauseessa 6.1 osoitetaan, että äärellisperimetrisen joukon perimetrille saadaan esi-
tyskaava. Kaavan avulla joukon E perimetri Borel-joukossa B voidaan esittää ra-
joitetun Borel-funktion integraalina joukon mittateoreettisen reunan ja joukon B
leikkauksen yli kodimensiota 1 olevan Hausdorff-tyyppisen mitan suhteen.

Täten lause antaa yhteyden joukon perimetrin ja mittateoreettisen reunan mi-
tan välille. Avaruudessa R

n lause 6.1 pätee funktiolla θ = 1, jolloin joukon perimetri
saadaan suoraan joukon mittateoreettisen reunan n−1 -ulotteisena Hausdorffin mit-
tana, kun taas metrisessä tapauksessa funktion θ on osoitettu olevan vain rajoitettu.
Lisäksi avaruudessa R

n kaava pätee kaikille joukoille E, mutta metrisessä avaruu-
dessa todistus perustuu argumentteihin, jotka vaativan joukon olevan äärellisperi-
metrinen. Vastaavan esityskaavan mahdollinen olemassa olo ei-äärellisperimetrisille
joukoille on yhä avoin ongelma.

Todistuksen kannalta keskeisiä tuloksia esitetään lemmoissa 6.1, 6.2 ja 6.3. Lem-
ma 6.1 antaa ylärajan joukon E\B(x, ρ) perimetrille pallon B(x, ρ) reunalla, melkein
kaikilla ρ > 0. Tämän jälkeen lemmassa 6.2 osoitetaan perimetrimitan olevan ab-
soluuttisesti jatkuva mitan Hh suhteen. Lisäksi esitetään tekninen lemma 6.3, jota
tarvitaan lauseen 6.1 todistuksessa funktion θ ylärajan määrittämiseen.

Määritelmä 6.1. Olkoon funktio

h(B) =
µ(B)

diam(B)
, kaikilla Borel-joukoilla B.

Määritellään Hausdorff-tyyppinen mitta funktion h avulla siten, että

Hh
δ (B) = inf

{
∑

i∈I

h(Bi) | Bi suljettu pallo, diam(Bi) < δ, ja B ⊂ ∪i∈IBi

}

ja
Hh(B) = sup

δ>0
Hh
δ (B).

Seuraavaksi todistetaan perimetrimitalle lokaalisuusominaisuus.

Lemma 6.1. Olkoon E äärellisperimetrinen joukko ja x ∈ X. Tällöin melkein
kaikilla ρ > 0 pätee

E \B(x, ρ) on äärellisperimetrinen, ja

P(E \B(x, ρ), ∂B(x, ρ)) ≤
d

dr
µ (B (x, r) ∩ E)

∣∣∣
r=ρ

.

Todistus. Valitaan ρ > 0 siten, että funktio t 7→ µ (B (x, t) ∩ E) on differentioituva
pisteessä t = ρ ja µ(∂B(x, ρ)) = 0. Olkoon δ > 0 ja u ∈ BV (B(x, ρ+ δ)). Lemman
3.1 perusteella on olemassa jono {uj}

∞
j=1 siten, että uj ∈ Liploc(B(x, ρ+ δ)) kaikilla

j ∈ N, uj → u L1
loc(B(x, ρ+ δ)) mielessä, sekä

||Du||(B(x, ρ+ δ)) = lim
j→∞

ˆ

B(x,ρ+δ)

gujdµ.
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Kaikilla f ∈ Liploc(B(x, ρ + δ)) pätee fu ∈ BV (B(x, ρ + δ)) . Lisäksi fuj ∈
Liploc(B(x, ρ + δ)) kaikilla j ∈ N ja fuj → fu L1

loc(B(x, ρ + δ)) mielessä. Lem-
man 2.1 mukaisesti funktio

gfuj = |uj|gf + |f |guj

on funktion fuj 1-heikko ylägradientti, jolloin

||D(fu)||(B(x, ρ+ δ)) ≤ lim inf
j→∞

(ˆ

B(x,ρ+δ)

|uj|gfdµ+

ˆ

B(x,ρ+δ)

|f |gujdµ
)
. (6.1)

Funktioiden uj valinnan perusteella epäyhtälöstä (6.1) saadaan

||D(fu)||(B(x, ρ+ δ)) ≤

ˆ

B(x,ρ+δ)

|u|gfdµ+

ˆ

B(x,ρ+δ)

|f |d||Du||. (6.2)

Olkoon ε > 0. Määritellään funktio

fε(y) =





1, kun d(y, x) ≥ ρ+ ε,
d(y,x)−ρ

ε
, kun ρ < d(y, x) < ρ+ ε ja

0, kun d(y, x) ≤ ρ.

Sijoittamalla epäyhtälöön (6.2) funktiot u = χE ja f = fε saadaan epäyhtälö

||DfεχE ||(B(x, ρ+ δ)) ≤

ˆ

B(x,ρ+δ)∩E

gfεdµ+

ˆ

B(x,ρ+δ)

|fε|d||χE||,

josta saadaan edelleen

||DfεχE ||(B(x, ρ+ δ)) ≤
1

ε

ˆ

(B(x,ρ+δ)\B(x,ρ))∩E

1dµ+

ˆ

B(x,ρ+δ)

|fε|d||χE||. (6.3)

Epäyhtälön (6.3) oikean puolen ensimmäinen termi voidaan esittää muodossa

1

ε

ˆ

(B(x,ρ+δ)\B(x,ρ))∩E

1dµ =
µ (B (x, ρ+ ε) ∩ E)− µ (B (x, ρ) ∩ E)

ε
. (6.4)

Luvun ρ valinnan perusteella

µ (B (x, ρ+ ε) ∩ E)− µ (B (x, ρ) ∩ E)

ε
→

d

dr
µ (B (x, r) ∩ E)

∣∣
r=ρ

, (6.5)

kun ε→ 0.
Toisaalta

fε → χB(x,ρ+δ)\B(x,ρ) L1
loc(B(x, ρ+ δ)) mielessä, (6.6)

kun ε→ 0, jolloin epäyhtälön (6.3) oikean puolen jälkimmäisestä termistä saadaan

ˆ

B(x,ρ+δ)\B(x,ρ)

d||DχE|| → 0, (6.7)
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kun δ → 0. Tällöin epäyhtälöiden (6.3), (6.4), (6.5), (6.6) ja (6.7) perusteella

P(E \B(x, ρ), ∂B(x, ρ)) ≤
d

dr
µ (B (x, r) ∩ E)

∣∣∣
r=ρ

,

mikä todistaa väitteen.

Todistetaan nyt perimetrimitan absoluuttinen jatkuvuus mitan Hh suhteen.

Lemma 6.2. P(E,B) = 0 kaikilla Borel-joukoilla B ⊂ X, joilla Hh(B) = 0.

Todistus. Olkoon B Borel joukko, jolle pätee Hh(B) = 0. Lemman 3.4 perusteella
yleisyyttä menettämättä voidaan olettaa, että joukko B on kompakti. Valitaan ε >
0. Kompaktiuden perusteella B voidaan peittää äärellisellä joukolla palloja B(xεi , r

ε
i ),

joille pätee rεi < ε ja
n∑

i=1

h(B(xεi , r
ε
i )) < ε.

Käyttämällä koareakaavaa (lause 5.1) funktiolle u(y) = d(y, xεi ) ja joukolle A =
B(xεi , 2r

ε
i ) saadaan yhtälö

ˆ ∞

−∞

P({y ∈ X | d(y, xεi) > t}, B(xεi , 2r
ε
i ))dt = ||D d(·, xεi )||(B(xεi , 2r

ε
i )),

josta seuraa
ˆ ∞

−∞

P(X \B(xεi , t), B(xεi , 2r
ε
i ))dt = ||D d(·, xεi )||(B(xεi , 2r

ε
i )). (6.8)

Lauseen 3.4(3) mukaan yhtälö (6.8) voidaan esittää muodossa
ˆ ∞

−∞

P(B(xεi , t), B(xεi , 2r
ε
i ))dt = ||D d(·, xεi )||(B(xεi , 2r

ε
i )). (6.9)

Funktio g = 1 on selvästi funktion d(·, xεi ) heikko ylägradientti, joten epäyhtälön
(6.9) oikealle puolelle saadaan arvio

||D d(·, xεi )||(B(xεi , 2r
ε
i )) ≤ µ(B(xεi , 2r

ε
i )),

jolloin yhtälöstä (6.9) seuraa
ˆ ∞

−∞

P(B(xεi , t), B(xεi , 2r
ε
i ))dt ≤ µ(B(xεi , 2r

ε
i )). (6.10)

Epäyhtälön (6.10) integrointialuetta voidaan vaihtaa, sillä

P(B(xεi , t), B(xεi , 2r
ε
i )) = 0, kun t /∈ [0, 2rεi ],

joten saadaan epäyhtälö

ˆ 2rεi

0

P(B(xεi , t), B(xεi , 2r
ε
i ))dt ≤ µ(B(xεi , 2r

ε
i )).
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Nyt voidaan valita ρεi ∈ (0, rεi ) siten, että

P(B(xεi , ρ
ε
i ), B(xεi , 2r

ε
i )) ≤

µ(B(xεi , 2r
ε
i ))

2rεi
,

jolloin mitan µ tuplaavuuden perusteella

P(B(xεi , ρ
ε
i ), B(xεi , 2r

ε
i )) ≤ CDh(B(xεi , 2r

ε
i )). (6.11)

Lauseen 3.4(4) perusteella epäyhtälöstä (6.11) saadaan

P(B(xεi , ρ
ε
i ), X) ≤ CDh(B(xεi , 2r

ε
i )). (6.12)

Merkitään Aε = ∪ni=1B(xεi , r
ε
i ) ⊃ B. Mitan ||Du|| additiivisuuden perusteella pätee

P(E ∪Aε, X) = P(E ∪ Aε, X \B) + P(E ∪ Aε, B). (6.13)

Toisaalta
(E ∪Aε△Aε) ∩B = (E \ Aε) ∩B = ∅,

joten lauseen 3.4(1) perusteella

P(E ∪ Aε, B) = P(Aε, B). (6.14)

Perimetrimitan subadditiivisuuden perusteella

P(E ∪Aε, X \B) ≤ P(E,X \B) + P(Aε, X \B). (6.15)

Epäyhtälöiden (6.14) ja (6.15) perusteella epäyhtälö (6.13) voidaan esittää muodossa

P(E ∪Aε, X) ≤ P(E,X \B) + P(Aε, X). (6.16)

Perimetrimitan subadditiivisuuden perusteella epäyhtälön (6.16) oikean puolen jäl-
kimmäistä termiä voidaan arvioida summalla

P(Aε, X) ≤
n∑

i=1

P(B(xεi , ρ
ε
i ), X),

josta voidaan edelleen arvioida epäyhtälön (6.12) avulla

P(Aε, X) ≤ CD

n∑

i=1

h(B(xεi , r
ε
i )). (6.17)

Pallojen B(xεi , r
ε
i ) valinnan perusteella epäyhtälöstä (6.17) saadaan

P(Aε, X) < CDε. (6.18)

Kun ε → 0, χE∪Aε → χE L1
loc(X) mielessä, jolloin lauseen 3.3 ja epäyhtälöiden

(6.16) ja (6.18) perusteella

P(E,X) ≤ P(E,X \B), (6.19)

joten pätee P(E,B) = 0.
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Todistetaan seuraavaksi tekninen lemma, jota käytetään lauseen 6.1 todistukses-
sa.

Lemma 6.3. Olkoon γ ∈ (0, 1
2
) ja M > 1. Tällöin melkein kaikilla x ∈ X on

olemassa ρ = ρx > 0 siten, että jos pätee

min{µ (B (x, r) ∩ E) , µ (B (x, r) \ E)} ≤ γµ(B(x, r)),

niin
P(E,B(x, ρ)) ≤M P(E \B(x, ρ), ∂B(x, ρ)).

Todistus. Olkoon G kokoelma suljettuja palloja B(x, r), joille pätee

1. µ(∂B(x, r)) = 0, P(E, ∂B(x, r)) = 0,

2. min{µ (B (x, r) ∩ E) , µ (B (x, r) \ E)} ≤ γµ(B(x, r)) ja

3. P(E,B(x, ρ)) > M P(E \B(x, ρ), ∂B(x, ρ)).

Olkoon Bj niiden pisteiden x ∈ X joukko, joilla

{r ∈ (0, 2−j) | B(x, r) ∈ G}

on positiivismittainen. Merkitään B = ∩∞
j=1Bj . Tällöin B on Borel-joukko. Osoi-

tetaan, että P(E,B) = 0. Lemman 3.4 mukaan riittää näyttää, että P(E,K) = 0
kaikilla kompakteilla joukoilla K ⊂ B.

Olkoon ε > 0. Määritellään kokoelma

F = {B(x, r) ∈ G | x ∈ K, r ∈ (0, ε)}.

Kaikilla B(x, r) ∈ F pätee

γµ(B(x, r)) ≤ min{µ (B (x, r) ∩ E) , µ (B (x, r) \E)},

jolloin isoperimetrisen epäyhtälön (lause 4.1) perusteella

γ
s−1
s

CI

µ(B(x, r))

r
≤ P(E,B(x, λr)). (6.20)

Koska r ≤ 2 diam(B(x, r)) saadaan epäyhtälöstä (6.20) arvio

2γ
s−1
s

CI
h(B(x, r)) ≤ P(E,B(x, λr)). (6.21)

Vitalin peitelauseen [2, Theorem 2.1] perusteella on olemassa korkeintaan nume-
roituva kokoelma pistevieraita palloja

{B(xi, ri)}i∈I ⊂ F ,

siten, että
Hh(K \ ∪i∈IB(xi, ri)) = 0.
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Tällöin lemman 6.2 perusteella myös

P(E,K \ ∪i∈IB(xi, ri)) = 0. (6.22)

Olkoon Aε = ∪i∈IB(xi, ri). Tällöin

µ(Aε) =
∑

i∈I

µ(B(xi, ri)) =
∑

i∈I

diam(B(xi, ri))h(B(xi, ri)). (6.23)

Arvioimalla yhtälössä (6.23) diam(B(xi, ri)) ≤ 2ri < 2ε saadaan epäyhtälö

µ(Aε) <
∑

i∈I

2εh(B(xi, ri)). (6.24)

Nyt epäyhtälöiden (6.21) ja (6.24) perusteella pätee

µ(Aε) <
∑

i∈I

εCI

γ
s−1
s

P(E,B(xi, λri)). (6.25)

Variaatiomitan additiivisuuden perusteella epäyhtälöstä (6.25) saadaan

µ(Aε) <
εCI

γ
s−1
s

P(E,∪i∈IB(xi, λri)),

ja variaatiomitan monotonisuuden perusteella edelleen

µ(Aε) <
εCI

γ
s−1
s

P(E,X) → 0, (6.26)

kun ε→ 0.
Olkoon J ⊂ I äärellinen indeksijoukko ja AJ = ∪i∈JB(xi, ri). Variaatiomitan

additiivisuuden perusteella pätee

P(E \ AJ , X) = P(E \ AJ , X \ AJ) + P(E \ AJ , AJ). (6.27)

Yhtälön (6.27) oikean puolen jälkimmäinen termi häviää, ja ensimmäinen voidaan
jakaa edelleen osiin, jolloin saadaan yhtälö

P(E \ AJ , X) = P(E \ AJ , X \ AJ) + P(E \AJ , ∂AJ). (6.28)

Lauseen 3.4(1) mukaan yhtälön (6.28) oikean puolen ensimmäinen termi saadaan,
muotoon

P(E \ AJ , X \ AJ) = P(E,X \ AJ). (6.29)

Yhtälön (6.28) oikean puolen jälkimmäinen termi voidaan variaatiomitan additiivi-
suuden perusteella esittää muodossa

P(E \ AJ , ∂AJ ) =
∑

i∈J

P(E \ AJ , ∂B(xi, ri)). (6.30)
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Joukko E \ AJ voidaan esittää muodossa

E \ AJ = E \ ∪i∈JB(xi, ri) = (E \B(xi, ri)) \ ∪j 6=iB(xj , rj),

jolloin lauseen 3.4(6) perustella yhtälöstä (6.30) saadaan

P(E \ AJ , ∂AJ ) =
∑

i∈J

(
P(E \B(xi, ri), ∂B(xi, ri))

+ P(∪j 6=iB(xj , rj), ∂B(xi, ri))
)
.

(6.31)

Koska kokoelman F pallot ovat pistevieraita, yhtälön (6.31) oikean puolen jäl-
kimmäinen termi häviää. Oletuksen mukaisesti palloille B(xi, ri) ∈ G pätee

P(E \B(xi, ri), ∂B(xi, ri)) <
1

M
P(E,B(xi, ri)),

jolloin yhtälö (6.31) saadaan muotoon

P(E \ AJ , ∂AJ ) <
∑

i∈J

1

M
P(E,B(xi, ri)),

josta variaatiomitan additiivisuuden perusteella saadaan epäyhtälö

P(E \AJ , ∂AJ) <
1

M
P(E,AJ). (6.32)

Nyt yhtälön (6.28), sekä epäyhtälöiden (6.29) ja (6.32) perusteella

P(E \ AJ , X) < P(E,X \ AJ) +
1

M
P(E,AJ). (6.33)

Epäyhtälö (6.33) pätee kaikilla J ⊂ I, joilla card(J) < ℵ0. Kun card(J) → ℵ0,
saadaan epäyhtälö

P(E \ Aε, X) < P(E,X \ Aε) +
1

M
P(E,Aε). (6.34)

Yhtälön (6.22) ja variaatiomitan additiivisuuden perusteella

P(E,K) = P(E,Aε). (6.35)

Kun ε → 0, yhtälön (6.26) perusteella

χE\Aε
→ χE L1

loc(X) mielessä. (6.36)

Nyt epäyhtälöiden (6.34), (6.35) ja (6.36), sekä lauseen (3.3) perusteella

P(E,X) < P(E,X \K) +
1

M
P(E,K), (6.37)

jolloin P(E,K) = 0, mikä todistaa väitteen.
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Todistetaan lopuksi työn päätulos, jonka mukaan äärellisperimetrisen joukon pe-
rimetrille saadaan Hausdorff-tyyppinen esityslause.

Lause 6.1. (Hausdorff-esitys perimetrille)
Olkoon X Poincaré-avaruus ja E ⊂ X äärelliseperimetrinen joukko. Tällöin mitta
P(E, ·) on keskittynyt joukkoon

Σγ =

{
x ∈ X | lim sup

r→0
min

{
µ (B (x, r) ∩ E)

µ(B(x, r))
,
µ (B (x, r) \ E)

µ(B(x, r))

}
≥ γ

}
⊂ ∂∗E,

jossa γ > 0 ja riippuu ainoastaan mitan µ tuplausvakiosta CD, Poincarén epäyh-
tälöön liittyvästä vakiosta λ, sekä isoperimetrisen epäyhtälön vakiosta CI. Lisäksi
Hh(∂∗E) <∞ ja Hh(∂∗E \ Σγ) = 0. Joukon E perimetrille saadaan esityskaava

P(E,B) =

ˆ

B∩∂∗E

θdHh kaikilla Borel-joukoilla B ⊂ X,

jollakin Borel-funktiolla θ : X → [γ̃, 2CD], jossa γ̃ > 0 ja riippuu ainoastaan va-
kioista CD, λ ja CI . Tässä ∂∗E tarkoittaa joukon E mittateoreettista reunaa, eli
joukkoa

{
x ∈ X | lim sup

r→0
min

{
µ (B (x, r) ∩ E)

µ(B(x, r))
,
µ (B (x, r) \ E)

µ(B(x, r))

}
> 0

}
.

Todistus. Vaihe 1. Näytetään, että P(E, ·) = 0 joukossa X \ Σγ . Lemman 3.4
perusteella riittää näyttää, että P(E,K) = 0 kaikilla kompakteilla K ⊂ X \ Σγ .

Olkoon K ⊂ X \ Σγ kompakti. Koska mitta µ on tuplaava, pätee µ(K) < ∞.
Määritellään jono funktioita

fr(x) = min
{µ (B (x, r) ∩ E)

µ(B(x, r))
,
µ (B (x, r) \ E)

µ(B(x, r))

}
.

Koska E on äärellisperimetrinen, funktioille fr pätee isoperimetrisen epäyhtälön
(lause 4.1) mukaan

fr(x) ≤
( CIr

µ(B(x, r))
1
s

P(E,B(x, λr))
) s

s−1
<∞, (6.38)

kaikilla r > 0. Määritellään funktiot

f̃r(x) = sup
ρ<r

fρ(x).

Mitan µ tuplaavuuden perusteella kaikilla ρ < r pätee

µ(B(x, r))

µ(B(x, ρ))
≤ C

(r
ρ

)s

jollakin C ≥ 1, minkä seurauksena pätee

ρ

µ(B(x, ρ))
1
s

≤
Cr

µ(B(x, r))
1
s

. (6.39)
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Funktiot f̃r ovat µ-mitallisia, sekä epäyhtälöiden (6.38) ja (6.39) perusteella ää-
rellisiä kaikilla r > 0. Lisäksi pätee

lim
r→0

f̃r = lim sup
r→0

fr < γ.

Nyt Egoroffin lauseen [5, Theorem 4.16] perusteella f̃r → lim supr→0 fr < γ melkein
uniformisesti joukossa K, kun r → 0. Kiinnitetään ε > 0. Tällöin voidaan valita
r0 > 0 siten, että kaikilla r ∈ (0, r0) pätee

f̃r < γ

joukossa K, lukuunottamatta joukkoa jonka mitta on alle ε. Nyt

min{µ (B (x, r) ∩ E) , µ (B (x, r) \ E)} < γµ(B(x, r)) (6.40)

kaikilla r ∈ (0, r0) joukossa K lukuunottamatta joukkoa, jonka mitta on alle ε.
Määritellään funktiot

mE(x, r) =
2

r

ˆ r

r
2

µ (B (x, τ) ∩ E) dτ ja

µ(B(x, r)) =
1

r

ˆ 2r

r

µ(B(x, τ))dτ.

Koska µ (B (x, τ) ∩ E) ja µ(B(x, τ)) ovat τ suhteen ei-väheneviä, pätee

mE(x, r) ≤ µ (B (x, r) ∩ E) ≤ mE(x, 2r) ja (6.41)

µ(B(x, r)) ≤ µ(B(x, r)) ≤ µ(B(x, 2r)). (6.42)

Oletetaan, että µ (B (x, r) \ E) < µ (B (x, r) ∩ E). Tällöin epäyhtälöiden (6.40),
(6.41) ja (6.42) mukaisesti

mX\E(x, r) ≤ µ (B (x, r) \ E) < γµ(B(x, r)) ≤ γµ(B(x, r)). (6.43)

Toisaalta arvion (6.41) mukaan pätee

µ
(
B
(
x,
r

2

))
= µ

(
B
(
x,
r

2

)
∩ E

)
+ µ

(
B
(
x,
r

2

)
\ E
)
≤ mE(x, r) +mX\E(x, r),

joten

mE(x, r) ≥ µ
(
B
(
x,
r

2

))
−mX\E(x, r). (6.44)

Käyttämällä kahdesti mitan µ tuplaavuutta, saadaan yhtälö (6.44) muotoon

mE(x, r) ≥
µ(B(x, 2r)

C2
D

−mX\E(x, r). (6.45)

Epäyhtälöiden (6.41), (6.40) ja (6.42) mukaan
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mX\E(x, r) ≤ γµ(B(x, r)). (6.46)

Arvioimalla epäyhtälön (6.45) ensimmäistä termiä alaspäin epäyhtälön (6.42)
mukaan, ja jälkimmäistä termiä ylöspäin epäyhtälön (6.46) mukaan saadaan

mE(x, r) ≥ µ(B(x, r))

(
1

C2
D

− γ

)
. (6.47)

Kun γ on tarpeeksi pieni siten, että γC2
D ≤ 1

2
, on epäyhtälön (6.47) mukaan

mE(x, r) ≥ γµ(B(x, r)). (6.48)

Nyt epäyhtälöiden (6.43) ja (6.48), symmetrian joukkojen E ja X \ E välillä, sekä
funktioiden mE(x, r) ja µ(B(x, r)) jatkuvuuden r suhteen mukaan pätee joko

mX\E(x, r) ≤ γµ(B(x, r)) (6.49)

tai
mE(x, r) ≤ γµ(B(x, r)) (6.50)

kaikilla r ∈ (0, r0).
Joukko K voidaan tarvittaessa jakaa osiin, ja tarkastella osia erikseen. Siten

voidaan yleisyyttä menettämättä olettaa, että µ (B (x, r) ∩ E) < µ (B (x, r) \ E).
Tällöin epäyhtälöiden (6.49) ja (6.42), sekä mitan tuplaavuuden perusteella pätee

mE(x, r) < γCDµ(B(x, r)). (6.51)

Nyt epäyhtälöiden (6.41) ja (6.51) mukaan käyttäen mitan tuplausominaisuutta uu-
destaan pätee

µ (B (x, r) ∩ E) ≤ mE(x, 2r) < γC2
Dµ(B(x, r)) (6.52)

kaikilla r ∈ (0, r0
2
).

Kiinnitetään seuraavaksi r ∈ (0, r0
4
). Valitaan pisteet xi ∈ K (i = 1, ..., n), siten,

että d(xi, xj) ≥ r, kun i 6= j, ja K ⊂ ∪ni=1B(xi, r). Valitaan luvut ρi ∈ (r, 2r) siten,
että

Hh(∂B(xi, ρi)) <∞ ja

Hh(∂B(xi, ρi) ∩ ∂B(xj , ρj)) = 0, (6.53)

kun i 6= j. Ja lisäksi

r
d

dρ
µ (B (xj , ρ) ∩ E)

∣∣∣
ρ=ρi

≤ µ (B (xi, 2r) ∩ E) . (6.54)

Tarpeeksi pienellä γ on γC2
D < 1

2
, jolloin isoperimetrisen epäyhtälön (lause 4.1)

mukaan

µ (B (xi, 2r) ∩ E) ≤

(
CI2r

µ(B(xi, 2r))
1
s

P(E,B(xi, 2λr))

) s
s−1

(6.55)
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Lemman 6.1 mukaan

P(E \B(xi, ρi), ∂B(xi, ρi)) ≤
d

dρ
µ (B (xj , ρ) ∩ E)

∣∣∣
ρ=ρi

(6.56)

Arvioimalla epäyhtälöä (6.56) epäyhtälöllä (6.54) saadaan

P(E \B(xi, ρi), ∂B(xi, ρi)) ≤
1

r
µ (B (xi, 2r) ∩ E) . (6.57)

Epäyhtälön (6.57) oikea puoli voidaan esittää muodossa

1

r
µ (B (xi, 2r) ∩ E) =

1

r
µ (B (xi, 2r) ∩ E)

1
s µ (B (xi, 2r) ∩ E)

s−1
s , (6.58)

jolloin soveltamalla epäyhtälöä (6.52) ja isoperimetristä epäyhtälöä (lause 4.1) saa-
daan

1

r
µ (B (xi, 2r) ∩ E)

1
s µ (B (xi, 2r) ∩ E)

s−1
s

≤
1

r
(C2

Dγµ(B(xi, 2r)))
1
s

CIr

µ(B(xi, 2r))
1
s

P(E,B(xi, 2λr))

= (C2
Dγ)

1
sCI P(E,B(xi, 2λr)).

(6.59)

Tällöin yhtälön (6.58) ja epäyhtälön (6.59) mukaan pätee

1

r
µ (B (xi, 2r) ∩ E) ≤ (C2

Dγ)
1
sCI P(E,B(xi, 2λr)). (6.60)

Nyt epäyhtälöiden (6.57) ja (6.60) mukaisesti

P(E \B(xi, ρi), ∂B(xi, ρi)) ≤ (C2
Dγ)

1
sCI P(E,B(xi, 2λr)). (6.61)

Arvioidaan seuraavaksi pallojen B(xi, 2λr) päällekkäisyyttä. Olkoon x ∈ X ja
merkitään J :llä niiden indeksien i joukkoa, joilla x ∈ B(xi, 2λr). Pisteiden xi valin-
nan perusteella d(xi, xj) ≥ r, kun i 6= j, joten pätee

B
(
xi,

r

2

)
∩ B

(
xj ,

r

2

)
= ∅, (6.62)

kun i 6= j. Lisäksi pätee myös

⋃

i∈J

B
(
xi,

r

2

)
⊂ B(x, (2λ+ 1)r) (6.63)

ja
B(x, (2λ+ 1)r) ⊂ B(xi, (4λ+ 1)r) (6.64)

kaikilla xi.
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Mitan tuplaavuuden perusteella on olemassa vakio C(λ, CD) siten, että

µ(B(xi, (4λ+ 1)r)) ≤ C(λ, CD)µ
(
B
(
xi,

r

2

))
. (6.65)

Yhtälöiden (6.63), (6.64) ja (6.65) perusteella pätee

∑

i∈J

µ
(
B
(
xi,

r

2

))
≤ C(λ, CD)µ

(
B
(
xi,

r

2

))
,

jolloin joukon J mahtavuudelle saadaan yläraja

card(J) = ξ ≤ C(λ, CD).

Merkitään Ar = ∪ni=1B(xi, ρi). Lauseen 3.2(3) perusteella pätee

P(E \ Ar, X) = P(E \ Ar, X \ Ar) + P(E \ Ar, X ∩ Ar). (6.66)

Yhtälön (6.66) oikean puolen jälkimmäinen termi häviää, ja ensimmäinen termi
voidaan lauseen 3.2(3) mukaan jakaa osiin

P(E \ Ar, X \ Ar) = P(E \ Ar, X \ Ar) + P(E \ Ar, ∂Ar). (6.67)

Lauseen 3.4(1) mukaan

P(E \ Ar, X \ Ar) = P(E,X \ Ar). (6.68)

Pisteiden xi valinnan perusteella K ⊂ ∪ni=1B(xi, r), joten lauseen 3.2(4) mukaan

P(E,X \ Ar) ≤ P(E,X \K). (6.69)

Yhtälön (6.67) oikean puolen jälkimmäistä termiä voidaan arvioida mitan ||Du||
monotonisuuden ja subadditiivisuuden (lause 3.5) perusteella ylöspäin, sillä ∂Ar ⊂
∪ni=1∂B(xi, ρi), jolloin

P(E \ Ar, ∂Ar) ≤
n∑

i=1

P(E \ Ar, ∂B(xi, ρi)). (6.70)

Joukko E \ Ar voidaan esittää muodossa

E \ Ar = E \ ∪ni=1B(xi, ρi) = (E \B(xi, ρi)) \ ∪j 6=iB(xj , ρj). (6.71)

Tällöin lauseen 3.4(6) ja yhtälön (6.71) perusteella pätee

P(E \ Ar, ∂B(xi, ρi)) ≤ P(E \B(xi, ρi), ∂B(xi, ρi))

+ P(∪j 6=iB(xj , ρj), ∂B(xi, ρi)).

(6.72)
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Epäyhtälöiden (6.70) ja (6.72) mukaan pätee

P(E \ Ar, ∂Ar) ≤
n∑

i=1

(
P(E \B(xi, ρi), ∂B(xi, ρi))

+ P(∪j 6=iB(xj , ρj), ∂B(xi, ρi))
)
.

(6.73)

Lauseen 3.4(5) ja yhtälön (6.53) mukaan

P(∪j 6=iB(xj , ρj), ∂B(xi, ρi)) ≤
∑

j 6=i

P(B(xj , ρj), ∂B(xi, ρi)) = 0. (6.74)

Nyt arvioimalla epäyhtälön (6.73) oikean puolen ensimmäistä termiä epäyhtälöllä
(6.61) ja toista termiä epäyhtälöllä (6.74) saadaan

P(E \ Ar, ∂Ar) ≤
n∑

i=1

(C2
Dγ)

1
sCI P(E,B(xi, 2λr)). (6.75)

Huomioimalla pallojen B(xi, 2λr) päällekkäisyys saadaan epäyhtälöstä (6.75) arvio

P(E \ Ar, ∂Ar) ≤ ξ(C2
Dγ)

1
sCI P(E,∪

n
i=1B(xi, 2λr)). (6.76)

Nyt yhtälön (6.67) ja epäyhtälöiden (6.69) ja (6.76) perusteella pätee

P(E \ Ar, X) ≤ P(E,X \K) + ξ(C2
Dγ)

1
sCI P(E,∪

n
i=1B(xi, 2λr)). (6.77)

Säteet ρi valittiin siten, että ρi < 2r kaikilla i = 1, ..., n, joten joukko Ar sisältyy
joukon K 2r-ympäristöön. Tällöin mitan µ monotonisuuden ja subadditiivisuuden
perusteella pätee

µ(E ∩ Ar) ≤ µ(E ∩ ∪ni=1B(xi, 2r)) ≤
n∑

i=1

µ (B (xi, 2r) ∩ E) . (6.78)

Epäyhtälön (6.60) mukaan epäyhtälöstä (6.78) saadaan arvio

µ(E ∩Ar) ≤
n∑

i=1

r(C2
Dγ)

1
sCI P(E,B(xi, 2λr)).

Huomioimalla pallojen B(xi, 2λr) päällekkäisyys päästään arvioon

µ(E ∩ Ar) ≤ rξ(C2
Dγ)

1
sCI P(E,∪

n
i=1B(xi, 2λr)). (6.79)

Nyt epäyhtälön (6.79) ja lauseen 3.2(4) perusteella pätee

µ(E ∩ Ar) ≤ rξ(C2
Dγ)

1
sCI P(E,X). (6.80)
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Koska joukko E on äärellisperimetrinen, epäyhtälön (6.80) perusteella pätee

µ(E ∩Ar) → 0, kun r → 0. (6.81)

Perimetrimitan subadditiivisuuden (lause 3.4(5)) perusteella pätee

P(E,X) ≤ P(E ∩Ar, X) + P(E \ Ar, X). (6.82)

Soveltamalla epäyhtälöä (6.77) epäyhtälöön (6.82) saadaan arvio

P(E,X) ≤ P(E ∩Ar, X) + P(E,X \K)

+ ξ(C2
Dγ)

1
sCI P(E,∪

n
i=1B(xi, 2λr)).

(6.83)

Kun r → 0, epäyhtälö (6.83) saadaan muotoon

P(E,X) ≤ P(E,X \K) + ξ(C2
Dγ)

1
sCI P(E,K). (6.84)

Toisaalta mitan ||Du|| additiivisuuden pistevieraille joukoille (Lause 3.2(3)) mukaan

P(E,X) = P(E,X \K) + P(E,K). (6.85)

Tällöin yhtälöstä (6.85) ja epäyhtälöstä (6.84) saadaan epäyhtälö

P(E,K) ≤ ξ(C2
Dγ)

1
sCI P(E,K),

jolloin kun γ on tarpeeksi pieni, että ξ(C2
Dγ)

1
sCI < 1, on oltava

P(E,K) = 0.

Tällöin siis P(E, ·) = 0 joukossa ∂∗E \ Σγ .

Vaihe 2. Näytetään, että joukossa Σγ saadaan perimetrimitalle esityskaava

P(E,B) =

ˆ

B∩Σγ

θdHh, (6.86)

kaikilla Borel-joukoilla B ja jollakin Borel-funktiolla θ : X → [γ̃, 2CD].

Mitan µ tuplaavuuden perusteella on olemassa vakio C(λ, CD) siten, että

µ(B(x, λr)) ≤ C(λ, CD)µ(B(x, r)). (6.87)

Isoperimetrisen epäyhtälön perusteella pätee

min{µ (B (x, r) ∩ E) , µ (B (x, r) \ E)} ≤
( CIr

µ(B(x, r))
1
s

P(E,B(x, λr))
) s

s−1
,
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jolloin joukossa Σγ pätee

lim sup
r→0

( CIr

µ(B(x, r))
1
s

P(E,B(x, λr))
) s

s−1 1

µ(B(x, r))
≥ γ. (6.88)

Epäyhtälö (6.88) saadaan muotoon

lim sup
r→0

r

µ(B(x, r))
P(E,B(x, λr)) ≥

γ
s−1
s

CI
. (6.89)

Arvioimalla pallon B(x, r) mittaa alaspäin epäyhtälöllä (6.87) saadaan epäyhtälöstä
(6.89)

lim sup
r→0

r

µ(B(x, λr))
P(E,B(x, λr)) ≥

γ
s−1
s C(λ, CD)

CI
. (6.90)

Koska r ≤ λr ≤ λ diam(B(x, λr)), pätee epäyhtälön (6.90) perusteella

lim sup
r→0

P(E,B(x, λr))

h(B(x, λr))
≥
γ

s−1
s C(λ, CD)

CI
. (6.91)

Tällöin epäyhtälön (6.91) ja Vitalin peitelauseen korollaarin [2, (2.6)] perusteella
pätee

P(E,B) ≥
γ

s−1
s C(λ, CD)

CI
Hh(B) (6.92)

kaikilla Borel-joukoilla B ⊂ Σγ . Toisaalta Vitalin peitelauseen korollaarin [2, (2.7)]
perusteella pätee myös

lim sup
r→0

P(E,B(x, r))

h(B(x, r))
<∞ (6.93)

Hh -melkein kaikilla x ∈ Σγ . Epäyhtälöiden (6.92) ja (6.93) perusteella pätee

γ̃ ≤ DHh P(E, ·) <∞, (6.94)

jossa

γ̃ =
γ

s−1
s C(λ, CD)

CI
.

Näytetään vielä, että funktiolle DHh P(E, ·) saadaan yläraja. Lauseen 3.4(3) pe-
rusteella pätee

2 P(E,B(x, r)) = P(E,B(x, r)) + P(X \ E,B(x, r)). (6.95)

Lemman 6.3 mukaan joukossa Σγ pätee

P(E,B(x, r)) + P(X \ E,B(x, r)) ≤ M P(E \B(x, r), ∂B(x, r))

+ M P((X \ E) \B(x, r), ∂B(x, r))

(6.96)
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melkein kaikilla r ∈ (0, rx). Nyt lemman 6.1 perusteella epäyhtälöstä (6.96) saadaan

P(E,B(x, r)) + P(X \ E,B(x, r)) ≤ M
d

dr
(µ (B (x, r) ∩ E) + µ (B (x, r) \ E))

= M
d

dr
µ(B(x, r)).

(6.97)

Epäyhtälöiden (6.95) ja (6.97) perusteella pätee

P(E,B(x, r)) ≤ M
d

dr
µ(B(x, r)) (6.98)

melkein kaikilla r ∈ (0, rx).
Koska P(E,B(x, r)) on r suhteen ei-vähenevä, pätee

P(E,B(x, r)) ≤
1

r

ˆ 2r

r

P(E,B(x, r))dr. (6.99)

Soveltamalla epäyhtälöä (6.98) epäyhtälöön (6.99) saadaan

P(E,B(x, r)) ≤
M

r

ˆ 2r

r

d

dr
µ(B(x, r))dr,

jolloin pätee

P(E,B(x, r)) ≤
M

r
µ(B(x, 2r)). (6.100)

Käyttämällä mitan tuplausominaisuutta epäyhtälöön (6.100) saadaan

P(E,B(x, r)) ≤
MCD
r

µ(B(x, r)). (6.101)

Palloille B(x, r) pätee diam(B(x, r)) ≤ 2r, jolloin funktion h määritelmän pe-
rusteella epäyhtälöstä (6.101) saadaan

P(E,B(x, r)) ≤ 2MCDh(B(x, r)). (6.102)

Epäyhtälö (6.102) pätee melkein kaikilla r ∈ (0, rx), jolloin pätee myös

lim sup
r→0

P(E,B(x, r))

h(B(x, r))
≤ 2MCD. (6.103)

Koska epäyhtälö (6.103) pätee kaikilla M > 1, pätee

lim sup
r→0

P(E,B(x, r))

h(B(x, r))
≤ 2CD, (6.104)

kun M → 1. Nyt epäyhtälöiden (6.94) ja (6.104) mukaan pätee

γ̃ ≤ DHh P(E, ·) < 2CD. (6.105)
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Koska lemman 6.2 mukaan P(E, ·) ≪ Hh, Radon-Nikodymin lauseen [5, Theorem
5.29] ja epäyhtälön (6.105) perusteella pätee

P(E,B) =

ˆ

B∩Σγ

θdHh

kaikilla Borel-joukoilla B ja jollakin Borel-funktiolla θ : X → [γ̃, 2CD].

Vaihe 3. Näytetään, että Hh(∂∗E \ Σγ) = 0.

Oletuksen mukaanX on Poincaré-avaruus, joten se on yhtenäinen. Tällöin diam(B(x, r)) ≥

r, kun r < diam(X)
2

.
Kaikilla Borel-joukoilla B ⊂ ∂∗E \ Σγ pätee P(E,B) = 0, joten kaikilla ε > 0

pätee

P(E,B) <
ε

2
Hh(B).

Nyt Vitalin peitelauseen korollaarin [2, (2.6)] mukaan pätee

lim sup
r→0

P(E,B(x, r))

h(B(x, r))
<
ε

2

Hh -melkein kaikilla x ∈ ∂∗E \ Σγ. Tällöin voidaan valita r0 > 0 siten, että kaikilla
r ∈ (0, r0) pätee

P(E,B(x, r)) < εh(B(x, r)). (6.106)

Isoperimetrisen epäyhtälön (lause 4.1) mukaan

min{µ (B (x, r) ∩ E) , µ (B (x, r) \ E)} <
( CIr

µ(B(x, r))
1
s

P(E,B(x, λr))
) s

s−1
.

(6.107)
Kun r < r0 epäyhtälöiden (6.106) ja (6.107) mukaan

min{µ (B (x, r) ∩ E) , µ (B (x, r) \ E)} <
(
ε

CIr

µ(B(x, r))
1
s

h(B(x, λr))
) s

s−1
. (6.108)

Arvioimalla epäyhtälössä (6.108) r ≤ diam(B(x, r)) ≤ diam(B(x, λr)) saadaan
epäyhtälö

min{µ (B (x, r) ∩ E) , µ (B (x, r) \ E)} <
(
ε
CI diam(B(x, λr))

µ(B(x, r))
1
s

h(B(x, λr))
) s

s−1
,

jolloin funktion h määritelmän mukaan

min{µ (B (x, r) ∩ E) , µ (B (x, r) \ E)} <
(
ε
CIµ(B(x, λr))

µ(B(x, r))
1
s

) s
s−1
. (6.109)

Mitan µ tuplaavuuden perusteella on olemassa vakio C(λ, CD) siten, että µ(B(x, λr)) ≤
C(λ, CD)µ(B(x, r)), jolloin epäyhtälöstä (6.109) saadaan

min{µ (B (x, r) ∩ E) , µ (B (x, r) \ E)} <
(
εCIC(λ, CD)

) s
s−1

µ(B(x, r)). (6.110)
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Nyt yhtälöiden (6.41) ja (6.42) mukaan pätee

min{mE(x, r), mX\E(x, r)} <
(
εCIC(λ, CD)

) s
s−1
µ(B(x, r)). (6.111)

FunktioidenmE(x, r),mX\E(x, r) ja µ(B(x, r)) jatkuvuuden r suhteen, ja epäyh-
tälön (6.111) mukaan joko

mE(x, r) <
(
εCIC(λ, CD)

) s
s−1
µ(B(x, r))

tai

mX\E(x, r) <
(
εCIC(λ, CD)

) s
s−1
µ(B(x, r)).

Yleisyyttä menettämättä voidaan olettaa, että mE(x, r) < mX\E(x, r), kun r ∈
(0, r0). Tällöin epäyhtälön (6.41) mukaan pätee

µ (B (x, r) ∩ E) ≤ mE(x, 2r) <
(
εCIC(λ, CD)

) s
s−1
µ(B(x, 2r)) (6.112)

kaikilla r ∈ (0, r0
2
). Mitan tuplaavuuden ja epäyhtälön (6.42) perusteella epäyhtä-

löstä (6.112) saadaan

µ (B (x, r) ∩ E) ≤
(
εCIC(λ, CD)

) s
s−1

C2
Dµ(B(x, r)). (6.113)

Tällöin epäyhtälön (6.113) mukaan pätee

lim
r→0

µ (B (x, r) ∩ E)

µ(B(x, r))
<
(
εCIC(λ, CD)

) s
s−1
C2
D → 0,

kun ε→ 0. Täten x /∈ ∂∗E Hh -melkein kaikilla x ∈ ∂∗E \ Σγ .
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